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Les quantit(~s irrationnelles quadratiques et les substitutions 
lin~aires 

Par FOLKE RYDE 

Des recherches sur les fractions continues m'ont amen6 au th6or~me suivant: 

aO + fl dont les eoe//icients a, fl, ~ et (~ Soit donnde une substitution lindaire ~0 + ~ '  

sont des nombres entiers quelconques avecla  seule restriction que a (~ fl ~ ~ O. 
Soit aussi donnde une dquation quadratique irrdductible p 0 2 + q 0 + r ~ O, dont 
les coe//icients p, q et r sont des nombres entiers sans aueun /acteur commun, 
d'ailleurs quelconques avec la seule restriction qu'entra~ne la condition d'irrdducti- 
bilit& Cela posd,-on peut toujours ddterminer - -  et d'une in/initd double de 

A O + B  
mani&es - -  une autre substitution lindaire CO + D '  dont les coe//icients A,  B, 

C et D sont des nombres entiers, tels que l'dquation quadratique donnde peut 
su sous la /orme 

AO + B _ a O  + fl. 
CO + D ~0  + 

Nous d6signerons dans ce qui suit par (a, b) le plus grand commun diviseur 
des nombres entiers a et b. Sp6cialement, nous poserons (a, 0) = a et (0, b) = b. 
Nous d6signerons de plus par x ---- D 1 (a, b [ c), y ~- D2 (a, b[c) un syst~me de 
solutions de l'6quation diophantienne lin6aire ax  + by ~--c, ~ savoir le syst~me 
de solutions, pour lequel la valeur absolue de x est aussi petite que possible; 
s'il y a deux syst~mes de solutions, pour lesquels les valeurs absolues de x sont 
6gales et plus petites que pour les autres syst~mes de solutions, nous d6signerons 
par x = D  l ( a , b ] c ) ,  y = D  2 (a ,b l c )  l e  syst~me de solutions, pour lequel la 
valeur de x est positive�9 

Pour d6montrer le th6or~me en question, il suffit de montrer que des nombres 
entiers A, B, C et D peuvent ~tre d6termin6s en exprimant que l'6quation 

A O + B  aO+fl  
(1) C O +  D - - ? O  + ~' 

ou, ce qui revient au m~me, puisque 0 est un nombre irrationnel, l%quation 

(1') (AO + B)@O + O) - - (CO + D)(aO + fl) --:-0 
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