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Sur un type particulier d'unit~s alg~briques 

P a r  TRYGVE ~AGELL 

§ 1 .  I n t r o d u c t i o n  

1. Remaxques g~n~rales. Dans plusieurs t r avaux  ]'ai 4tudi6 les solutions de l'~qua- 
tion 

E+E: = 1 (1) 

en tmit6s E et E:  dans un corps alg6brique K; voir Nagell [1]:, Hilfssatz IV; [2], 
p. 346-347; [3], p. 176-177; [4], [5] et [6]. Chowla [7] a l e  premier montrd que l 'gqua- 
tion (1) n ' admet  qu 'un hombre fini de solutions, r~sultat qui a ~t6 dtabli inddpendam- 
ment  par Nagell [4], Th~orgme 8. I1 faut  observer que la 4gmonstration de ce r4sultat 
ne donne aueune m~thode pour d4terminer routes les solutions. 

D~signons par  m l e  nombre de solutions de (1) dans un corps donn~ K sans eompter  
la permutat ion de E et E:. Si l 'on a Ia solution donnde par (1), on a aussi les deux 
autres solutions 

E-I+(-E:E-:)=I ,  E~:+(-EE~I)=I. ( Ia )  

Les trois solutions sont diff6rentes entre elles sauf clans le cas oh E et E:  sont les 
raeines de l 'dquation x2-x+l=O. Nous dirons que les trois relations (1) et ( la)  
forment un triplet. Un triplet est complgtement 44terming par  une quelconque des 
unitgs qui y entrent. Ainsi une unit~ do:roSe appart ient  ~ un seul triplet dans le 
corps. I1 en r~sulte que le hombre m de solutions de (1) est divisible par  3 quand  
le corps K ne contient pas le nombre V~--3. Quand K contient ce nombre, on a m - 1  
(mod 3). 

Lorsque E et E - 1  sont simultan~ment des unitds clans un corps alg~brique nous 
dirons que E est une unitd exceptionnelle. Si E est une unit4 exceptionnelle, le nombre 
E - :  l 'est aussi. En effet, la diff4rence 

E - :  - 1 = (1 - E) E -1 

est aussi une unit~. On vgrifie de mgme que les quatre nombres 

1 --  E ,  (1 - E ) - : ,  1 - E - :  e t  (1 - E - : ) - :  

sont aussi des unitgs exceptionnelles. Les six hombres 

E, E-:, l - E ,  1-E-:,  ( l - E ) - :  et ( l - E - : )  -1 

1 Les num~ros figurax~t entre crochets renvoient k la bibliographic plac~e ~ la fin de ¢e travail. 
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