C. Maire
Nagoya Math. J.
Vol. 150 (1998), 1-11

UN RAFFINEMENT DU THEOREME DE
GOLOD-SAFAREVIC

CHRISTIAN MAIRE

Abstract. Soient k un corps de nombres, p un nombre premier, et L la p-tour
de Hilbert de k; G = Gal(L/k). Dans ce papier, on se propose de donner un
raffinement du critére de Golod-Safarevic appliqué & G, construit en filtrant le
groupe de nombres A = {z € k¥ /(z) = QP}. Ce raffinement permettra alors
de montrer qu’un corps quadratique réel dont le groupe des classes contient un
sous-groupe de la forme (4, 4,4, 4), posséde une 2-tour de Hilbert infinie.

§1. Introduction

Soient k£ un corps de nombres et p un nombre premier. Notons par L la
p-extension maximale de k, non-ramifiée pour les places finies et totalement
décomposée pour les places infinies; on dit que L est la p-tour de Hilbert de
k; soit G le groupe de Galois de L/k. Un probleme classique est d’étudier
la finitude ou non de G.

Le premier critere de non-finitude fut donné en 1964 par Golod-Safarevic
[1]; il permet par exemple de montrer que dés que le 2-rang du groupe des
classes d’un corps quadratique réel k est supérieur ou égal a six, alors k a
une 2-tour de Hilbert infinie. Ce critére est une conséquence d’un résultat
de théorie des p-groupes finis; plus précisémment, Golod et Safarevic ont
montré que si un p-groupe G est fini, alors on a l'inégalité

(1) r > d?/4,

ou d est le p-rang de G, et ou r = d,Hy(G,F,) est le nombre de relations
de G (on rappelle que si A est un groupe, le p-rang de A, noté d,A, est égal
a la dimension sur F, de A/AP[A, A]).

Deux raffinements de (1) ont alors été donné:

Le premier en 1965 par Koch et Vinberg ([5], [7], [15]); ce résultat fait
intervenir les filtrations de Zassenhaus d’une représentation de G. 1l permet
par exemple de montrer, pour p différent de 2, que si le p-rang du groupe
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des classes d’un corps quadratique imaginaire k est supérieur ou égal a 3,
alors la p-tour de Hilbert de k est infinie (Koch et Venkov [8]).

Le second raffinement a été donné en 1986 par Schoof [13]; il est
obtenu aprés filtration du groupe H; (G, I), I étant I'idéal d’augmentation
de l'algebre F,[G]. Il permet alors de montrer par exemple les deux résultats
suivants:

i) Soit p > 3 et k un corps quadratique; alors si dycly > 3, k a une p-tour
de Hilbert infinie [13].

ii) Soit p > 3 et k un corps cubique cyclique sur Q; alors si dycly > 4, k
a une p-tour de Hilbert infinie [10].

Ces deux résultats sont obtenus en utilisant I’action de Gal(k/Q) sur
certains groupes G-homologiques, en particulier la méthode utilisée ne
s’applique pas lorsque |G| et [k : Q] ne sont pas premiers entre eux.

A travers ce papier, on se propose alors de donner un autre raffinement
de l'inégalité de Golod-Safarevic, obtenu en filtrant le groupe de nombres
Wﬁ—/—le_L’ ou A = {z € k*/(z) = QP} et ou Ep est le groupe des unités
de L (théoreme 3.1).

Ce raffinement permettra alors de montrer le résultat suivant (corol-
laire 3.2):

Soit k un corps quadratique réel; si le groupe des classes de k a un
sous-groupe de la forme (4,4,4,4), alors k a une 2-tour de Hilbert infinie.

Notons que ce corollaire compléte le résultat de F. Hajir [3] suivant:

Soit k un corps quadratique imaginaire; si le groupe des classes de k
contient un sous-groupe de la forme (4, 4,4), alors la 2-tour de Hilbert de k
est infinie.

§2. Situation

Dans toute la suite, on suppose que le groupe G = Gal(L/k) est fini.
On a une filtration naturelle de G:

G, =G,
Gy = G?[G, G),

Gi = (Gi21)P|Gi-1,G], i > 3;
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notons alors L; le sous-corps de L fixé par Gj; en particulier, L; = k.
On peut alors noter que la p-tour de Hilbert des corps L; est égal & L.

<19 LB . A_L N L X . D )
Si I'on considére ensuite TN, By oulh;={zel’/(z)=0;}, Qi

étant un idéal de L;, on sait que 'on a alors I'isomorphisme suivant ([9],
[11] chapitre 4):

A;
2 Hy(G;,F,).
Posons alors pour 7 > 1,
A
(3) A= ——
Y LXNppEL

On construit ensuite une filtration (M;); de Ay de la maniére suivante:

Ny .
Im(Ai_l Ll—_*l/k Al)
(4) M; = , i1>2;
Np./k
m(& ! AQ

osons m; = d,M;; on a ainsi
piVig,

(5) Zmi =r =d,Ha(G,Fp).
i>2

Rappelons finalement l'inégalité classique:

(6) r—d < dpEy;

en particulier, si k est un corps quadratique réel, pour p = 2 on a:
(7) r<d+2.

§3. Résultats principaux

Sous les notations du paragraphe précédent, on a le théoreme suivant:

THEOREME 3.1. Si G est fini, on a Vt € ]0;1],

(8) > mit —dt+1> 0.
i>2

De ce théoreme, que ’on montrera dans la paragraphe 4, on en déduit
le corollaire suivant:
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COROLLAIRE 3.2. Soit k un corps quadratique réel. Si le groupe des
classes cl de k contient un sous-groupe de la forme (4,4,4,4), alors la
2-tour de Hilbert de k est infinie.

Démonstration. Notons tout d’abord que par l'inégalité de Golod-
Safarevic, si dacly est supérieur ou égal a 6, alors la 2-tour de Hilbert de &
est infinie.

Soit k1 le 2-corps de Hilbert de k; on a k C Loy C k.

Par hypothese, le groupe de Galois Gal(k;/Ly) contient un sous-groupe
H de la forme (2,2,2,2); H va étre engendré par quatre éléments o;, i =
1,....4.

On sait par la théorie du corps de classes, que 0; = (Qa,4, k1/L2), ou Q2
est un idéal de Lg et ou (-, k1 /L) est le symbole d’Artin. On a Qg,f = (vi),
avec y; € Lo, ainsi y; peut étre vu dans Az. Regardons ensuite Ni, /xy;-
On a alors le lemme suivant:

LEMME 3.3. Les quatres éléments (Np,/xyi),_, , sont libres modulo
k**Ey,.

Démonstration. Tout d’abord, notons que par la propriété du symbole
d’Artin, on a
(9) (Q2,isk1/L2) = (Np,/k Q2 k1/k),

car ki/k est abélienne; ainsi, les idéaux (N, xQ2,),_, , sont libres mod-

ulo P. Ensuite, soient 0 < 8; < 2, tels que

(10) T Neajwv® € %% Exs

on a alors

(11) T (Ve ww)™ = ()2,

%

aves o € k*; plus précisémment, on a
2
0;
(12) (I Veap@in)) = (@
i

i.e.

(13) H (NL2/in,2)9i = (@),
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ou encore d’apres (9)

(14) IIo% =1

Par ’hypothese faite sur les o;, on en déduit que 6; = 0 1
De ceci, il vient alors que do Im (Ag — Ap) >4, ie.
(15) my <71 —4.

Comme k est un corps quadratique réel, 'inégalité du théoreme 3.1 avec
(5), (7) et (15) donne alors:
Si G est fini, on a Vit € |0; 1],

(16) (d—2)t>+4t> —dt +1 > 0.

Pour d = 4, le minimun de 2t + 4t3 — 4t + 1 est atteint en tp = —H'ﬁ\/ﬁ
et vaut % =~ —0.032.
Pour d = 5, le minimun de 3t2 + 413 — 5t + 1 est atteint en t = __‘3‘;2\/@

et vaut %@ ~ —0.278. [

REMARQUE 3.4. De maniére générale, si le groupe des classes de k
contient un sous-groupe de la forme (p?,...,p%), n fois, alors ms < d +
dpEk —n.

ILLUSTRATION NUMERIQUE 3.5. On connait a l’aide de résultats de
Rédei et Reichardt [12], ou encore de Gras [2], des critéres pour qu’un corps
quadratique réel vérifie les hypothéses du corollaire 3.2; par exemple dans
les deux cas suivants, k a une 2-tour infinie:

o k = Q(/p1*pz*p3 *pa*ps), avec p; = 1(4), (%) =1, Vi,j =
1,---,5, et la norme de l'unité fondamentale égale a -1;

o k = Q(/3*p1*p2*p3xps), avec p; = 1(4), et (p%) = (}%) =
(%):1,\1@',3':1,...,4.

7

Ainsi les corps Q(v/5 * 29 x 109 * 349 x 661) et Q(+/3 * 73 x 97 673 x 1249)
ont une 2-tour de Hilbert infinie.
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84. Démonstration du théoreme principal

4.1. Application d’un résultat de Schoof
On considere la filtration (G;), de G (voir §3). Notons par I; I'idéal
d’augmentation de l'algébre F,[G;]; I1 = I est I'idéal d’augmentation de
F,[G]; on peut noter que l'on a alors ([5], [6]):
(17) LcI', Vi>1.
On a également pour tout ¢ plus grand que 1, I'isomorphisme suivant:
(18) Hy(G;,Fp) — Hy(Gi, I;).
Pour i fixé, il apparait alors la suite d’homomorphismes:
(19)  Hy(Gi,Fp) = Hy(Gy, [)) <5 Hi(G, ) — Hi(G, I');
on a ainsi le diagramme commutatif suivant:
Hy(G,F,) —;—) Hi(G,T)
Corg,l
Hy(G2,Fp) —— H1(G, I?)

Corz,2

Hy(Gs,Fp) — Hy(G, I®)

Posons alors pour i > 2,

- Im (HQ(Gi_l,F ) - Hz(G,IF ))
(20) Ne= T (Hg(G,-,]F,j—» Hz(G,FS) ’

et finalement, considérons ®(V;), 'image de N; par ® dans H,(G,I); n; =
d,N;.

Reprenant alors la démonstration du théoréme 2.1 de [13], on en déduit
la proposition suivante:
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PROPOSITION 4.1. On a Vt € |0;1],

. 1
21) d nitt —dt+1> 5

Ii

ot P(t) =1+ ajt+ast? + ..., avec a; = dp—ﬁ:L—l.

4.2. Interprétation de N;

A partir de la proposition 4.1, pour montrer le théoréme 3.1, il suffit
de montrer la proposition suivante qui relie N; a M;:

PROPOSITION 4.2. On a pour tout i > 2,

i.e.
Np,_,/k
(23) Im (HQ(Gi_l,]Fp) — HQ(G,]FP)) - Im(A’i—l - Al)
Im (Hz(Gi,Fp) — HZ(G7Fp)) Im(Az NL_,;/)’¢ A1>

On voit en fait qu’il suffit de montrer que ’'on a le diagramme commu-
tatif suivant:

A} —— Hy(G,F,) % Hy(G,I)

1
N,k Cora,1

Ay ——— Hy(Gq,F,) —— Hy(G, I?)

NLs/Lz COI‘3’2

A3 —— Hy(Gs,F,) —— Hy(G, I3)

Pour ceci, on voit qu’il suffit de montrer alors la proposition suivante:
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PROPOSITION 4.3. Pour tout i > 2, le diagramme suivant est commu-
tatif:
Ai1 — Ho(Gi—1,Fp)

i—1

NLi/Li——l Al\ ]\Corz,t—l

AV, — Hy(G;,Fp)

On se contentera de démontrer cette proposition pour ¢ = 2; il suf-
fira ensuite de remarquer que la démonstration reste encore valable pour %
quelconque.

Tout d’abord quelques notations: k désignera une p-cloture algébrique
de k, et par conséquent des L;; on notera alors par G; le groupe de Galois
Gal(k/L;); G1 = G = Gal(k/k); H désignera le groupe Gal(k/L), en parti-
culier H est engendré par les groupes d’inertie absolus des places finies de
k, et par les groupes de décomposition absolus des places infinies.

A cause de 'hypothese faite sur L/k, on a pour N assez grand

(24) H=GyC...CGu1 CG;C...C G =G.

Avant de montrer la proposition 4.3, on montre le lemme suivant:

LEMME 4.4. On a le diagramme commutatif suivant:

vy H
Ay < -
! H?[G, H]
NL2/k T T ReSz,l
3 H
Ag < -
2 HP[G, H]

Démonstration. Rappelons tout d’abord la description de ¥;:

H

Soit x € Ay; il existe alors j = (jy), € Jk, Jk étant le groupe des ideles
de k, et y = (y0), € I1, Uk, — Tk, Uk, étant le groupe des unités de ky,
tels que
(26) T =yj.
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Notons ensuite par p; ’homomorphisme construit sur [], Uk, , et & valeur
dans FE[_HCTH]’ défini comme suit ([9], [11]):

(27) p1(y) = [[(we: ku/k) mod HP[G, H],

(-, ky/k) étant le symbole de réciprocité local.
Tout ceci est parfaitement défini, et de plus, p1 (N xEL) = 1.
On a alors

(28) U1(z) = p1(y)-

: 5 - . H
On construit de méme, pour ¢ > 2, ¥, : A; — TG
Montrons alors que le diagramme du lemme 4.4 est commutatif:

Soit zg € Ag, 2 = yaj2, avec yo = (yzv)v € Hv Ur,,, et j2 € JL,; alors
d’apres (29), on a:

(29) Us(22) = pa(y2) = [ [¥20) ku/L2) mod HP[Go, H].

v

Ainsi, il vient:

(30) (Resg o Uy)(xg) = Wa(z) mod HP|G, H|

(31) = p2(y2) mod HP[G, H|

(32) = p1(NL,/kY2) (191, [11])
(33) = U1 (N, /x72)

0

REMARQUE 4.5. Par construction de p;, le diagramme suivant est com-
mutatif pour tout i > 1 ([9], [11]):

o8 H
H?[G;, H|

SN VAT
AV

Hy(Gi, Fp) <

Notons ensuite le résultat homologique suivant (qui se voit bien apres
passage au dual):
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LEMME 4.6. On a le diagramme commutatif suivant:

i Resz 1 H

Hp[Go,H| H?[G,H]

o [

Corz,1
HQ(GQ) Fp) E— H2(G7 1Fp)

On peut alors montrer la proposition 4.3: Soit x € Ay ; on veut montrer
que y = (O] o Corg 1 00)(x) est égal & Ny, /k:

Y= ((91—1 o Cory 1 002)(z)
< @1(1/) = (Corg,l 062)(.’17)
<> ($1001)(y) = (p10Cory1 0Oz)(x) (car ¢; est injectif)
<= (¢1001)(y) = (Resg,1 092 003)(z)  (lemme 4.6)

<= Uy (y) = (Resy,1 0¢2 0 ©2)(x) (remarque 4.5)
<= Uy (y) = (Resy,1 o¥2)(x) (remarque 4.5)
> Uy (y) = U1 (N, k) (lemme 4.4)
<=y = Np,x (car ¥y est injectif)
0
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