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UN RAFFINEMENT DU THEOREME DE
GOLOD-SAFAREVIC

CHRISTIAN MAIRE

Abstract. Soient k un corps de nombres, p un nombre premier, et L la p-tour
de Hubert de k; G — Gal(L//c). Dans ce papier, on se propose de donner un
raffinement du critere de Golod-Safarevic applique a G, construit en flltrant le
groupe de nombres Λ = {x G kx /(x) = Qp}. Ce raffinement permettra alors
de montrer qu'un corps quadratique reel dont le groupe des classes contient un
sous-groupe de la forme (4,4,4,4), possede une 2-tour de Hubert infinie.

§1. Introduction

Soient k un corps de nombres et p un nombre premier. Notons par L la

p-extension maximale de fc, non-ramifiee pour les places finies et totalement

decomposee pour les places infinies; on dit que L est la p-tour de Hubert de

fc; soit G le groupe de Galois de L/k. Un probleme classique est d'etudier

la finitude ou non de G.

Le premier critere de non-finitude fut donne en 1964 par Golod-Safarevic

[1]; il permet par exemple de montrer que des que le 2-rang du groupe des

classes d'un corps quadratique reel k est super ieur ou egal a six, alors k a

une 2-tour de Hubert infinie. Ce critere est une consequence d'un result at

de theorie des p-groupes finis; plus precisemment, Golod et Safarevic ont

montre que si un p-groupe G est fini, alors on a l'inegalite

(1) r > d2/4,

oil d est le p-rang de G, et ou r = dpH2{G,Fp) est le nombre de relations

de G (on rappelle que si A est un groupe, le p-rang de A, note dpA, est egal

a la dimension sur ¥p de A/AP[A, A}).

Deux raffinements de (1) ont alors ete donne:

Le premier en 1965 par Koch et Vinberg ([5], [7], [15]); ce resultat fait

intervenir les filtrations de Zassenhaus d'une representation de G. II permet

par exemple de montrer, pour p different de 2, que si le p-rang du groupe
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des classes d'un corps quadratique imaginaire k est superieur ou egal a 3,
alors la p-tour de Hubert de k est infinie (Koch et Venkov [8]).

Le second raffinement a ete donne en 1986 par Schoof [13]; il est
obtenu apres filtration du groupe ϋi(G,/), / etant Γideal d'augmentation
de Γalgebre Fp[G]. II permet alors de montrer par exemple les deux resultats
suivant s:

i) Soit p > 3 et k un corps quadratique; alors si dpclk > 3, k a une p-tour
de Hubert infinie [13].

ii) Soit p > 3 et k un corps cubique cyclique sur Q; alors si dvcl^ > 4, k
a une p-tour de Hubert infinie [10].

Ces deux resultats sont obtenus en utilisant Γaction de Gal(fc/Q) sur
certains groupes G-homologiques, en particulier la methode utilisee ne
s'applique pas lorsque |G| et [k : Q] ne sont pas premiers entre eux.

A travers ce papier, on se propose alors de donner un autre raffinement
de Γinegalite de Golod-Safarevic, obtenu en filtrant le groupe de nombres

fcxPAΓ

Λ—g-, oύ Λ = {x G kx/(x) = Qp} et oύ EL est le groupe des unites

de L (theoreme 3.1).
Ce raffinement permettra alors de montrer le resultat suivant (corol-

laire 3.2):
Soit k un corps quadratique reel; si le groupe des classes de k a un

sous-groupe de la forme (4,4,4,4), alors k a une 2-tour de Hilbert infinie.
Notons que ce corollaire complete le resultat de F. Hajir [3] suivant:
Soit k un corps quadratique imaginaire; si le groupe des classes de k

contient un sous-groupe de la forme (4,4,4), alors la 2-tour de Hilbert de k
est infinie.

§2. Situation

Dans toute la suite, on suppose que le groupe G = Gal(L/k) est fini.
On a une filtration naturelle de G:

= G?[G,G},
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notons alors Li le sous-corps de L fixe par Gz ; en particulier, L\ — k.

On peut alors noter que la p-tour de Hubert des corps Li est egal a L.

Si Γon considere ensuite xP

 Λ i — — , oύ Ai = {x e L* /(x) = Q?}, Qi
i L/Lι L

etant un ideal de L ,̂ on sait que Γon a alors Γisomorphisme suivant ([9],
[11] chapitre 4):

(2) TXP^ p - ^ H2(Gi,¥p).

Posons alors pour i > 1,

( 3 ) A l

On construit ensuite une filtration {Mi)i de Δi de la maniere suivante:

/ NLi_1/k \

Im(Δi_i -+ Δi)
(4) Mτ = V ^ „ r ^ , i > 2;

ImίΔi -A

posons rrii = dpMi\ on a ainsi

(5)

Rappelons finalement Γinegalite classique:

(6) r-d<dpEk;

en particulier, si k est un corps quadratique reel, pour p — 2 on a:

(7) r < d + 2.

§3. Resultats principaux

Sous les notations du paragraphe precedent, on a le theoreme suivant:

THEOREME 3.1. Si G est fini, on α Vί € ]0; 1[,

(8) ^ m^f - rft + 1 > 0.

De ce theoreme, que Γon montrera dans la paragraphe 4, on en deduit
le corollaire suivant:
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COROLLAIRE 3.2. Soit k un corps quadratique reel. Si le groupe des

classes elk de & contient un sous-groupe de la forme (4,4,4,4), alors la

2-tour de Hubert de k est infinie.

Demonstration. Notons tout d'abord que par Γinegalite de Golod-

Safarevic, si ĉ cZfc e s t superieur ou egal a 6, alors la 2-tour de Hubert de k

est infinie.

Soit k\ le 2-corps de Hubert d e f c ; o n a f c c L 2 Cfci

Par hypothese, le groupe de Galois Gal(fci/Z/2) contient un sous-groupe

H de la forme (2,2,2,2); H va etre engendre par quatre elements σ ,̂ i =

On sait par la theorie du corps de classes, que σ{ = (Q2,i, ̂ 1/^2)? oύ Q,2,i

est un ideal de L2 et oύ ( , fci/Z/2) e s ^ l e symbole d'Artin. On a Q,2,i2 = (j/i),

avec yι G L2, ainsi yι peut etre vu dans Δ2. Regardons ensuite N^/^yi.

On a alors le lemme suivant:

LEMME 3.3. Les quatres elements (N^βyi). sont libres modulo

kχ2Ek.

Demonstration. Tout d'abord, notons que par la propriete du symbole

d'Artin, on a

(9) (β 2 | i , h/L2) = (NL2/kQ2,i, fci/fc),

car k\/k est abelienne; ainsi, les ideaux (NL<2βQ2ii)._1 4 sont libres mod-

ulo Pfc. Ensuite, soient 0 < θι < 2, tels que

(10)

on a alors

(11)

aves a G kx; plus precisemment, on a

(12)

i.e.

(13) l[(NL,,kQi,2)θi = (<*),
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ou encore d'apres (9)

(14)

Par Γhypothese faite sur les σ^ on en deduit que θi — 0 Q

De ceci, il vient alors que o?2 Im (Δ2 —> Δi) > 4, i.e.

(15) m 2 < r - 4 .

Comme k est un corps quadratique reel, Γinegalite du theoreme 3.1 avec
(5), (7) et (15) donne alors:

Si G est fini, on a Vί G]0;l[,

(16) (d -2)t2 + 4t3 -dt + l> 0.

Pour d = 4, le minimun de 2t2 + 4t3 - At + 1 est atteint en t0 = ~1" I

6

V^
et vaut 4 6 -^Λ/Ϊ3 _ _o.O32.

Pour d — 5, le minimun de 3ί2 + 4ί3 — ht + 1 est atteint en t\ = ~ 3 ^ 6 9

et vaut 1 7 1 " 2

2

3 ^ w -0.278. D

REMARQUE 3.4. De maniere generate, si le groupe des classes de k
contient un sous-groupe de la forme (p 2 , . . . ,p2), n fois, alors πi2 < d +

— n.

ILLUSTRATION NUMERIQUE 3.5. On connait a I9aide de resultats de
Redei et Reichardt [12], ou encore de Gras [2], des criteres pour qu'un corps
quadratique reel verifie les hypotheses du corollaire 3.2; par exemple dans
les deux cas suiυants, k a une 2-tour infinie:

ΞΞ 1(4), (g-J = 1, Vi, j =

1, , 5, et Zα norme de Vunite fondamentale egale a -1;

^ = 1(4), eί ^ J =

e5 corps Q(>/5 * 29 * 109 * 349 * 661) et Q(\/3 * 73 * 97 * 673 * 1249)
out une 2-tour de Hilbert infinie.
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§4. Demonstration du theoreme principal

4.1. Application d'un result at de Schoof
On considere la filtration (G{)i de G (voir §3). Notons par I{ l'ideal

d'augmentation de Γalgebre F p [(?*]; I\ = / est l'ideal d'augmentation de

FP[G];. on peut noter que Γon a alors ([5], [6]):

(17) It C Λ Vi > 1.

On a egalement pour tout i plus grand que 1, l'isomorphisme suivant:

(Λ Q\ TJ (Γ^ TG1 \ ^ , TJ ίΓ* T \

Pour i fixe, il apparait alors la suite d'homomorphismes:

(19) H2(Gh¥p) - ^ H^GiJi) ^ H^GJi) -^ i/i(G,Γ);

on a ainsi le diagramme commutatif suivant:

TJ (ί~* 1W \ v TJ (Γ* T\

φ

Cor2)i

Z17 (ί~i TD1 \ v TJ IΓ^ T2\
±lt2,\κjr<2.) )rp) > H\[LJΓ, 1 j

Cor3 j 2

TJ (S~1 |C» \ TJ

Posons alors pour i > 2,

N = ΊmjHiiGi-uΨp)-* H2(G,¥P))
% hn(H2(Gi,¥p)-* H2(G,FP)) '

et finalement, considerons Φ(iVi), Γimage de iVί par Φ dans

Reprenant alors la demonstration du theoreme 2.1 de [13], on en deduit

la proposition suivante:
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PROPOSITION 4.1. OnaVte ]0; 1[,

(21)

P
oύ P{t) = 1 + αit + α2^2 + ..., avec α* = d

4.2. Interpretation de N{

A partir de la proposition 4.1, pour montrer le theoreme 3.1, il suffit
de montrer la proposition suivante qui relie Ni k Mf.

PROPOSITION 4.2. On a pour tout i > 2,

(22) Mi - Nh

i.e.

I m Δ i -^

Tm(H2(Gi-1,Fp)-+H2(G,Wp))

On voit en fait qu'il suffit de montrer que Γon a le diagramme commu-
tatif suivant:

Δ 2 - ^ H2(G,¥P) -^—> HX{G,I)
Φ

NL2/k Cor2,i

Δ 2 — 1 - , i/2(G2,Fp)

Cor 3 , 2

Δ 3 - ^ H2(G3,¥P)

Pour ceci, on voit qu'il suffit de montrer alors la proposition suivante:



C. MAIRE

PROPOSITION 4.3. Pour tout i >2, le diagramme suiυant est commu-
tatif:

NLί/Li_1

On se content era de demontrer cette proposition pour i = 2; il suf-
fira ensuite de remarquer que la demonstration reste encore valable pour i
quelconque.

Tout d'abord quelques notations: k designera une p-clόture algebrique
de fc, et par consequent des Lf, on notera alors par Gι le groupe de Galois
Gal(fc/Li); G\ = G = Gal(fc/fc); H designera le groupe Gal(fc/L), en parti-
culier H est engendre par les groupes d'inertie absolus des places finies de
fc, et par les groupes de decomposition absolus des places infinies.

A cause de l'hypothese faite sur L/k, on a pour N assez grand

/r)/j\ TT /^i s— f— Γ^ r— / ^ f— r— / ^ / ^

^Z4J n — Lr_/v C_ . . . L_ ij"i-j_i Q_ \sri Q_ . . . L. ljrχ — ϋr.

Avant de montrer la proposition 4.3, on montre le lemme suivant:

LEMME 4.4. On a le diagramme commutatif suivant:

r Φi ) H

1 ' ' HP[G,H]

t t

2 ' ' HP[G2,H]

Demonstration. Rappelons tout d'abord la description de Φi:

(25) Φ i : Δ l - H

Soit x £ Δi ; il existe alors j = (jυ)υ ^ Jk-> 3k etant le groupe des ideles
de fc, et 2/ = (2/υ)υ ^ Πυ Ukυ

 c~> v7fc> ί7fev etant le groupe des unites de kVj

tels que
(26) x = yj.
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Notons ensuite par pi Γhomomorphisme construit sur Y[v U^v, et a valeur

dans HPIQH]> defini comme suit ([9], [11]):

(27) Pl(y) = Y[(yv,kυ/k) mod IP[G,H],
V

(-,kv/k) etant le symbole de reciprocity local.

Tout ceci est parfaitement defini, et de plus, PI(NI^EL) — 1.

On a alors

(28) Φ : (z) =

On construit de meme, pour i > 2, Ψv : Δv —

Montrons alors que le diagramme du lemme 4.4 est commutatif:

Soit x2 e Δ 2 , X2 = y2J2, avec y2 = (^2^)^ € ΠVC^2V» e t J2 ̂  JL2\
 a l o r s

d'apres (29), on a:

(29) Φ 2(x 2) = P 2 (y 2 ) = l[(y2υ, kv/L2) mod fl"[G2, H}.

Ainsi, il vient:

(30) (-Res2,i o Φ2)(a;2) = ^2(^2) mod HP[G, H]

(31) =P2(y2) mod HP[G,H]

(32) =Pι{NLφy2) ([9], [11])

(33) = ^\{Nh2/kx2)

D

REMARQUE 4.5. Par construction de pi, le diagramme suivant est com-

mutatif pour tout i > 1 ([9], [11]).'

Φί H
H2(Gh¥p) c

θi

Notons ensuite le resultat homologique suivant (qui se voit bien apres

passage au dual):
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LEMME 4.6. On a le diagramme commutatif suiυant:

H2(G2,¥p) ^ ^ H2(G,¥p)

On peut alors montrer la proposition 4.3: Soit x G Δ2 on veut montrer

que y = (ΘJ"1 o Cor2,i oΘ2)(x) est egal a NL<2/kx\

θi(y) = (Cor2 |ioθ2)(a;)

(01 o θi)(y) = (φι o Cor2?i o Θ2)(x) (car </>χ est injectif)

(φι o θi)(y) = (Res2,i oφ2 o ©2)(x) (lemme 4.6)

Φi(y) = (Res2,i o02 o ©2)(^) (remarque 4.5)

Φi(y) = (Res2,i oφ2)(#) (remarque 4.5)

Φi(y) - ^i{NL2/kx) (lemme 4.4)

y = Nι2/kx (car Φi est injectif)

D
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