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SUR LES DILATATIONS ENTIERES DE LA FONCTION
« PARTIE FRACTIONNAIRE »

MICHEL BALAZARD

Pour Eduard Wirsing,
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Résumé: En posant en (t) = {t/n} et H := L2(0,+o0;t~2dt), nous démontrons
$+0(n1) < n? ~dist§c(en,Vect(e1,..., en_l)) < 3logn + O(1).
Mots clés: espace de Hilbert, partie fractionnaire.

Abstract: With en (t) = {t/n} and H := L?(0, +oco;t~2dt), we prove
% +0(n 1) <n?- distgf (en,Vect(el yeeey €n—1 )) < % logn + O(1).
Keywords: Hilbert space, fractional part.

1. Introduction

Considérons 'espace de Hilbert

H := L?(0, 4-o00; t~2dt).
Pour « > 0, la fonction

eq 1 t—{t/a}, t>0,
ou {} désigne la partie fractionnaire, appartient & .

Théoréme. Pour n entier supérieur ou égal a 2, on a

6 3
=+ O(n™') < n? - disti¢(en, Vect(er, ..., en1)) < 1 logn + O(1).
Ce résultat provient d’une tentative de démonstration de ’hypothese de Rie-

mann (HR) selon le plan suivant.

a) Le critere de Bdez-Duarte [1] affirme que (HR) équivaut au fait que la
distance
dy = distg{()@\/ect(el, ceey en))
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tend vers 0 quand n tend vers I'infini, o X := X(1,400) est la fonction valant 0
pour 0 <t <1let 1l pourt>1.

b) On a
2 Gram(ey,..., en, X) _. An
n Gram(el’...,en) ' Bn7
ou Gram(uy,..., Un) désigne le déterminant de Gram det({u;, uj))1<i j<n -
c¢) Posons
An/Anfl 1 >2
—=1—-,, n=2
Bn/Bn—l

D’une part I'inégalité d,, < d,_1 entraine que &, > 0. D’autre part, d’apres le
critére de Béez-Duarte, (HR) équivaut a

Z En = +00.

n>=2
d) On a
y) " = distgc(en, Vect(e1, ..., en-1, X))
n—1
et
Z = distg{(en,Vect(el yer.,€n_1 ))
Bn—l

On peut se proposer d’estimer séparément chacun de ces deux quotients, et plus
précisément d’obtenir des inégalités

A, B,
<a, et < ,
An—l s ﬁn = Bn—l

ou les quantités «,, et (3, seraient faciles & comparer et vérifieraient

Qp < (1 - 5n)ﬁn7

D 0n = +oc,
ce qui entrainerait (HR).
Notre théoreme donne ainsi un premier encadrement de

avec

B
L, :=n*>—".
" Bn—l
Pour espérer conclure en suivant le plan a) b) c) d), il serait indispensable d’obtenir
un encadrement beaucoup plus précis de L,,. La détermination de ’ordre de gran-
deur de L, est déja un probleme non trivial. Les expériences numériques décrites
au §2 vont nous permettre de formuler une question a ce sujet.
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Le §3 donne une expression de L, en termes de polynémes de Dirichlet. Les

deux derniers paragraphes sont dévolus aux démonstrations de la majoration et
de la minoration de L,, constituant le théoréeme.

2. Calculs numériques de L, pour 1< n < 10000

La formule de Vassiounine (cf. [4] et [2])
log(2m) — 1 1 —
(e, en) = 2821 =7 ( n ) P g (1
mn

d "k koowd "=k k
L Z {no}cotﬂ-—ﬂ- { mo}cotﬂ-, (1)
2mn — Umo mg  2mn ; ng ng

=1

S
~—

ou d =pged(m,n), mg = m/d et ng = n/d, permet de calculer numériquement
L, . En suivant les principes exposés au paragraphe 8 de [2], Bernard Landreau
a obtenu la représentation graphique suivante (L, en fonction de n). Nous le
remercions de nous autoriser a la reproduire ici.

8 T T T T

In"2*d(e_n,lvect(e_1,..I.,e_n—l))"2I +
0,7*log(n) -------
0,5*log(n) --------

0 1 1 1 1 1 1 1 1 1

0 1000 2000 3000 4000 5000 6000 7000 8000 9000 10000

Ainsi la borne supérieure %logn du théoreme semble assez proche de la
réalité, alors que la borne inférieure 6/5 est visiblement trés mauvaise. Cette
représentation graphique nous amene a formuler la question suivante
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Question. A-t-on L, > logn?

D’autre part, cette représentation graphique fait apparaitre un comporte-
ment oscillant qui suggere que le terme principal de L,, doit probablement tenir
compte des propriétés arithmétiques de n.

3. Polynémes de Dirichlet

Le théoreme peut étre interprété comme une assertion concernant les polynémes de
Dirichlet. En effet, la transformation de Mellin-Plancherel associe & toute fonction
f € H une fonction M f définie presque partout sur % + iR par

+oo
Mi) = [ sorar

(ot = fOJrOO signifie en fait limp_, o f1T/T dans L? := L%(1/2 + iR;|ds|/27))
et f — Mf est une isométrie bijective entre H et L?. Comme Mey(s) =
—n~5((s)/s, on a

|ds|

27|s|?’

L, =n? min/ s)D(s)]?
. G

ot D,, désigne I'ensemble des polynoémes de Dirichlet de la forme >, _, cxk™*,
avec ¢y €EC pour 1<k<netc,=1.

4. Majoration de Ly,

Si la famille (e,) était orthogonale, on aurait L, = n?| e, ||?. Malheureusement
elle est « tres peu » orthogonale et la complexité de la formule de Vassiounine (1)
rend problématique ’explicitation d’une base orthogonale du sous-espace qu’elle
engendre dans . Nous nous contentons ici de la remplacer par une suite (fp)

« un peu plus » orthogonale :

fni=(n+1)epy1 —nep, n>1
Ainsi,
diSt%.c(fn7VeCt(f1, s 7fn—1))
diSt%{(ffh (ka)a

pour 1 < k < n. Nous choisirons k = [n/2]. Rappelons la formule générale

L7L+1 g
<

dist3¢(u,Cv) = ||u|* — |(u, v)|*|v] 2

Enfin, observons que la définition de f,, a un sens dés que n est un nombre
réel positif.
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Proposition 1. On fixe deux nombres entiers p et q, positifs et premiers entre
eux, A = p/q, et deux nombres réels a et b. Alors,

co(a — Ab, \)
2

<fk+bvka+a>:7 10gk+0(1)7 k’H+OO,

ot
co(z, \) =z +1=A—|z—=A—|z+1]+]|z|

Démonstration. Posons

+oo m
A(w;::jg {u}{Au}%E, £>0,

C’est la fonction d’autocorrélation multiplicative de la fonction « partie fraction-

naire » (cf. [3]).
- 24(2) - 3a(2)
donc

On a
o) =000 (4(577) - 4(555) ) - (4(%50) - 4(5)).

et
_ A+ (a+ 1)t A+at
1 _ _ _
K <f"+”’f""+“>_(1+(b+1)t)(A(1+(b+1)t> A(1+(b+1)t)>
A (a+ 1)t A+at
u“’t)(A( 1+ bt )A(1+bt>>’
avec t = 1/k.
Le développement limité
mx+m:A@yﬂﬂ§?ﬂ+0@% u— 0,

(cf. [3], Proposition 3) entraine successivement pour ¢ tendant vers 0 par valeurs

positives
A+ at
14+bt)A =A
(1+5t) <1+bt) () +

(o (AT ) - ()

(1+bt)(A</\+1i;rtlt) <A+at)>

= Mtlogt + O(t),
2p

d’ou le résultat. [ ]

o ; )\b|tlogt + O(t),

puis
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Il est maintenant facile de démontrer la majoration L, < % logn+0(1). On
a d’abord : )
[fall” =logn 4+ O(1);

(fn, fon) = %logn + O(1);
(fn: fon41) = %logn +0(1).

puis, pour ¢ € {0,1},

dist3¢(fanse, Cha) = | fontell” = [(fante: Fu)|* [ full =2
(% logn + 0(1))2
logn + O(1)

=log(2n+¢)+O(1) —

= Zlogn + 0(1),

et enfin )
Lopyer1 < diStj-((,f2n+57Cfn)

= Zlogn +O(1).

Le lecteur pourra facilement améliorer cette constante 3/4; en utilisant par
exemple la majoration

L1 < dist(fn, Vect(fins2y finss)))

on obtient

<2

< 1 1).
n S 35 ogn+ O(1)

5. Minoration de L,

Commengons par remplacer la famille (en) par une nouvelle famille (e},).

Proposition 2. On a

L, = dist(el,, Vect(€}, ..., €h_1)),
ol €, = ey/q, Cest a dire €}, (t) = {at}.
Démonstration. On a

B, = det((e,-, e,—})

1<6,5<n

= det <1A(;)>1<i,j<”

11 /1/j >
(ZJ 1/j (1/1) 1<4,5<n

=n!"2Gramgc(e}, ..., eh).
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Par conséquent,

Bn n!=2Gramg(e}, ..., €h)
Bn,_1  (n—1)1"2Gramg(e},...,€h_1)
= n"2distj (el Vect(e], ..., eh_1)),
ce qu’il fallait démontrer. [ ]

L’intérét de cette nouvelle famille est que la fonction e}, est discontinue en
des points ol toutes les fonctions e, 1 < k < n — 1 sont continues (les nombres
rationnels m/n , avec (m,n) = 1), ce qui n’était pas le cas avec la famille (ey).
Le principe de la démonstration de la minoration L, > 6/5 4+ O(1/n) est fondé
sur le lemme évident suivant.

Proposition 3. Soit E et F deux espaces métriques et T : E — F une appli-
cation lipschitzienne de rapport v. Sixo € E et Y CE, Y #(, on a
distp(20,Y) = v~ - distp ((T(0), T(Y))

Nous choisirons £ = F = H, xg = el,, Y = Vect(€},...,eh_1), et T =
T, sera la projection orthogonale sur L?(0,a; dt/t?), c’est-a-dire I'opérateur de
restriction & l'intervalle (0,a). C’est une application lipschitzienne de rapport 1.
Notre démarche consiste a calculer exactement la distance

distgc(T, ), Vect(T, €], ..., Tuen_1));

n—1
nous y parvenons pour le choix

_
/2] —1°

Nous utiliserons les trois propositions auxiliaires suivantes, dont les démon-
strations sont laissées au lecteur.

a =

Proposition 4. Si n > 5, les |n/2| + 3 premiers éléments de la suite de Farey
F,, sont

1 1 1 2 1
n n-—1 """ [n/2]7 2[n/2]1-1" [n/2] -1
Proposition 5. Soit A1,...,A\p; Z1,...,%n; Y1,---,Yn €t z des indéterminées.
On a
2 Y1 Y2 ... Yn
Iy )\1 0 0 n n
To 0 )\2 0 — i | z— LkYk A
L . L1 Ak
oo J=1 k=1

z, 0 0 ... X\,
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Proposition 6. Pour m > 2, on a

5.1. Le cas de n pair. Posons n = 2m, avec m entier supérieur ou égal a 3.
D’apres la proposition 4, les m + 3 premiers éléments de la suite de Farey &F,, sont

1 1 1 2 1
2m’ 2m-1" 777 m’ 2m-1" m-1
5.1.1. Les vecteurs ¢t et Yk, 1<k<<m+2. Pour 1 < k < m, soit x; la

fonction indicatrice de l'intervalle

1 1
om—k+1" 2m—£k/)
Définissons en outre X,,+1 €t Xm+2 comme les fonctions indicatrices de
1 2 2 1
m’ 2m—1 2m—1"m—1

respectivement, et «(t) :=t pour 0 <t < 1/(m —1).
Les fonctions xx, 1 < k < m+2, forment un systeme orthogonal dans I et:

el = 1 sil<k<<m
Xk % sik=m+1louk=m+2;
1
2 _ .
el = ——;

logM 1<k<m
<L7Xk>: 10g2m 17 k:m+1
log 2m k=m+2.

2m 2’

5.1.2. Projection orthogonale sur L?(0,(m —1)~1;¢=2dt). Soit T la projec-
tion orthogonale de H = L%(0,+o0;t~2dt) sur K := L2(0,(m — 1)~L;¢72dt).
D’apres les propositions 2 et 3, on a

L, = distj(eh, Vect(e], ..., eh_1))
> dist(Tel,, Vect(Tey, ..., Tep_y)). (2)
On a
ke 1<k<m-—1,
kL_ZTErQn+1 k Xi m< k <2m — 2,
Te;c (t) = m+2 o
ko= Im+41—k Xi — Xm+2 k=2m—1,

+2
ke — Z;n omt1—k Xi = Xm+1 = Xm+2 k =2m.
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L’espace Vect(T'e},...,Tel_;) est engendré par les vecteurs :
L Xm+1 T Xm+2;  Xm;  Xm—1; -5 X3} X2 T Xm+2-
D’autre part,

Tep, =nt— (X1 + X2+ -+ Xm + 2Xm+1 + 2Xm+2)
= —x1 — X2 + un élément de Vect(Te},...,Te,_;).

) n—

Par conséquent,

dist3 (Tep, Vect (T, . .., Tep_1))

n—1

~ Gram(e, X1+ X2, X2 + Xm+2, X35 -« + 5 Xoms X1 + Xm+2)
Gram(l” X2 + Xm+25 X35+ Xms Xm+1 + Xm+2) .

5.1.3. Calculs de déterminants de Gram.

e Commencons par le calcul du dénominateur de (3).
Gram(L7 X2 + Xm+25 X35+« Xms Xm+1 + Xm+2)

1

w1 2loggnsy log5u=g log "= log 57
2log 573 5 0 ... 0 1
| log 303 0 1 0 0
: : 0 0 .
log L 0 0 1 0
log -~ i 0 0 1

Nous retranchons de la deuxiéme colonne la derniére colonne multipliée par 1/2;
puis nous retranchons de la deuxiéme ligne la derniére ligne multipliée par 1/2,
pour obtenir ’égalité suivante.

Gram(z, X2 + Xm+2, X35 - - » Xm» Xm+1 + Xm+2)

w1 @ log3n=s log #72  log 7y

a % 0 e 0 0
log gm:g 0 1 0 0

: : 0 0
og mTfl 0 0 e 1 0
log == 0 0 . 0 1

o 2 1 1
a:=2log m — —log _m

(o) .
2m — 2 2 m—1
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Nous pouvons maintenant appliquer les propositions 5 et 6.

Gram(L7 X2+ Xm+2, X35+ -+ Xms Xm+1 T Xm+2)

5( 1 2log 22=1 — 1log -.)2 2 om —k
_° _( 8 3m—2 — 3108 7°7) _Z<10gm7)2
4\m—-1 5/4 £ om — k-1

:%mwﬂ (4)

o Calculons maintenant le numérateur de (3).

Gram(z, X1 + X2, X2 + Xm+2, X35 - - - Xms Xm+1 + Xm+2)

s logmty 2log Ry log 5= log =74 log 7%
log " 2 1 0 e 0 0
2log 21 1 3 0 o 0 z
— | log2m=2 0 0 1 0 0
: ; 0 0
log 71 0 0 0 1 0
log - 0 z 0 0 1

De méme que plus haut, on se raméne par des manipulations élémentaires
a un déterminant bordant celui d’'une matrice diagonale.

Gram(L, X1 + X2, X2 + Xm+2, X35+« Xm> Xm+1 + Xm+2)

Lo b ¢ logZm=2 .. log™tl Jog -
b S0 0 0 0
c 0o 2 0 0 0
— loggmjg 0 0 1 0 0
: : 0 0
og™t 0 0 0 1 0
log-"- 0 0 0 0 1
ou
7 m 8 2m —1 2m—1 1 m
= = 7_7]. .:21 _71
bi=glemmy —ploe gy = 2leg s gle i

Nous pouvons maintenant appliquer les propositions 5 et 6.
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Gram(lfa X1 + X2, X2 + Xm+2, X35+« Xms Xm+1 + Xm+2)

_3(_ 1 (Floggty —flogiim)?  (2log 5= — S log 7ty
“2 m-1 6/5 5/4
. 2m—k 2\ 3 s
=2 (log g —) ) = gm T Om™). (®)
k=2
5.1.4. Minoration de Loy,.
Proposition 7. Pour m > 3, on a
6 -1
Démonstration. C’est une conséquence de (2), (3), (4) et (5). [ |

5.2. Le cas de n impair. Posons n = 2m — 1, avec m entier supérieur ou égal
a 2. D’apres la proposition 4 les m + 2 premiers éléments de la suite de Farey &,
sont

1 1 1 2 1
om—-1" 2m—-2" 777 m’ 2m—-1" m-—-1

5.2.1. Les vecteurs t et Xk, 2<k<m+2. Pour 2 < k < m, soit x; la
fonction indicatrice de 'intervalle

1 1
m—k+1" 2m—k)/)’
Définissons en outre X,41 €t Xmi2 comme les fonctions indicatrices de
1 2 2 1
m’ 2m—1 2m—1"m-—1

respectivement, et ¢(t) :=t pour 0 <t < 1/(m —1).
Les fonctions xi, 2 < k < m + 2, forment un systeme orthogonal et:

s 1 si2<k<m
Xkl = L sik=m+louk=m+2

1
2 _ .
el = ——;
og 2225, 2<k<m
<L7Xk> = log%a k=m+1
log gz:é, k=m+ 2.
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5.3. Projection orthogonale sur L2(0,(m — 1)~1;¢72dt). Soit T la projection
orthogonale de H = L?(0, +oo;t=2dt) sur X := L*(0,(m — 1)~1;¢t72dt). D’apres
la Proposition 3, on a

L, = distj (el Vect(e],... en_1))

> distj(Tel, Vect(Tey, ..., Teh_q)). (6)
On a
ke 1<k<m-1,
Tel (1) =4 kt— X o kX m <k <2m-2,
kL*Z:142_72n+1_kXi*Xm+2 k=2m—1.
L’espace Vect(T'ey,...,Teh_;) est engendré par les vecteurs :
L Xm+1+t Xm+25  Xm;  Xm—1; -5 X3

D’autre part,

Tep, =nt—(x2+ X3+ -+ Xmt1 + 2Xm+2)
= —X2 — Xm+2 + un élément de Vect(Te},...,Te}_;).

Par conséquent,
dists (Tep,, Vect(Te), ..., Tep_y))
_ Gram(b, X2 + Xm+2, X35+ - - s Xms Xm—+1 +Xm+2) (7)
Gram(Lv X35+ Xmy Xm+1 + X7n+2) .

5.4. Calculs de déterminants de Gram.
e Commencons par le calcul du dénominateur de (7).

Gra‘m(L7 X355 Xms Xm+1 + Xm+2)

sy log 33 log L log 1y
log 2m=2 1 0 0
= : 0 0
log 1 : 1 0
log% 0 1
1 m 2m —k |2
= 1
m—1 k:2(° =1
1
=— +0(m? 8
o T (m™7), (8)

d’apres les Propositions 5 et 6.
e Le numérateur de (7) est identique au dénominateur de (3) et vaut donc

o —2
o+ O(m ™), ©

d’apres (4).
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5.5. Minoration de Lop,—1.

Proposition 8. Pour m > 3, on a
5 -1
Lop—1 2 1 +O0(m™).
Démonstration. C’est une conséquence de (6), (7), (8) et (9). [ |

5.6. Minoration de L,.

Proposition 9. Pour n > 2, on a

L, > g +0(n™h).

Démonstration. Cela résulte des Propositions 7 et 8. [ ]

Remerciements. L’auteur remercie Bernard Landreau pour les calculs numériques
et la représentation graphique du §2, et Eric Saias pour de nombreuses conversa-
tions sur le sujet abordé dans cet article.
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