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AUTOUR DU THEOREME DE HOLMGREN
SUR L'UNICITE DE CAUCHY

XAVIER SAINT RAYMOND

Dans le present travail, nous nous proposons d'ameliorer certains resultats
sur Γunicite de Cauchy pour des problemes analytiques ainsi que pour quelques
problemes analogues. Les principaux travaux etablissant des theoremes d'uni-
cite se succedent historiquement de la faςon suivante: Cauchy [7], Kowalevsky
[14], Holmgren [10], John [13], Hδrmander [11, Theorems 5.3.1 and 5.3.2],
Bony [6], et enfin Sjόstrand [17, Theoreme 8.9] dont le theoreme contient tous
les precedents. Pour les reciproques, la litterature est moins riche; a part le cas
des coefficients constants (Hόrmander [11, Theorem 5.2.2]) et celui des equa-
tions du premier ordre (Zachmanoglou [20]), nous ne connaissons, aux variantes
pres, qu'un seul theoreme de non-unicite dont les premieres versions semblent
remonter a Goursat [9], et qu'on peut trouver dans Baouendi, Treves et
Zachmanoglou [4, Corollary 1.1]; c'est ce theoreme qui est utilise dans
Zachmanoglou [19] pour obtenir des conditions necessaires a Γunicite dans le
cas d'un symbole reel.

Le premier resultat que nous presentons ici, le Corollaire 2.2, est un resultat
d'unicite qui prolonge celui de Bony [6]. Ne sachant pas s'il est contenu dans
les theoremes de Sjόstrand, nous Γavons mis ici surtout a cause de Γoriginalite
de la demonstration qui repose sur le calcul de la dimension de Hausdorff du
fibre des normales a un ferme (Theoreme 2.1).

Puis nous donnons avec le Theoreme 2.4 Γequivalent pour un symbole
principal complexe du theoreme de non-unicite de Zachmanoglou [19]. Ce
resultat, ainsi que les Theoremes 2.9 et 2.10 qui lui sont paralleles, apparait
comme une reciproque aux theoremes d'unicite precedents; toutefois, dans le
cas analytique, il nous a fallu ajouter des hypotheses en vue d'obtenir une
solution dont le support soit un demi-espace: c'est le sens des Theoremes 2.5 et
2.6.
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1. Notations-theorie de Bony-Sjόstrand

Nous nous donnons, au voisinage d'un point x0 e Rw, une fonction φ e
C2(R") a valeurs reelles telle que ξ0 = dφ(x0) Φ 0. La question de Γunicite de
Cauchy peut etre posee dans les termes suivants: existe-t-il au voisinage de x0

une distribution M G / telle que:

Pw = 0 et
VΛ) x0 e supp ti c (x e R"/<P(JC) > φ(* 0)}?

Si la reponse est negative, on dira qu'il y a unicite de Cauchy.
Nous envisagerons les trois situations suivantes:
Cas n°l. P est un operateur differentiel lineaire a coefficients analytiques au

voisinage de x0 etJf= @'(Rn).
Cas n°2. P est un operateur differentiel lineaire du premier ordre a coeffi-

cients (complexes) C°° et verifiant la condition de resolubilite locale (P) (cf.
Strauss et Treves [18]) dans un voisinage de xo; Jf= H^R"). (Pour les cas oύ
la condition (P) n'est pas verifiee, on pourra consulter Alinhac [1, Theoreme 1]
et Robbiano [15].)

Cas n°3. P = Σr

j=1 Xf + Xo + c, oύ Xl9...,Xr sont des champs reels C°°
lineairement independants en x0 et verifiant la condition de Frobenius au
voisinage de JC0, Xo et c sont des termes d'ordres inferieurs complexes et C00, et
Xo est combinaison Uneaire de Xl9...9Xr; J(?= H&-r+4)/2(Rn). (Pour les cas
oil la condition de Frobenius n'est pas verifiee, on pourra consulter Bahouri
[3].)

Dans ces trois situations, nous disposons d'un " theoreme de Holmgren" qui
s'enonce: si p(x0, ζ0) Φ 0, le probleme (1.1) n'admet pas de solution (ici, p
designe le symbole principal de Γoperateur P)\ dans le Cas 1, c'est le theoreme
de Holmgren classique, dans le Cas 2, c'est le Theoreme 1 de Strauss et Treves
[18], et dans le Cas 3, on le demontre facilement a partir du theoreme de
Aronszajn et Cordes, cf. Aronszajn [2]. Nous pouvons done leur appliquer la
theorie de Bony et Sjόstrand que nous rappelons brievement ici pour fixer les
notations. Pour les demonstrations, nous renvoyons le lecteur a Sjostrand [17,
Chapitre 8] ou Hόrmander [12, Chapters 8.5 and 8.6].

Definition 1.1. Soit F une partie fermee d'une υariete C2 notee X; le fibre
des normales a F, N*F, est Γensemble des (JC, ξ) e T*X tels qu'il existe
/ e C\X)aυec\

(i)*€Ξis

(ii)€= ±df(x)Φ0;
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Theoreme 1.2 (d "apres Sfόstrand). Soient F un ferme de Rn, Ω un υoisinage

conique d 'un point (xθ9 ξ0) e N*F et Σ une variete contenant N*F Π Ω. Alors il

existe une υariete Σ* c N*F passant par (x0, £ 0) et telle qu'en tout point

σ<=Σ*,TσΣ* = (TσΣy.

Corollaire 1.3. Si F est un ferme de Rn et Ω un ouvert conique de Γ*RW,

JTF(Ω) = { / €Ξ C°°(Ω)// | Λ Γ*F n Ω = 0} est un ideal de C°°(Ω) (fonctions a υaleurs

reelles) stable par crochets de Poisson.

Ce Corollaire 1.3 peut etre combine avec le "theoreme de Holmgren" pour

obtenir le Theoreme 1.5 ci-dessous; pour Γenoncer, nous aurons besoin des:

Definitions 1.4. Soit Ω un ouvert conique de T*Rn; si I est un ideal de

C°°(Ω), nous noterons VQ(I) la plus grande partie conique de Ω sur laquelle tous

les elements de I s'annulent; puis nous noterons I(p, Ω) le plus petit ideal I de

C°°(Ω) contenant 8te p^ etJm /?)Ω et tel que:

enfin nousposerons Σ(p, Ω) = FΩ[/(/>, Ω)].

Remarque. Σ(p, Ω) est une partie formee conique contenue dans/?" 1 ^); si

c'est une variete, elle est involutive a cause de (i) et (ii).

Theoreme 1.5. Pour tout ouvert conique Ω de T*Rn et toute distribution

u e melle que Pu = 0, N* supp u Π Ω c Σ(p, Ω).

Corollaire 1.6 (d 'apres Bony). S 'il existe un voisinage conique Ω de (x0, ξ0)

tel que (x 0 , £ 0 ) £ Σ(p, Ω), alors leprobleme (1.1) n'admetpas de solution.

Corollaire 1.7 (d'apres Sjόstrand). SΊl existe un voisinage conique Ω de

(x0, ξ0) et une variete involutive Σ D Σ(p, Ω) telle que tout voisinage de (JC0, £ O )

sur la feuille bicaractέristique Σ*(x0, ξ0) passant par (x 0 , ξ0) rencontre le

demi-espace d'equation φ(x) < φ(xo)> a^ors le probleme (1.1) n'admet pas de

solution.

Exemple 1.8. Notons (/, xl9 x2) les points de R3, et considerons au voisinage

de Γorigine le symbole^ = τξx + X\Ί2 + ξj + itτ2 et la fonction φ = t (exem-

ple relevant du Cas n°l); ξ0 sera done defini par τ = 1, ξλ = £ 2 = 0, et nous

pourrons prendre Ω = {T > 0}; Sisp^ et */^/? ) Ω e I(p, Ω), puis (i) =» ί G

I(p, Ω); (ii) => {lf xl x2ξ2 et ξ\ e I(p, Ω); (i) =^ x2 et ξ2 G /(/?, Ω); enfin,

(ii) => 1 e /(/?, Ω) d'oίi /(/?, Ω) = C°°(Ω) et Σ(/?, Ω) = 0 . II y a done unicite

de Cauchy par application du Corollaire 1.6.

2. Enonces des resultats et commentaires
Le Theoreme 1.2 a pour consequence que si N*F est contenu dans une

sous-variete de dimension k, alors il contient une sous-variete de dimension

2n — k (et done k > n)\ on peut preciser ces questions de dimension en
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utilisant le concept de dimension de Hausdorff en un point q(ce que nous

noterons dim^, cf. §3); nous obtenons:

Theoreme 2.1. Soient F un ferme de W et (JC0, ξ0) e N*F. Alors

d i m r r , ΛN*F = n.

Commentaire. Avec le Theoreme 1.2, cette propriete permet de considerer

N*F un peu comme une lagrangienne.

Corollaire 2.2. SΊl existe un voisinage conique Ω de (x0, ξQ) tel que

dim(ΛΓo £o)Σ(/?,Ω) < n, leprobleme (1.1) n'admetpas de solution.

Commentaire. Si Σ(/?, Ω) etait une variete, elle serait involutive (cf. la

remarque suivant les Definitions 1.4); deux cas pourraient alors se produire:

soit (x 0 , ξ 0 ) £ Σ(/7, Ω) et le Corollaire 1.6 suffisait pour conclure, soit

dim ( jCo £o)Σ(/?, Ω) > n et on ne peut pas appliquer ce Corollaire 2.2. Ce dernier

ne peut done apporter quelque chose de nouveau que lorsque Σ(p, Ω) n'est pas

une variete.

Exemple 2.3. On peut facilement construire une fonction/(x) positive C 0 0

paire et telle que / ) R + s'annule exactement sur Γensemble "de Cantor" (i.e.,

Γensemble de tous les reels de [0,1] admettant au moins une ecriture en base 3

n'utilisant pas le chiffre 1). Avec cette fonction /, nous considerons pres de

Γorigine de R2, dont les points seront notes (ί, x), la fonction φ = t + x2 et le

symbole/? = ζ + i(t2 + f(x))τ (exemple relevant du cas n°2); si Ω c {r > 0},

/(/?, Ω) est Γideal engendre par ξ, g(x) et t oύ g decrit Γensemble des fonctions

plates sur Γensemble de Cantor: on ne peut done pas appliquer les corollaires

1.6 et 1.7; enfin, Up, 0) = {£ = / = f(x) = 0}, d'oύ dim ( J C o > { o ) Σ(^, Ω) = 1 +

-—2-r < 2: on obtient Γunicite par le corollaire 2.2.
Log3

Pour les reciproques, nous distinguerons les cas.

Theoreme 2.4. Supposons que nous sommes dans le Cas n°l, que

dξp(x0, ξ0) Φ 0 et quΊl existe un υoisinage conique Ω de (JC0, £ 0) tel que:

(Rg) Σ(/?, Ω) est une υariete (involutive) analytique passant par (x0, ξ 0 );

(Tr) la feuille bicaracteristique passant par (x0, ξ 0), Σ*(Λ: 0 , | O ) , est transverse

aux fibres (i.e., dim T{XQ,ξo)Σ*(*o, {0) = ahnirTxfp,T{xM2*(x09 ξ0));

(Sj) Σ*(x0, ξ0) c {(x, ξ) e Ω/φ(x) > φ(x 0 )} ;

(Za) ι7 ex«/e C > 0 /e/fe que \dφ Λ ξ - dx\ ^ C\ψ - φ( jc o ) | 1 / 2 s u r 2*(^0» io)

Sous les hypotheses precedentes, il existe au voisinage de xQ une fonction

u e C°°(R") solution du probleme (1.1). De plus, u est analytique a Γinterieur de

supp u = {x e Rw/Ψ(*) ^ Ψ(Λ: 0 )} α ^ c Ψ analytique et dψ(x0) Φ 0.

Commentaire. Les hypotheses sont geometriques et independantes de

Γequation ψ choisie pour le demi-espace {x e Rn/φ(x) ^ φ(x o )} L'hypothese

dξp(x0, ξ0) Φ 0 remplit la fonction technique de nous ramener a la construc-

tion du Corollaire 1.1 de Baouendi, Treves et Zachmanoglou [4]; elle n'est pas
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necessaire (cf. Hόrmander [11, Theorem 5.2.2]). L'hypothese (Rg) empeche
Γapplication des Corollaires 1.6 et 2.2; l'hypothese (Sj) est necessaire a cause
du Corollaire 1.7; les hypotheses (Tr) (qui s'enonce encore: V/e/(/?, Ω),
dξf(x0, ξ0) = 0 => df(x0, ξ0) = 0) et (Za) ont ete ajoutees afin que le support
de la solution soit un demi-espace (notre technique ne nous permet d'obtenir
que de telles solutions !); en effet on peut demontrer les deux resultats
suivants:

Theoreme 2.5. Supposons quΊl existe un υoisinage conique Ω de (x0, ξ0) et
f^I(p, Ω) telle que d$f(x0, ξ0) = 0 mais (df A ξ dx)(x0, ξ0) Φ 0. Alors le
probleme (1.1) n'admet aucune solution dont le support soit {x e Rw|ψ(χ) >
χp(x0)} avec ψ e C2(R") et dφ(x0) Φ 0.

Theoreme 2.6. Supposons quΊl existe un υoisinage conique Ω de (x0, ξ0) tel
que (Rg), (Tr) et (Sj) soient vέrifiέes, mais (Za) n'est υerifίee dans aucun
υoisinage de (xθ9 ξ0) sur Σ*(x0, £0). Alors, meme conclusion qu'au theoreme 2.5.

Exemple 2.7. Lorsque d^(^p) et d^Jmp} sont lineairement indepen-
dants et que { 9t* p, Jm p} = 0 sur ^ - 1 (0), Γideal /(/?, Ω) est Γideal engendre
par Sis p zX.J'm p, et les proprietes (Rg) et (Tr) sont verifiees; si Γon ajoute que
la matrice

est definie positive, la propriete (Sj) est verifiee pourvu que Ω soit suffisam-
ment petit, et la propriete (Za) aussi; c'etait le cas etudie dans Saint Raymond
[16, Theoreme 2].

Les theoremes de Zachmanoglou [19] sont egalement contenus dans celui-ci:
en effet, si/? est reel et d^p(x0, £0) Φ 0, alors (Rg) et (Tr) sont verifiees; puis
on peut montrer facilement que les hypotheses sur la bicaracteristique de p
entrainent (Sj) et (Za).

Exemple 2.8. Qui ne rentre dans aucun des deux cadres ci-dessus. Notons
(r, xl9 x2, x3) les points de R4, et considerons au voisinage de Γorigine le
symbole/7 = τξλ + iξf, si Ω c {T > 0}, d^p Φ 0, et (Rg) et (Tr) sont verifiees;
si φ = t + x* + x\ + xλx2x3, toutes les hypotheses du Theoreme 2.4 sont
verifiees, mais si ψ = t + x$ 4- xιx2x2) le Theoreme 2.6 est applicable.

Theoreme 2.9. Supposons que nous sommes dans le Cas «°2, que d^p(x0) Φ
0, et qu Ίl existe un υoisinage conique Ω de (JC0, ξ0) tel que:

(Rg) Σ(/?, Ω) est une υarietέ (inυolutiυe) C00 passant par (JC0, ξ0);
(Tr) Σ*(x0, ^0) est transυerse aux fibres;

(Sj) Σ*(x0, ξ0) c {(*, {) e Q/ψ(x) > φ(xo))
Sous les hypotheses precέdentes, et pour tout s > 1, // existe au υoisinage de x0

unefonction u e H^R") solution du probleme (1.1).
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Commentaire. Signalons que, bien que le probleme soit C00, nous traitons
Γoperateur P lui-meme sans le perturber. Pour les hypotheses (Rg) et (Sj), nous
renvoyons au commentaire suivant le Theoreme 2.4; Γexemple/? = ξλ + ix2τ,
φ = t montre qu'on ne peut pas supprimer Γhypothese (Tr): en effet, on peut
prouver a Γaide du Theoreme 1.5 que supp u c [χ2 = 0}, et 0 est la seule
fonction H^ possedant un tel support ! C'est parce que Γoperateur P est du
premier ordre que nous avons pu supprimer Γhypothese (Za): dans le Cas w°l,
si P est du premier ordre, on pourrait aussi se passer de cette hypothese (Za)
(on perdrait seulement d\p(x0) Φ 0 dans la conclusion).

Theoreme 2.10. Supposons que nous sommes dans le Cas n°3 et quΊl existe
un voisinage conique Ω de (x0, ζ0) tel que:

(Rg) (x0, ξ0) G Σ(/?, Ω) (qui est alors une υariete inυolutiυe C°° pourυu que Ω
soit suffisamment petit)

(Sj) Σ*(x0, ζ0) c {(JC, ζ) G Ω/φ(x) > φ(^0)} Alors il existe au voisinage de
x0 une fonction u G C°°(Rn) solution du probleme (1.1).

Commentaire. Par les hypotheses du Cas Λ°3, (Rg) et (Tr) sont verifiees et
done il s'agit essentiellement du meme theoreme que le Theoreme 2.9.

3. Calcul de la dimension de Hausdorff de N*F

Avant d'entreprendre la demonstration du Theoreme 2.1, rappelons quelques
proprietes elementaires de la dimension de Hausdorff; pour plus de details,
consulter Federer [8, pp. 169 & seq.].

Pour toute partie A de Rk

9 la limite suivante est bien definie

υd(A) = lim inf
p->0+ rec. άeA tq

oύ la borne inferieure est prise sur Γensemble des recouvrements de A par des
boules de rayons ri < p; on peut facilement montrer qu'il existe alors un
unique reel d0 G [0, k] tel que

d > d0 => vd(A) = 0 et d < do=> vd(A) = oo

appele dimension de Hausdorff de A, et que nous noterons dimHA. On peut
verifier que la dimension de Hausdorff d'une sous-varietέ de R* n'est autre que
sa dimension ordinaire. Comme A c B entraine dimHA < dimHB, on peut
definir pour un point q ^ Ale nombre suivant

d i m ^ = lim dim^[^4 Π B(q; r)]

qui est appele dimension de Hausdorff de A au point q. C'est le concept qui
intervient dans notre Theoreme 2.1.
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Demonstration de dim,v t ΛN*F > n. Soit f telle que Γon ait les trois
proprietes de la Definition 1.1 avec df(x0) = ξ0. Prenons xn = § [f(x) — /(* 0)]
et xr = (xl9... ,xn-ι) pour completer le systeme de coordonnees.

Pour \x'\ < \, on pose δ( c') = inf{δ <= R/F Π B((X\ δ); 1) = 0 }; on a
0 < δ( c') < 1. On note alorsy(x') Γun des pointsy ^ FΠ dB((x\ δ(x')); 1)
et η(x') = (x\ δ(x')) - y(x')\ enfin, on definit une application ψ:
# O 0 ; i ) ^ R " ^ N*F par

4,:(x'9xH)~{y(x'),(ϊ+xH)η(x')).

Cette application est continue en x0 car ψ(x0) = (x0, ξ0) et

k 1 < e = > b ( ^ ) | < 2ε et |δ(jcθ - l | < ε2.

Si done Ω est un voisinage de (x0, ξ0) dans N*F9 il existe un voisinage ω de JC0

dans Rn tel que ψ(co) c Ω.
Nous montrerons plus loin que ψ verifie en outre

oύ les valeurs absolues designent la norme euclidienne dans les coordonnees
locales choisies. Pour deux points yp(xλ) et ψ(x2) situes dans une meme boule
Bi de rayon η, on a done \xλ — x2\ < 2]/ϊ η, et on peut ecrire

{x e RVψ(x) e B;} c B. = ̂ ( * 2 ^ ) c Rw.

Pour tout recouvrement de Ω par des boules Bt de rayons rf < p, les i?,
recouvrent co, et on a pour tout d e [0,2«]

)*> inf
rec. de ω tq

d'oii

inf (Σrή>(2j2)-d ψ
rec. de Ω tq \ ) rec. de ω tq

Lorsque d < n et p tend vers 0, le membre de droite tend vers oo, done
le membre de gauche aussi, d'oύ dim^Ω > n. Si done Ω = N*F Π

Q, ξ0); r), on obtient le resultat en passant a la limite lorsque r tend vers 0.
Demonstration de Γinegalite (3.1). Si les coordonnees de y(x') sont
(*'), yn(xΊ), on peut ecrire
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\η(x[) - η(x'2)\2 > \x[ - y'(x[) - x'2

et

\y'(χi) ~y'{χ'i)ϊ + \χ[ - y'(χΊ) -*i + / ( ^ ) Γ + (χnΛ - χn,2)
2

1 I I 2

^ 2 1*1 ~~ X2\ >

d'oύ (3.1).
Demonstration de dimHN*F < «. Le lecteur uniquement interesse par les

applications au probleme de Cauchy pourra se passer de cette partie de la
demonstration puisque le Corollaire 2.2 ne decoule que de Γinegalite deja
prouvee.

Choisissons des coordonnees dans R" et notons avec des valeurs absolues les
normes euclidiennes dans ce systeme de coordonnees. B(ω; p) designant la
boule ouverte de Rn de centre ω et de rayon p, nous posons pour ε Φ 0

Nε = {(*, ζ) e N*F/B(x + 3ε£; 3\εξ\) Π F = 0 } .

Par definition de N*F, on a N*F = Όk<=z*Ni/k- Admettons provisoirement
(cf. plus loin) que pour tout ε Φ 0, dim^Λ^ < n\ soient d > n et a > 0; pour
tout &, vd(Nι/k) = 0 et on peut done trouver un recouvrement de Nι/k par des
boules de rayons rik tel que Σ , ^ < α2~ | /c |~1; -si nous reunissons tous ces
recouvrements, nous obtenons un recouvrement de N*F tel que Σik rfk < α,
done vd(N*F) = 0, d'oii finalement

dimHN*F < n.
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Demonstration de dimHNε < n. Comme dans la demonstration de
dim(Xo,ξo)N*F > w, nous obtenons cette propriete en construisant une applica-
tion qui ne rapproche pas trop les points: nous posons

Ne->Rn

nous allons montrer que

| ψ ( x 1 ; i j - Φ(χ2, ξ2)\ > \e\ \(xιt €χ) -(χ2, €2)l-

En effet,

\φ(Xl, ξj - ψ ( * 2 , ξ2)\2 = k - x2\
2 + ε 2 ^ - ξ2\

2 + 2ε(Xι - x2) .({x - ξ2).

Mais (JC15 ξλ) e Ne et JC2 e F entraine que

- Xι\
2 - 6e(x2 - Xl) • ξ1

\=» 2e{xx - x2) • ξx > - ! ! * ! - x2\ .

De meΊne {x2, ξ2) e Nt et xλ G F entraine que -2ε(jc 1 -x 2 ) .
- 5^! - x2\

2, d'oii finalement, si ε2 < 5,

4. Non-unicite dans le cas analytique

Comme nous allons utiliser, au cours de la demonstration du Theoreme 2.4,
Γinvariance de ses hypotheses par changement de fonction φ, il convient de la
verifier des maintenant.

Soient done φ et ψ deux fonctions C2 definissant le meme demi-espace
{x G R y φ ) > φ ( χ 0 ) } = {̂  e RΛ/ψ(χ) > ψ(χ0)}, et telles que ξ0 =
dφ(x0) Φ 0 Φ dψ(x0) = η 0. II existe alors une fonction λ e C1(Rn) telle que
ψ(x) = ψ(x0) 4- λ(x)(ψ(x) — ψ(x0)) avec λ(jc0) > 0. Remarquons deja que
Σ*(x0, £0) depend de φ par Γintermediaire de ξo; mais comme Σ(/?, Ω) est
conique, Σ*(^o, η0) = {(x, λ(xo)ξ) e Γ*Ry(x, 0 e Σ*(x0, ί0)}, et done les
conditions (Tr) et (Sj) sont invariantes par changement de fonction φ (pour
(Rg), e'etait evident).

Enfin, pour constater que (Za) est, elle aussi, invariante par changement de
fonction φ, il suffit d'ecrire

d\p Λ ξ dx = λdφ Λ ξ - dx +(φ - ψ(x0)) dλ A ξ dx
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et de remarquer que

(dψ A ξ dx)(x, λ(xo)ξ) = H*o)(d<P A ξ dx)(x, ξ).

Demonstration du Theoreme 2.4. En utilisant les hypotheses (Rg) et (Tr), on
peut trouver des coordonnees locales analytiques x' = (xl9... ,xr), x" =
(xr+l9... ,xn_i) et xn telles que (JC0, ξ0) = (0,0,0; 0,0,1) et

Σ*(*o> ί 0 ) = {*" = *„ = £' = ί" = 0; €„ = 1}

(r = dim Σ*(Λ:0, ξ0); (Tr) =» r < n et done la seule degenerescence possible est
Γabsence de variables JC"; le lecteur verifiera facilement que tout ce qui suit
reste correct sans variables x").

Avec ces coordonnees, nous posons

(4.1) ψ(0, x", xn) = xn- 2C(\x"\2 + x2

n), C > 0 a fixer,

puis nous prolongeons ψ analytiquement a un voisinage de Γorigine en requerant
que (JC, Jψ( c)) e Σ(p, Ω), ce qui est classiquement possible sous Γhypothese
(Tr) (cf. par exemple Hormander [11, p. 32] ou [12, p. 156]); comme Σ(p, Ω)
est conique, on obtient par la formule dΈuler

(4.2) ψ(x',0,0) = 0 et </ψ(x',0,0) = (0,0,1).

Comme Σ(/?, Ω) est contenu dans/?"1^), p(x, d\p(x)) = 0; grace a Γhypo-
these dζp(x0, ξ0) Φ 0, on peut utiliser la construction du Corollaire 1.1 de
Baouendi, Treves et Zachmanoglou [4] pour obtenir une solution de Pu = 0
dont le support soit localement supp M = { X E Rn/ψ(x) > 0}. II ne reste plus
qu'a verifier que ce support est contenu dans [x e Rn/ψ(x) > ψ(x0)}.

Par le theoreme des fonctions implicites, ψ(x) > ψ(xo) equivaut a xn 4-
φo(jc', x") > 0 pour une fonction φ0 e C2(R""1) telle que φ0(0,0) = 0; la
condition sur le support de u sera verifiee si nous montrons Γinegalite

(4.3) Ψ(*) < xn

 + Φo(x'> xΌ pour Λ: voisin dejc0.

Par la formule de Taylor,

\ x") = φo(jc',0) + |^(jc',O) • x" + θ(\x"\2).

L'hypothdse (Sj) nous dit que φo(x', 0) > 0, et Γhypothese (Za) que \dφo(x', 0)j
γ/2

|^K*'.O) -X"\< ς,[φo(jc',0)]1/2|jc"|< φo(x',0) + d l x ' f ,

et done

φo(χ',x")> - φ ' f
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pour une constante C > 0 ne dependant que de φ, de p et du choix des
coordonnees (mais pas de ψ) et que nous reportons dans la formule (4.1)
definissant ψ. Nous avons done

χn + φo(χ', x") - ψ(x) = φo(x\ x") + 2C(|x 'f + X2

n) - ψ o (*)

en posant ψo(x) = ψ(x) + 2C(|x"|2 + x 2) - *„, d'oύ

(4.4) xM + φo(x', x") - ψ(x) > c( |x" | 2 + xw

2) - |ψ o(x)|.

Or, on peut ecrire

' ψo(0, x/r, x J = 0 a cause de (4.1), et

ψo(x r,0,0) = rfipo(jc',0,0) = 0 a cause de (4.2).

II en resulte que suffisamment de derivees de ψ0 sont nulles a Γorigine pour
que

pour une constante K > 0. Si done nous restreignons le voisinage de telle sorte
que |Λ/| < C/K9 nous obtenons (4.3) a partir de (4.4) ce qui termine notre
demonstration.

5. Reciproques 2.5 et 2.6

Nous demontrerons ces resultats par Γabsurde en supposant que le probleme
(1.1) admet une solution u dont le support soit {JC e Rn/ ψ(x) > ψ(x0)} a v e c

ψ G C2(Rn) et rfψ(jc0) Φ 0. Nous etablirons qu'alors Γhypersurface d'equation
ψ(jc) = ψ(x0) possede des points arbitrairement proches de x0 et tels que
ψ(x) < ψ(x0), ce qui constituera la contradiction.

Avant de distinguer les cas, nous pouvons deja remarquer que par le
Theoreme 1.5 nous savons que iV* supp u Π Ω c Σ(/?, Ω), soit

(5.1) {(x, λ dφ(x)) e Ω/ψ(x) = ψ(χ 0 ) et λ e R*} c Σ(/ι, Ω).

Demonstration du Theoreme 2.5. Puisque/ e /(/?, Ω),/s'annule sur Σ(/7, Ω),
et par (5.1)

ψ(x) = ψ(x 0) =*/(JC, rfψ(x)) = / ( J C 0 , dψ(x 0)) = 0,

et done, par developpement de Taylor

dxf(x09 €o) •(* " ^o) + V ( ^ o , ίo) '(rfψ(^) ~

| 2 ) 0
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et, puisque dψ e C1 et que dζf(xθ9 ξ0) = 0,

ce qui prouve que dxf(x0, ξ0) est normal a l'hypersurface d'equation ψ(jc) =
Ψ(Λ;0). NOUS tirons alors notre contradiction de Γhypothese (df A ξ •
dx)(x0, f 0 ) * 0.

Demonstration du Theoreme 2.6. Comme dans la demonstration du Theoreme
2.4, nous utilisons les hypotheses (Rg) et (Tr) pour trouver des coordonnees
locales/, / ' , yn telles que (*0, ξ0) = (0,0,0; 0,0,1) et

Σ*(*o, €o) = { / ' = Λ = 1 = V" = 0; ηn = 1}.

Par le theoreme des functions implicites, ψ(x) > Ψ(^o) equivaut a ^π +
Ψo(./> >"") > ° PO U Γ u n e fonction ψ0 e C2(R""1). En appliquant le Theoreme
1.2 a la situation decrite en (5.1), on voit que ψo(y',O) = 0 et dψo(/,O) = 0;
on peut done changer de coordonnees C 2 en posant

sans changer Γequation de Σ*(x0, ξ0)

2*(^o, €o) = {*" = ^ = r = Γ = 0; ξn = 1}.

De nouveau par le theoreme des functions implicites, φ(x) > ψ(x0) equivaut
a xn 4- φo(^', ^") > 0 pour une fonction <p0 e C2(R"~1); pour obtenir la
contradiction cherchee, nous allons montrer

II existe des points m = (x\ x") arbitrairement

proches de Porigine tels que ψo(m) < 0.

Supposons maintenant que (Za) n'est verifiee dans aucun voisinage de
O 0 , ξ0) sur Σ*O 0 , ξ0); compte tenu des coordonnees locales utilisees cela
signifie qu'il existe une suite de points mj G Σ*(X 0 , ξ0) tendant vers 0 et tels
que \dφo(mj)\ > j[<Po(ntj)]l/2'9 en extrayant au besoin une sous-suite, on peut
trouver une direction v tangente hxn = 0 telle que

(5-3) d-^(mj)>j[Ψo(mj)}1/2.

Par la formule de Taylor, il existe alors une constante C telle que pour tous
m et ε suffisamment petits

ψo(m - εv) - φo(m) + e^ ί™

d'oύ nous tirons, si my et ε sont suffisamment petits

φo(mj - εv) < φo(mj) - ε-^-(mj) + Cε2.
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En extrayant au besoin une sous-suite, nous sommes alors dans Γun des deux

cas suivants: soit φo(wy) > 0 pour tout j (mais ψo(mj) tend vers 0 car φ0 est

continue), soit φo(mj) = 0 pour touty. Dans le premier cas, grace a (5.3), on

tire de Pexpression precedente que les points nij - (ψo(mj))1/2υ verifient (5.2)

pour j assez grand. Dans le deuxieme cas, il suffit de choisir εy -> 0 tel que

0 < Ej < C~ιdφ0{mj)/ΰυ, ce qui est possible d'apres (5.3), pour obtenir des

points nij — SjV verifiant (5.2).

6. Non-unicite dans les cas C 0 0

Demonstration du Theoreme 2.9. De par sa definition, Σ(/?, Ω) est involutive

et done feuilletee, et grace a Γhypothese (Tr) on peut en deduire un feuilletage

de la base Rn par projection (plusieurs feuilletages sont en principe possibles);

on tire de Γhypothese (Sj) que la feuille passant par JC0 est tangente a

Γhypersurface d'equation ψ(x) = φ(xo\ et done on peut trouver des coor-

donnees locales C°°(x', x", xn) avec (x0, ξ0) = (0,0,0; 0,0,1) et telles que les

feuilles de la base aient pour equations: x" = constante et xn = constante.

Ecrivons main tenant P = X + c\ X etant la projection sur TRn de Hp9 e'est

un champ tangent aux feuilles, et Xψ = 0 si ψ(x) = xl — \x"\2. Si nous

prenons v e ^ ^ ( R " ) telle que Xυ = c (ce qui est possible pour tout s puisque

par dζp(x0) Φ 0 et par la condition (P), Zest localement resoluble, cf. Beals et

Fefferman [5, Theorem 1]), nous pouvons choisir comme solution la fonction

u(x) definie par

u(x) = exp(-υ(x) - [ l/ψ(x)]) siψ(x) > 0,

u(x) = 0 s i ψ ( x ) < 0 .

Clairement, on a u e Hs

λoc(J!Ln) des que s > n/2, Pu = 0 et supp u = {x e

RVΨ(x) > 0}.

Par le theoreme des functions implicites, φ(x) > φ(* 0 ) equivaut a xn 4-

φo(x', x") > 0 pour une fonction φ0 G C2(Rn~1), et ψo(x\0) ^ 0 grace a

Γhypothese (Sj); par developpement de Taylor on en deduit que ψo(x\ x") >

- C\x"\ pour une constante C > 0. Si done \x"\ < C~3,

ψ(x) > 0 =* xn > |x / r |2 / 3 => xn + φo(x'9 x") > 0,

et u est solution du probleme (1.1).

Demonstration du Theoreme 2.10. La demonstration est parfaitement iden-

tique a la demonstration precedente a ceci pres qu'il faut remplacer la fonction

w = exρ( — υ) par la fonction w fournie par le lemme suivant:

Lemme 6.1. Supposons que nous sommes dans le Cas n°3. Alors il existe au

voisinage de x0 une fonction w e C°°(RΠ) telle que Pw = 0 et w(x0) Φ 0.
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Bien que nous n'ayons pas trouve dans la litterature de demonstration de ce
lemme, il semble pourtant bien connu, et nous ne ferons qu'en esquisser une
demonstration.

On commencera par resoudre approximativement Pw = 0 en trouvant deux
fonctions C00 u et/telles que Pu = /, u(x0) = 1 et/est plate en xo; cela peut
se prouver en choisissant une hypersurface non caracteristique pour P passant
par xQ, eny calculant les derivees normales de u exigees par Γ equation Pu = 0,
et en fabriquant u par le theoreme de Whitney.

Puis, profitant simultanement de la resolubilite locale de P et de la petitesse
de / (qui est plate en x0), on trouvera, par exemple en utilisant le Theoreme
7.3.1 de Hόrmander [11], une fonction C^υ petite et verifiant Pυ = f pres de
xo; si on a bien choisi les normes, on pourra, grace aux injections de Sobolev,
obtenir que||t;||Loo < 1/2.

II suffit alors de prendre w = u — v.
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