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UNE OBSTRUCTION GEOMETRIQUE
A D’EXISTENCE DE FEUILLETAGES DE
CODIMENSION 1 TOTALEMENT GEODESIQUES

FABIANO GUSTAVO BRAGA BRITO

1. Introduction
Soit W"*! une variété riemannienne compacte, connexe et sans bord sur
laquelle est défini un feuilletage transversalement orienté % de codimension 1.
D. Asimov [1] a démontré que pour W a courbure sectionnelle constante ¢ on a

0 si n est impair,
1 onen/2
— | K= —— : .
vol(W) fw ( ;2) , Slnestpair.
n

Soit maintenant une variété W de dimension 3. S’il existe des constantes
K,, K,tellesque K, <c(x,0,)<K,,VxeEW,VQ,CTW.0Ona

1K, < —

<— [ k<2K,,
vol(W?) Ju3 2

ou K: W — R, désigne la courbure de Lipschitz-Killing (de Gauss si n = 2) de

la feuille qui passe par x au point x avec la métrique induite par celle de W, et

¢(x, Q,) la courbure sectionnelle en x dans la direction du 2-plan Q, C T, W.
D’autre part, R. Langevin, H. Rosenberg et ’auteur démontrent dans [2] que

2

1 _ ck/z( n/
vol(W) f = k/2
0 dans les autres cas,

) si n et k sont pairs,

pour W de courbure constante c, et 1, désignant la k-ieme fonction symeétrique
de courbure extrinséque de la feuille qui passe par x au point x. Suivant [2], les
fonctions n, sont définies par

det(I +14,) = X n,(x)t',

i=1
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I étant I'endomorphisme identité, et A,: T, .M, — T M, étant défini par 4 (Y)
= v,(N), ou M, est la feuille qui passe par x, et N, V le vecteur normal a g
et la connexion riemannienne de W respectivement.

Il est aussi possible de définir des fonctions intrinséques de courbure v,
k=2a,a=1,2,---,n/2, sur les feuilles de ¥.

On les appellera courbure k-scalaire [2] et elles mesurent, en chaque point de
la feuille, la moyenne des courbures k-sectionnelles. Dans ce cas, pour n pair
ona

g )
- = kp2\ T J\ r ]
=) c
vol(W) fwy'f EO ( n )
2r
On annonce ici des généralisations de ces résultats de méme qu’une obstruction
géomeétrique a I’existence de feuilletages totalement géodésiques.
Dans les assertions ci-dessous, la variété riemannienne W"*! sera toujours
compacte, connexe, sans bord et de dimension impaire.
Avec les mémes notations utilisées jusqu’a maintenant on a
(1) Sin + 1 = 3 et 5’1l existe des constantes K|, K, telles que

K, <c(x,0,) <K,,

alors

1
ds——— <d
1 VOI(W) fWYZ 2>

ou d,, d, ne dépendent que de K, K, et de la dimension ~.

En outre, si W est une variété d’Einstein (courbure de Ricci constante), alors
I'intégrale [, v, ne dépend pas du feuilletage.

Observation. v, est la courbure scalaire usuelle des feuilles de W.

(ii) S’il existe un entier g,1 <2g<n — 1, tetlle que les courbures 2¢-
sectionnelles de W ne s’annulent pas, alors W n’admet pas de feuilletages
totalement géodésiques de codimension 1. En particulier les espaces a courbure
non nulle (sectionnelle) ont cette propriété.

(iii) I1 existe des (n + 1)-formes globales ©,,, 0 < 2k < n, qui dépendent et
la variation du champ de vecteurs N normal & %, mais dont les intégrales sur
W ne dépendent pas du feuilletage. En outre

fW®2k = fWCZk’

ou c,, est la courbure 2k-scalaire de W. Donc l'intégrale de gauche ne dépend
que de la métrique de W.
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Remarque. W est orientée et & est transversalement orientable.

2. Notation
Soit x € W"*!, U3 x un ouvert de W, {e,,---,e,,,} un repére orthonor-
mal adapté sur U:
(e, e;)=0;;, 1<i,jsn+1l; N=e, L7
Le corepeére, les formes de connexion et de courbures associées sont donnés par
b,(e;) =8,;,8,;=0 sii*j,8,=1,
“’ij(“) = (Vu(e,-),ej),

n+1
Qij = d‘*’ij - 2 Wi N @y
k=1

ii

{( , ) et v dénotent respectivement le produit scalaire et la connexion
riemannienne associés a (W, ( )). Les formules de structure sont
n+1 n+1
do, = Y wy N6, dw;; = > wy A Wi+ Q.
k=1 k=1
Et I'identité de Bianchi prend la forme

n+1
dﬂij = 2 Wi N ij — @y A Wy
k=1

3. Lesformesy, 5, ,, 9; 2., [,, , et un lemme combinatoire

Avec les notations introduites au §2 on peut définir des n-formes y, ,, ,
O0<k=<n, 0<2l<n, k+2l<n
et des (n + 1)-formes ¢, 5, ,
O0<k<sn-—1, 0<2ls<n—2, k+2l<n-—2I
sur un ouvert U C W. Ces formes sont directement associées au feuilletage ¥ et
sont définies a I'aide d’un repére orthonormal adapté {e,,---,e, .} par

VYiorn = 2 Sgn(o)wa(l),n+l ARRRRAY g A Qu(k+l),o(k+2) AREE
ogES,

A N8

/\Qo(k+21— D,0(k+210) A 0o(k+21+1) A oa(k+21+2) o(n)>

P2t = 2 Sgn(a)ﬂa(l).n+l N @oy nt N N@gpegty a1 N szo(k+2),a(k+3)
cES,

ANEE /\ﬂo(k+21)a(k+21+l) A 0o(k+21+2) A 00(k+21+3) ANR /\oo(n)’

ou S, dénote le groupe symétrique des permutations a n-élements.
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3.1. Lemme. Les formes Y, 5, ,, O 21, SNt globales.
Démonstration. Soit {e,---,é,,,} un autre repére orthonormal adapté a .
On a

i€ I1<i<n,

Y
Il
% E
1)

€n+1 = €ntis

det(a,;) = 1, (a;;) est une matrice orthogonale. On a aussi

n

Wi p1 = 2 ;i n+1s
=
Q.= a,-,,aj,sﬂr's, 1<i,j<n,
_ n
Qinir = 2 aijﬂj,n+l'
J=1
Alors

n n
‘pk,ZI,n = 2 SgH(O)( 2 ao(l),rwr,n+l) ARERRA ( 2 ao(k),rwr,rH—l)
r=1

0ES, r=1

n n
/\( 2 ao(k+|),rao(k+2),s9r,s) /\( 2 ao(k+3),raa(k+4),s9r,s)

r,s=1 ris=1

n n
ARERNA ( 2 ao(k+21—l),rao(k+21),s9r,s) A ( 2 “o(k+21+1).r0r)

rs=1 r=1
n n
A ( 2 aa(k+21+2),r0r) AREE /\( 2 ao(n),rer) .
r=1 r=1

La symétrie de S, nous donne immédiatement

J’_k,ZI.n = 2 2 Sgn(o)sgn(T)ao(])'r(l)w‘r(l),n+I ANEE

0€ES, TES,

/\ao(k)‘r(k)w‘r(k),n+l A ao(k+l)r(k+l)au(k+2)-r(k+2)9'r(k+l)-r(k+2)
ANEE /\ao(k+2l— l)‘r(k+21~])ao(k+21)1’(k+2/)97(k+21—1)1'(k+21)

N gk 204 1yrkr 200 ) e 2001 N Aok 20+ Drk+ 20420k + 204 2)
A Nagynmbeen-

Le fait que det(qa; ;) = 1 fournit ¥ = . Par un processus entiérement analogue
on démontre que ¢ = ¢.
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3.2. Lemme fondamental.
d\l/k,zl,n = k¢k—l,21,n + 21¢k+1,2(/—1),n - (” —k— 21)4’k+1,21,n A 0n+]'

Démonstration. dy, ,,,= A+ B+ C,ou

A=k 2 Sgn(")d‘*’u(l),nﬂ N Wy a1 N Ny s
0ES,

/\Qo(k+]),o(k+2) ARS /\Qa(k+21— Do(k+210) A 0o(k+21+l) AREE Aao(n)‘

k
B=(-1)"1 2 Sgn(o)wo(l),n+l A Wo2),n+1 N s NWgkynt 1
0ES,
/\dﬂa(k+l),a(k+2) A Qo(k+3),o(k+4) AREE
A--- N

/\Qo(k+21—l)o(k+21) A 0a(k+21+1) o(n)*

C= (‘l)k(" —k—2I) 2 sgn(o)wo(l),n+l N @o2) 041 AN s Ny 1
ocES,

/\Qo(k+l)o(k+2) AREE /\Qo(k+2l—l),o(k+21)
/\doo(k+2l+l) A 00(k+21+2) ARRE /\oo(n)'

Mais
A - Al + k¢k--l,2/,n9 Oﬁ

A Wo(2),n+1 ANE /\wo(k),n+l

n+1
A=k X sgn(o)( 2 N RAY T
=1

6ES, J
/\Qa(k+]).o(k+2) AREE /\Qo(k+21—1)u(k+21) A 0o(k+21+l) AR A”o(n)-

Et
A =4, +4,,0u

k+1
Ay =(-1)"" 2k 2 Sgn(o)wo(l),n-f-l N NOgiiy 1 !N Pkt 1),0(1)
0ES,

Aga(l).o(k+2) A 90(k+3),a(k+4) AR /\Qo(k+21—l)u(k+21)

A 00(k+2/+1) ANEN /\00(,,),

k+1
A, =(-1) (n—k—20)k 2 sgn(o)wo(l),n+l A e Nghy
0ES,
/\Qo(k+l),a(k+2) ANE /\Qo(k+21—-l),o(k+21)

WAY/)

/\wo(k+21+l),o(l) A 00(1) A 00(k+21+2) AN o(n)*
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D’autre part
B = -A}; + By + 2l$y 1} 34— 1yns OO

B, = _21(—1)k(" —k—2I) E Sgn(o)wa(l),n+l AREE /\wu(k),n+l

0ES,
/\ﬂo(k+l),o(k+2) ANEE /\Qo(k+21-—l),o(k+21)

6,

/\“’a(k+21+1),a(k+1) A 0o(k+l) N 0o(k+21+2) AR o(n)*

Pour C nous avons

C=-4,,— B, — (n—k- 21)‘Pk+1,21,n NG,

Donc
A2, =A+B+C=koy_y5,t+ 21¢k+1,2(/—|),n

= (n =k =2 1200 N G-

3.3. Définition. On associe au feuilletage ¥ des (n + 1)-formes T, , sur W
pour r = 0, 1,- - -,n/2, définies par ’équation

@r—1@2r—3)---53

— A + (- r+1 B ,
F2r,n n2r,n 0n+l ( 1) 246 .. (2’, _ 4)(2’, _ 2) ¢0,2r 2,n
N
ou
2r—1 2r—1)(2r — 3)
n2r‘n = (n —2r+ 1) _‘!/Zr,O,n + T¢2r—2,2,n - ( 2.4 \I/Zr—4,4,n

r—1(2r—1)(2r—3) ---17.5.
+ .- +(—1) 24 ... (2)"“ 6)(2"*4) ‘I’4,2r—4,n

» (2r—1k)(2r—3)---753
+(-1) 24 - (2r—6)(2r — &)(2r - 2) ¥22r-2,n"

3.4. Corollaire. Les formes T',, , sont exactes.
Démonstration. 11 suffit de prendre

2r—1 2r—1(2r—-3)
Tt = Y2r—10n —2—‘1’2r—3,2,n + ( 2)(4 Var—san
@r—-1)Q2r—3)---175 v
24 .-+ (2r — 6)(2r — 4)(2r —2) T2

+ (_l)r—Z

et appliquer le lemme fondamental pour obtenir

dTZk—l,n = I-‘2r,n'
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4. Les résultats
4.1. Théoréme. Si les courbures sectionnelles de W sont bornées par K, et
K,,cad,K <c(x,Q,) <K,Vx € W,YQ, C TW, alors,

n 1 n
< <——
n— lKl vol(W) fW72 n—1

K2.

En outre, si W est une variété d’ Einstein on a
_1 f 1
VOI(W) WYZ n— lpa

ou p est la courbure de Ricci de W.
Démonstration. D’aprés le lemme fondamental on a

(1) dY10.n = P00 — (= Db, N b,iy
L’expression de la courbure scalaire de la feuille sera donnée a I'aide d’un
repere orthonormal adapté par:
-1 —
2= 2 sgn(o)ﬂo(l),o(Z) N by N v Ny NG,y
' o€ES,
ou les Q, ; sont les formes de courbure de la feuille vue comme sous-variété

réguliere de W"*! munie de la métrique induite par I'inclusion de la feuille et »
la (n + 1)-forme volume de W. Explicitement

O = o* * *
Qij = Win+1 A Wyt1,) + Qij

ou
* = A\¥ * — \*
Wi n+1 — A*@; p1s Qij =A Qij’
A: M — W, Yinclusion de la feuille qui passe par x.
Donc, on aura

1
YV = v 2 sgn(o)(w:(l),n+l A w:+l,o(2) + Q:(l),a(Z))

" o€ES,
/\00<3) ARRE /\Oa(n) NGO,
1
(2 = T Sgn(o)wa(l),n+l N W2y i1 N 0::(3) A 00(4) ANEE /\00(11) NG,
" 6ES,
1
+ e ES Sgn(o)ﬂu(l),a(Z) A 00(3) AREE Aau(n) A
" o€ES,

i<j=2

-1 1 <
=;'!-‘P2,O,n/\0n+l N 2 Cij|vs
()
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ou ¢;; est la courbure sectionnelle de W dans la direction du 2-plan déterminé

par {e;, ej}.
Le théore¢me de Stokes appliqué a (1) fournit
1
/W‘l’Z,O,n A 0n+1 = n—1 fW(PO,O.n'
Mais

D000 = 2 Sgn(o)ﬂo(l),rH-l A 00(2) AREE Aao(n) NGO,
0ES,

V.

n
+(n—1) Y Cjntl
=1

Donc
f‘PZ,O,n/\orH-—l :(n_z)! 2 cj,n+l‘
w j=1

Intégrant les deux membres de I’égalité (2) on obtient

_ (n—=2)! & 2l =26
(3) fW‘YZV fw[ n! El Cntl + (n) v
B 2
Maintenant, 'inégalite K, < ¢,; < K,, 1 <i, j <n + |, entraine
n 1 n
< < —
n— lK1 vol(W) fW'YZV n—1

K2~

Si, en outre, W est une variété, d’Einstein, I’équation (3) nous donne

;f -1
VOI(W) WY2 n— IP,

puisque 27, Cjn+1 — P et <2 Cij = 3(n— Dp.

4.2. Théoreme. S’il existe un entier pair p, 2 < p < n, tel que les courbures
p-sectionnelles de W soient partout non nulles, alors W n’admet pas de feuille-
tages totalement géodésiques de codimension 1. En particulier, sur une variété
riemannienne a courbure sectionnelle (2-sectionnelle) non nulle il n’y a pas de
feuilletages totalement géodésiques de codimension 1.

Démonstration. Supposons par ’absurde qu’il y ait un feuilletage totale-
ment géodésique ¥ sur W. Alors les formes ¥, 5, , /\ 6,_, sont nulles. Donc
d’aprés définition 3.3

_ pr2+1 (p—1)(p—3)---53.
L= (17 246 - (p—a)(p—2) Por2m
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Mais T, , est exacte. Donc

.y (p=D(p—=3)---53. _
I L Y Ry g L W )

Par contre

‘i’o.p—z,n(eh'”’enﬂ)

(5) = ()" (p-1(n—p+ 1) 2 <,

I<ij<--- <i,_<n

it
OU ¢;...; n+1 ©St las courbure p-sectionnelle dans la direction du plan
déterming par {e,," - -,e; e, ,}. Pour une définition des courbures p-section-
nelles voir [4].

Donc (4), (5) fournissent

_ (p—1)(p—3)---7.53 ' '
/WI‘ n T W2.Z.6 ...fp_4)(p_2)(17_1)-(n—p+1).
(6) . 1<i;<- .E<i _ <nCi'."iP—|’l+l

= 0’

ce qui contredit le fait quec, ... ol T 0 avec la connexité de W.
4.3. Théoreme. Soit ©,,,0 <2k <n, la(n + 1)-forme sur W définie par
«(2k—1)2k—3)---5.3

O = Lo + (55570 (2k — 2) 2k

(” — 2k + 1)‘1’0,2/«,'1 AL/

Alors

fG)Zk:af Coks
w w

ou a est un coefficient combinatoire qui ne dépend que de k et de n, et ot c,,
désigne la courbure 2k-scalaire de W.
Démonstration.

Yo2u.m N 0,11 = 2 Sgn(o)ﬂu(l),u(Z) AR /\Qu(Zkvl),oQk) A 00(2k+1)
cES,

Noaran N+ Noiny N Oyi1-

Donc il est évident que
Yo2kn N Ot = (2k)! (n — 2k)! 2 Ciriy- iy, |V~
V<iy- - iy <n

Maintenant on applique la formule (6) du théoréme 4.2 et la démonstration est
achevée.
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5. Conclusion
Soit H*(W,R) la cohomologie de de Rham de W, et &(F) € H"(W,R) la
classe d’Euler de %. Alors, si on se donne un repére orthonormal adapté local,
&%) s’exprime par

o(F) = (1)L Pr(%,),

ou
Q= @ i1 A @y + 9y, (voir (M)).

Donc

1 n/2
"3(65) = —n_'-(_l) / 2 Sgn(o)(wo(l),n+l N Wy 41,002 + Qa(l)o(z))
: ocES,

N (‘*’u(3),n+1 A Wpt1,00) T 90(3),.7(4)) ANAE

A (wo(n-l),n+l A wn+l,a(n) + Qo(n—l),u(n))

_1 _ | n/2 n/2 3
- ? (‘Pn,O,n (n/z -1 )d’n—Z,Z,n + (n/2 _ 2)¢n—4y4,n

#0770 o)

Le théoréme d’Asimov (voir [1, th. 1]) peut s’énoncer de la maniére suivante:

Si W"' a une courbure sectionnelle constante, alors; e(F)N6,., €
H"*Y(W,R), ne dépend pas du feuilletage.

Ce qu'on vient de faire dans le théoréme 4.3 correspond, pour le cas ou
2k = n, & définir une combinaison linéaire standard ©, des formes Vorn—2rn d
coefficients rationnels qui satisfait

671 A0n+] = G)n € H"+l(W’R)

ne dépend pas du feuilletage.
Cependant, les formes ®, ne sont pas fermées en général.
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