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�������	 X ∈ T (S)� �������

X ���	
 � ��� ML (S) → T (S)� �	 
��� ���� ���
 ��� 	��	��


�� ��	 ����
��� ��������������� �� T (S)� ��� ���� ��
 ��������

��
�	
 ��	 ��	 ������
 ��������� �����	���� �	
����	 �� X �� ��	
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���������
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�	 �
	 ���
 �	
�
� �� 
���� ����
���!
 �������� ���������	
 ��

��	 
���	 �� CP1 
�������	
 �� S� "�� 	��� X ∈ T (S)� �	 
���

���� ��	 �������� �� ��	 
���	 P (X) �� CP1 
�������	
 �� X ��

��	 ��������������� �� ��	 �������� ���������	
 �
 ��	 ����� Γ(iX)
�� ��	 ��������
 ����
����� iX : PML (S) → PML (S)�

�� ������������

�������� �� � 	�
��
��� ���� ������ ���� � ��	���
��� ��������� Y ∈
T (S) �� ��� ����������� �	��� 
� � ������� S 
� �������� ����� �������
�������� ��
 � �������
 ��

���� ��������
� λ ∈ ML (S)� �� ��	������
λ ���� � ��������
 �����
� ���� ������� � ������� �����
��� ������� �
��� �
��
���� ��������� X = grλ Y ∈ T (S)� ��� �������� �� Y ����� λ�
�� 
������
�

�������� ��
 �
�� ���� ��
�� ���� �
� ���� ��������
� λ ∈ ML (S)�
��� �
��
���� �������� ��	 grλ : T (S) → T (S) �� � �
��
�
�	�����
��
 ���� ����� �� �� ������� 
� 	�
���� ��	 prλ : T (S) → T (S)  ��!�
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� 	������ X ∈
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� ��� �
��
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� X� ���� 
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� ��
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Λ : Q(X) → ML (S)
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� ��� �������
 ��������
� �#�������� �
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��
��
 ���� Λ �� � �
��
�
�	����  ��!� �
 �� ��� ��� �� �
 ������
	
�� ��� ���
����
� (φ �→ −φ) 
� Q(X) �
 �� ���
������ �
��
�
�	����
iX : ML (S) → ML (S)� ����� ��� ��	 Λ �� �
�
����
��� iX 
�����
�
�
 �� ���
����
� 
� PML (S) = (ML (S) − {0})/R+�

iX : PML (S) → PML (S),

����� �� ���� ��� ����	���� ��
��
���� ���� ���	��� �� X� ����� �� �� �
��
(����� �� Λ �
 ��� ������ ����	

� ��	 
� ��� ����
� �	��� Q(X)�

����� ��� �! ����"��� "� )*+ �� ��
� ���� iX �
����� ��� ������
����� ������
� 
� ��� ��	 ML (S) → T (S) ����� 	����� X ��
��

� ����� ��������
�� ����� λ �→ prλ X� �	���,������ ��� ML (S) 
��
��

��� ������� �
�	����,����
� 
� ML (S) �� PML (S)� ��
 ��� T (S)

��
�� ��� ������
� �
�	����,����
� 
� ����������� �	���� ����� ���

��� �
��
��� PML (S)�

�#���� ��� -.���	

�� �����/� ��� 	�
���� ��	 ���� ����	���� X�

������� λ �→ prλ X� ������� ������
�
��� �� � ��	 ML (S) → T (S)
����� ��
����� 
��
�� ��� ������� ��� ����	���� ��	 iX : PML (S) →
PML (S)�

.� �#�������� �
�������
� 
� ���
��� *�* ����������$�� ��� ,���� 
�
��� �������� ��	 gr : ML (S) × T (S) → T (S)0

�#���� ��$ -1����� 
� ��������/� ��� MX = gr−1(X) ⊂ ML (S)×
T (S) ������ ��� ��� �� ��� 	���� (λ, Y ) ���� ����� �� ��
� X ∈ T (S)�
���� ��� ��
����� �� MX �� ML (S) × T (S) �� ��� ���	� �� ��� ���
��	���� ��
��
����� �����

MX = MX � Γ(iX)

�����

Γ(iX) = {([λ], [iX(λ)]) | λ ∈ ML (S)} ⊂ PML (S) × PML (S).

��� �#��������� 
� ���
���� *�* ��
 *�2 �
��
�� ��
� ��� 
�,����
�

� 	������ -��� )2/�

3�� P(S) 
��
�� ��� �	��� 
� CP1 ��������� ����� �������� ���� ��
�
������ ���������� �

���
 
� (CP1, PSL2(C))� ��
 P (X) ⊂ P(S) ���
������ ������ ��
������� �
��
���� ��������� X� ������
�4� 	������
����$���
� 
� CP1 ���������� �� ����
 
� � �
��
�
�	����

ML (S) × T (S) ∼−→ P(S)

���� �� � ��������$���
� 
� �������� -���  %�!/� ���� ���
�� �� �
 ����
P (X) �� � ������ 
� ML (S)×T (S)� ��
 �� �� ������� �
 ��� �
 ��
���
����
 ��� ������
����	 ������� ��� �
��
���� ��������� X ��
 ��� 	����
(λ, Y ) ⊂ ML (S) × T (S) ���� 
��������
� �#����������� �� �� �������
�
 �
�	��� ������
�4� ��
������ 	���������$���
� 
� CP1 �������� ���
�������� ���� ��� ��������� �
�	��5��������� ����	
����
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��� *�2 ����� �
�� ���
�����
� ��
�� �
� ����� ��
 	���	�������

� P(S) �
�	���� �� �� 	�
��
�� �� �5	����� 
�����	��
� 
� ��� �
��
���


� P (X) �� � ������ 
� ML (S) × T (S)0

�#���� ��& -�
��
��� P (X)/� ��� ���� X ∈ T (S)� ��� ��
�����
�� P (X) �� ��� ���	� �� ��� ����	���� ��
��
���� iX �

∂P (X) = Γ(iX) ⊂ ∂(ML (S) × T (S)).

"� 	���������� ��� ��
���� 
� P (X) �� � ���� 
� 
������
� 6g−6� �����
g �� ��� ����� 
� S� ���
��� *�6 �
��
�� ����
������ ��
� ���
��� *�2
������� P (X) �
����	
�
� �
 � ,��� ������
�4� CP1���������� ��������
�$���
� 
� �������� -��� )2/�

'�""�(���) ��� #�� ����  �(�� 7�� ���� ������� ��� 
������
 ��
���
���� ��� �����	���� ��	 κ : grλ Y → Y ���� �
���	��� ��� ������

	
���
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� ��� ������� ���� �
 ��� ��

���� ��������
� 
� Y �

��� ��� 
��������
� ���� 
����� ��� 	�
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� ���
��� *�* �� ���� ���
�
���	���� ��	 �� ������ ����
���� ������ ������ �5���
��� ���� 
� ���
���
�����
 ����
��� ��	 �� �� �
�� � �
������ 
�	��
��� 
��� 
� ���
�
	
�
�� 
� S� ���� ������ �
�	����
� �� 
�� �
 ��������  ���!� ��

������ 
� �� ���#������ 
� '����� �
� ������ 
���
���
� 
� ����
��� ��	�
 ���!�

��� ����� "� ���� 1
� ��� 	��	
��� 
� ���
��� *�*� ����� �� � ������
��
�� ��� ����	�
��� ������
� 
� 	������� �� ��� ���������
 �� 	������
� ,5�
 ������� ��
�� � 
�������� ��#����� 
� ��������
��� 1
� ���� � ���
#������ ��� �������� 
� ��� ���
�����
 �
���	���� ��	� ���
 
������� �����
��������� ������� O(1) 
� ��� �������� 
� ��� �
�
�
	�� ����
��� ��	��
���� ���
�� �� �
 	�
�
�� ��� �
���	���� ��	 �
 � ������� ����
��� ��	
�� ��������� ��� ��	���
��� ������ 
� Y ��
 ������ � ��
������ ������
���� ����� �
��������
� ������ 
� ��� �
�	��������� ������� �#���������
��
�
��&���

�% �
��������� ��
 ����
��� ��	� ��
� 8������ ����
����� �� ����������
 �� ��������  *��! ��
 9�����  ���!: ��� �
�� ����
���� ���
�� 
� ;
������ ��
 ���
�� -���  %��!�  %�$!/ �
� ����
���
��	� �
 ������ �	���� �
��
 ���
 �� ���
�

��� ��������� ����� ����
��� ��	 ��� ������ �� �� R������ ��
 �����
�� � 
������
 ��������� ���
�� �
� ���� ����
��� ��	� 
�� �
 �
��
- ��!�  �&!�  �+!/� "� �
��
�� ���� � ������ �
�
�
�	��� #��
�����

�%��������<��� &
	� 
�%�������� 
� ��� ����� ����
��� ��	<���

��
�
�� ��� ������
� ����� 
� ��� 	����
 �������� ��
 ��� 	�
(������ �����

� ��� �������� ��������
�� ��� ��� �������� ��
 �
��$
���� �
�����
��� ����
����� ���� �
 ��� ����	

�� ������
����	 �5	�����
 �� ���
��� *�*�

��,  ���, �! ����# -""�� )��������� "� �� ���	���� �
 �
�	���
��� �
�� 
� ��� ����	

�� ���
����
� �� ���
��� *�* �
 ���� 
� ��� ��
�

���� ���
����
� �� � ��������� �	���� "�
��
� ��� ����	

�� ��	 �����
���� �
 X �5������� 	�
(������ �������
 ��������
�� ([λ], [µ]) 
�,����
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���� ���� ���
�����
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 ������� 
�%���������
����������
 �� '���� -���  ����!�  ���$!/� �	���,������ �� �
�������
� 	��� 
� ����������� ��

����� ���
��� � ������ 	
��� �� T (S) ���� ���
����	�
��� �
 ���� 
���� �� 
�� 
������
�� ��� ����� ���� 
������� �����
	
���� �� ��� 
���� 
������
�� ���� 	�����
�� ��� �5������� 
� ��� ��	

� ��� ������
� �
��
��� ���� 	���� ��� �
�� 
� � ����������� ��

����
���
����
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���� ��� ���� 
�(���� �� ���
�
�� ���� 	�	��<��� ��������� 	������� ��
 �
���	���� ��	�� =���� ���

�,����
�� ��
 ����� 	�
	������ 
� ����� 
�(����� ��� �#��������� 
� ����

���� *�*�*�6 �� �5	�����
�

�����
�� 6�> �
����� ������� ������
��
 �������� ���
�
 �
� ��� 	�

�

� ��� ���� ���
���� �	���,������ �����
� 6 �
������ 
�,����
�� ��

�
����
� ������
 �
 #��
����� 
�%��������� -�
�
�
�	��� ��
 
��������/
��
 �
��
���� ������� ���� ��� ���
 �� �
�	����� ��� �
���	���� ��	 �

� ����
��� ��	� ��� ����	

�� ��	 
� �������
 ��������
�� �� ����
����

���
 �� �����
� ? �� ����� 
� ��� �������
 �
�����
�� �������

�
 �
�
�
�	��� #��
����� 
�%���������� �����
� > ���� 
�������� ��� R�
����� 
��� �
 �������
 �
�����
�� ��
 �������
 ��������
�� ���� �		���
��������� ���� ���
���� ������ 
� ����
��� ��	��

�����
� @ 
�������� ������� 
� �
�� -��
�  �$!�  �&!�  �+!/ 
� ����
�
��� ��	� ������� �������� ��
 R������ ���� ���
� �� �
 ����������$�
��� �5�����
� 
� 	������ �� ����� 
� ��� ����	

�� ��	 
� �������

��������
���

�����
� A 	������� ��� ��� ������ ��������� ���� ���
� �� �
 �
�	���
��� �
���	���� ��	 -��
 � 
��� 
�(���� ��� �
��
���	���� ��	/ �
 ��
���
�����
 ����
��� ��	� ��� ������ 
� ��� �
���	���� ��	 ��� ,���
�
�	���
 �� ��������  ���! �� 
�
�� �
 	�
�� ���� �������� �� 	�
	��:
���� �� 	�
��
� �� ����
�
�� ������ 
� ��� 	�
	������ 
� 	�������

�����
� B 	������� � �
�	��������� ���
� 
� ��� &
	� 
�%��������� 
�
��� �
���	���� ��
 �
��
���	���� ��	�� &��� �� ��������� � ������
����	
������� ����� -�
���
�
�
�	���/ #��
����� 
�%��������� ��
 ��� ��������
��������
� ���� �� ����
�
�� �
 ��� ������
����	 ������� � �
�
�
�	���
#��
����� 
�%�������� ��
 ��� ���
�����
 �������
 �
�����
�� ���� �����
��
����	 �� ��������� �� ��� 	�

� 
� ��� ���� ���
����

�����
� C �� 
�
�����
 �
 ��� 	�

� 
� �� �������� ������ 
� ��� �
�����
����� 
� ������ ����
��� ��	� ������� �������� �
 � ��������� ����
���
��	 ���� ������ �� �� R������ �� ���� �� ���	�����
� ��� �
�� 
� �
�� 
�
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�
��
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������  
!� �
�	����
 �� &�����
 =���������� " �� �������� �
 �� �
���
��
E��� '�'������ �
� ��� �
���� ��
 ���	�����
�� " �
��
 ���
 ���� �
 �����
��� ������� �
� � ������ 
� ���������� �
������ ��
 ���	��� ��������
���

$� ���!���)� (�����)� ��� ��""�(���)

3�� S �� � �
�	��� 
������
 ������� 
� ����� g > 1� ��
 T (S) ���
����������� �	��� 
� �����
 �
��
���� -�#����������� ��	���
���/ ������
����� 
� S� ��� ���	�� ��
��
 ��	���
��� ��

����� 
� ��� ��	���
���
������� Y ∈ T (S) ��� �� 
����
�
�� �
����	
�
���� ���� ��� ���� �
�
�
�
	� ������� 
� ���	�� ��
��
 ������ 
� S: ������
��� ���� � 	���������
��	���
��� ������ �� ��
�� �
���
�����
�� �� ���� ��� ����� 
�(���� ���
��������������

1�5 Y ∈ T (S) ��
 γ� � ���	�� ��
��
 ��	���
��� ��

���� 
� Y �
�������� �� ��� 
	�����
� 
� ���
���� γ ��
� Y ��
 ��	������ �� ���� �
�����
��� �����
�� γ× [0, t]� �� ��
�� �� 1����� *� ��� ��������� �������
�� �����
 ��� �������� 
� Y ��
�� ��� �������
 ��

���� tγ� ������� grtγ Y �

Ygrtγ

t

Y

γ

��)��� �� ��� ����� �5��	�� 
� ���������

.��
�����
 �
 ���� ������
 ������� grtγ Y �� � ���
����� ��	 κ :
grtγ Y → Y � ��� �����	���� ��	� ���� �
���	��� ��� ������
 �����
��

γ × [0, t] ���� 
��
 ��� ��

���� γ� ����� �� ���
 � ������� C1 �
��
����
������ ρ�� 
� grtγ Y � ��� ��
����� ������� ���� ������ ��� ��	���
���
������ 
� Y ���� ��� �����
��� ������ 
� ��� �����
�� γ × [0, t]� ���



�+ �� �����

�
���	���� ��	 �� 
������� �
����������� ���� ���	��� �
 ��� ��	���
���
������ 
� Y ��
 ��� ������
� ������ 
� grtγ Y �

�������� �� �
�	������ ���� ��� ������� ��������$���
� 
� �������

���	�� ��
��
 ��

����� �
 �������
 ��

���� ��������
��� ��� �	���
ML (S) 
� �������
 ��

���� ��������
�� �� � �
���������� 93������
�

���� �� ����
� 
� R+ �� ����� ��� ��� 
� �������
 ���	�� ��
��
 ��	���
�
��� ��

����� �
� ��� ��	���
��� ������ Y ∈ T (S) �
��� � 
���� ��� 
�
����� E
��������� ����� Y ∈ T (S) ���� ��������
� λ ∈ ML (S) �
����
�	
�
� �
 � �
�����
� 
� � ��
��
 ������ 
� Y �� �
�	���� �
�������������
��	���
��� ��

����� �#��		�
 ���� � ���������� ������� 
� ���� ��		
���
1
� � 
������
 ��������� 
� �������
 ��������
��� �� ����� ��� ���
��
�
  �#�!�

������
� ��� ��
�� ���� �������� ��
�� ���	�� ��
��
 ������ �5���
�
�
�����
���� �
 ��������� �������
 ��������
��� ��
 ���� 
�,��� � ��	

gr : ML (S) × T (S) → T (S) ����� (λ, Y ) �→ grλ Y.

'
������ grλ Y �� 
������
 ��
� Y �� ���������� ��� ��

���� �����$���
�

� λ �� � ������ 
��������
 �� ��� ���������� ��������

.� �� ��� ���	�� ��
��
 ����� ����� ����� �� � �
���	���� ��	 κ :
grλ Y → Y ���� �
���	��� ��� ������
 	��� A ⊂ grλ Y 
��
 ��� ��

����
�����$���
� 
� λ 
� Y � ��
 � �
��
���� ������ ρ�� 
� grλ Y ���� ��
��	���
��� 
� grλ Y − A� ����� ��� �� 
�,��
 ���	�� �� ������ 
� ���
�
����	
�
��� 
�(���� �
� �������� ��
�� ���	�� ��
��
 ������� 
� �� �����

� ��� ��
����� 
� ��� �
����� �
���5 	�����
 	���� �� H3 ���
�����
 �

(Y, λ)  %�!� ��� ������ ρ�� �� 
� ����� C1,1 
� grλ Y � ��
 ���� ���
��������� �� 
�,��
 ���
�� ����������  %�!�

�������� ��
 �
�� ���� ��
�� ���� �
� ���� λ ∈ ML (S)� ��� ��	
grλ : T (S) → T (S) �� � �
��
�
�	����  ��!� ���� ����� �� ���
�������� 
� 	�
���� ��	

pr : ML (S) × T (S) → T (S) ����� (λ, X) �→ prλ X = gr−1
λ X.

"� 
���� �
�
�� �
� ���� X ∈ T (S) ��
 λ ∈ ML (S)� ����� �� � ���#��
��� �
 	������ X �� � �������� 
� �
�� 8������ ������� Y = gr−1

λ (X)
��
�� λ� ��
 	������ �� ��� 
	�����
� 
� ���
������ Y ��
� ��� 	���
(λ, X)�

�� ���� �� 	�������� ���������
 �� ��� 	������ ��	 ���� ��� �������
X �� ,5�
� ����� ��� ��	 λ �→ prλ X ��
� ML (S) �
 T (S)� ���
��� *�*

�������� ��� ����	�
��� ������
� 
� ���� ��	 �� ����� 
� ��� �
��
����
��
����� 
� X� ����� ��� ���	� 
� ���� ��	 �� �5����� ��� 	������� 
�
X ��
�� ��� �������� ��	� ��� �
�����
�� �5�����
� 
� ��� �
���� �

� �
��
�
�	���� 
� PML (S) ���
 
�������� ��� ��
���� 
� � ,��� 
�
gr : ML (S) × T (S) → T (S): ���� �� ��� �
����� 
� ���
��� *�2�

�������� ��
 	������ ��� ���
 ������
 �
 CP1����������� 
� ���������
����� ��
������ ���������� �

���
 
� (CP1, PSL2(C))� ���� CP1 ������
���� ��� �� ��
������� �
��
���� ���������� ��
 ���� ��� 
��
�����
�



���� !"�# $��"!"�# �"�  %& �" !$'��( ��$ ��

�	��� P(S) 
� �����
 CP1��������� 
� S ��� � ������� 	�
(����
� ��	
π : P(S) → T (S) �
 ����������� �	����

������
� ����

���
 �� �5�����
� 
� �������� ���� 	�

���� �
�	��5
	�
(������ ���������� -���  %�!�  ���!/� ��
 ��
��
 ���� ��� ���������
��	

Gr : ML (S) × T (S) → P(S)

�� � �
��
�
�	����� ��� �
�	
����
� 
� ���� 	�
(������ �������� ��	
���� ��� 	�
(����
� π ����
� ��� �
��
���� �������� ��	 
�������
 ��
���
����� π ◦ Gr = gr� ���� ��� ,��� P (X) = π−1(X) ⊂ P(S) 
��� X ∈
T (S) �
����	
�
� ��� Gr �
 ��� ,��� 
� ��� �
��
���� �������� ��	0

Gr−1(P (X)) = gr−1(X).

.		����� ���� 
��������
� �� ��� ���� ���
��� *�6 �� � ����������� 
�
���
��� *�2 �� ��� �������� 
� CP1 ��
������

&� '��!�� �"  ������ ��� 0�������� ��1�������"�

7�� ���
� 
� ��� 	������ ��	 ���� ������ 
� ��� �
���	���� ��	 ��
� ���
�
��� �
� ��� ����
��� ��	 �������
��� 	�
���� -����� ������$���
������ �� � ����� �
�
�
	� �����/� "� ���� �����
� �� �
����� 
�,����
��
��
 ������
��
 �������� ��#����
 �
� ���� �������
��� ���������

1�5 � ��	���
��� 8������ ������� X ��
 ��� S(X) 
��
�� ��� �	��� 
�
���������� �
�	��5������
 #��
����� �
��� 
� TX� . �
�� β ∈ S(X)
��� �� 
��
�	
��
 ���
�
��� �
 ��� �
�	��5 ��������� 
� X� �����

β = β2,0 + β1,1 + β0,2

����� βi,j �� � ��������� �
�� 
� ��	� (i, j)� ���� |β1,1| �� � �
��
����
������ 
� X� ����� ��� �� ��
���� 
� �� � F�������� �������G 
� |β|�

|β1,1(v)| =
1
2π

∫ 2π

0
|β(Rθv, Rθv)|dθ,

����� v ∈ TxX ��
 Rθ ∈ Aut(TxX) �� ��� �
����
� �� ����� θ 
�,��

�� ��� �
��
���� ��������� 
� X� ��� ���� 
� X ���� ���	��� �
 |β1,1|�
���� �� �� ,����� 
�,��� � ������� L1 �
��

‖β‖L1(X) =
∫

X
|β1,1|,

����� �� ���� ���������� �
 ‖β‖1 �� ��� 

���� X �� ,5�
� �� ���
 ����
‖β‖1 ��� ������ 
� β�

�� ����� S2,0(X) �
� ��� �	��� 
� ����
����� �
������� ������������

� X� ����� ��� ��
�� #��
����� �
��� φ ∈ S(X) ���� ���� φ = φ2,0�
������ S2,0(X)� ����� �� ��� �	��� Q(X) 
� �������	��� �
������� ����
����������� ����� �
�
�
�	��� �����
�� 
� K2

X � �� ��� 8�������8
�� ����

���� �� X �� �
�	��� ��
 ��� ����� g� dimC Q(X) = 3g − 3�



,�� �� �����

1�5��� � �
��
���� ������ σ ���
 ���
�� �� �
 
�,�� ��� ���� �������
���
��

UTX = {(x, v) ∈ TX | ‖v‖σ = 1} ,

�� ����� ���� ��� �����	������
� 
� β1,1 �� ��� �������� ������� 
� β ����
�
��
���� �5	�����
� �
� ‖β‖L1(X)0

‖β‖L1(X) =
1
2π

∫
X

∫
UTxX

|β(v)|dθ(v)dσ(x).

���  �	� ����������� Φ(β) 
� β ∈ S(X) �� ��� (2, 0) 	��� 
� ��� 
��
�
�	
����
��

Φ(β) = β2,0,

����� -��
�� ���� Φ(β)/ �������� ��� ������� 
� β �
 �� �
�	������ ����
��� �
��
���� ��������� 
� X� 1
� �5��	��� ����� �� � ������
� b : X → C

���� ���� β = bσ �� ��
 
��� �� Φ(β) = Φ(β) = 0�
3�� f : X → (M, ρ) �� � ��

�� ��	 ��
� X �
 � 8���������

�����
�
 (M, ρ)� ���� ��� ������ E (f) ��
 &
	� 
�%�������� Φ(f) 
� f
��� 
�,��
 �
 �� ��
�� 
� ��� 	������� ������ f∗(ρ)0

E (f) = ‖f∗(ρ)‖1 =
∫

X
|f∗(ρ)1,1|

Φ(f) = [f∗(ρ)]2,0.

-*/

����� f∗(ρ) �� � ���� #��
����� �
��� �� 	
���� ����� Df �� �
�
���������
f �� �
��
���� �� ��
 
��� �� Φ(f) = 0� ���� E (f) �� � ������� 
� ���
������� ���������� 
� ��� ��	 f � ����� Φ(f) ���
�
� ��� ����
��
	��

+� �������� !�"������� ��� �#� ����(���"  �(

"� ���� �����
� �� ����H� ������ ��� �
����,����
�� ������� ��� �	����

� �������
 �
�����
��� �������
 ��

���� ��������
��� ��
 �
�
�
�	���
#��
����� 
�%��������� 
� � �
�	��� 8������ �������� �� ���� ��� �����
�
����,����
�� �
 
�,�� ��� ����	

�� ��	 
� ��� �	��� 
� �������

��������
���

. �������
 �
�����
� 
� S �� � �������� �
�����
� F -����� 
�� ����
��
����
 k�	�
���
 �������������/ ��
 �� ���������� 
� � �
��� ����
���� �
 ���� ���������� ��� �� � ������ �
�	������ ���� ���������������
	��������� ��
�
	�� . 
������
 
�������
� 
� �������
 �
�����
�� ��� ��
�
��
 ��  ���!� ��� �
����
� MF (S) �� ���
 �
� ��� #�
����� 
� ��� ���

� �������
 �
�����
�� �� ��� �#��������� ������
� ��������
 �� ��
�
	�
��
 ��������
 �
��� -����� �
���	���� ������ �
�������� �������������/�

��� ��	���� �5��	�� 
� � �������
 �
�����
� �
��� ��
� � �
�
�
�	���
#��
����� 
�%�������� φ ∈ Q(X)� ��� �������
 �
�����
� F (φ) 
�����
����
 �� φ �� ��� 	������� 
� ��� �
��$
���� ���� �
�����
� 
� C ��
��
���������
� 
� ��� �
����� 
�,��
 �
�
�
�	��� 1��
��

√
φ� �#�����������

� ����
� v ∈ TxX �� ������� �
 F (φ) �� ��
 
��� �� φ(v) > 0� ���



���� !"�# $��"!"�# �"�  %& �" !$'��( ��$ ,�,

������� 
� ������������ �� 
������
 �� ����������� ��� ������ �������
| Im√

φ|�
��� �
�����
� F (φ) �� �����
 ��� ����!����� ��������� 
� φ� �����√−φ = i

√
φ� F (φ) ��
 F (−φ) ��� 
���
�
���� ��
 F (−φ) �� �����


��� 
������� ��������� 
� φ�
&�����
 ��
 '���� 	�
��
 ���� �������
 �
�����
�� ��
 #��
�����


�%��������� ��� ����������� �#�������� �
��
��0

�#���� +�� -&�����
 ��
 '�����  ��!/� ��� ���� ν ∈ MF (S)
�� ����
��� ���������� ��� X ∈ T (S) ����� �� � 
���
� �������	���
�
������� ����������� φX(ν) ∈ Q(X) �
�� ����

F (φX(ν)) = ν.

�
���������� ��� ��	 φX : MF (S) → Q(X) �� � ��������	�����

I
�� ���� ��� ���������� ������� 
� φ ∈ Q(X) �� 
�,��
 �����
√

φ�
��
 �
 �
� c > 0�

F (cφ) = c
1
2 F (φ).

.� � ������� ��� &�����
�'���� ��	 φX ��� ��� �
��
���� �
�
�������
	�
	����0

-2/ φX(Cν) = C2φX(ν) �
� ��� C > 0.

7�� ��� ���
 ���� �������
 �
�����
�� �� 
�%��� �����
�� 
� ����
����
 ��������
��� �� ���� ����� �������
 �
�����
� �� ���
�����
 �
 �
���#�� �������
 ��������
� ���� ��� ���� ����������
� 	�
	������ -�
�

������ ���  ��2!/� ���� ��
���� � �
��
�
�	���� ������� MF (S)
��
 ML (S)� =���� ���� �
��
�
�	���� ��	�������� �� ��� �
���
��
��� &�����
�'���� ��	 φX �
 ���� 

���� ML (S)� ��
 �� ����� Λ
�
� ��� ��������

Λ : Q(X) → ML (S).
�� ��� ���
 ��� Λ �
 �����	
�� ��� ������ ���
����
� φ �→ (−φ) 
�

Q(X) �
 �� ���
������ �
��
�
�	���� iX : ML (S) → ML (S)� �����

iX(λ) = Λ(−φX(λ)).

����� F (φ) ��
 F (−φ) ��� 
���
�
��� �
�����
��� �� ��� ���� λ, µ ∈
ML (S) ��� ���������� ���� ���	��� �� X �� iX(λ) = µ�

��� ��������� �
��
�
�	���� 
�	��
� 
� X ∈ T (S) �� �� ���������
���� (��� �� ��� 
���
�
������ 
� �
�����
�� 
� ������� ����
�� 
�	��
�

� ��� ��
��� 
� � �
��
���� ����������

����� Λ �� �
�
����
��� �� ���
 ��
���� � �
��
�
�	���� �������
	�
(������ �	����0

Λ : P+Q(X) = (Q(X) − {0})/R+ → PML (S) = (ML (S) − {0})/R+.

���� �� 
����� �� ���
����
� iX : PML (S) → PML (S) ���� �� �
	
�
��
������ �
�(����� �
 ��� ����	

�� ��	 (−1) : P+Q(X) 	 S2n−1 → S2n−1�
�� ���� iX ��� ����	���� ��
��
���� ���� ���	��� �� X�



,�� �� �����

3� R4����� !��  ������� "� �������� ��� !�"�������

.� R����� -
� ���� ����/ �� � �
�	���� ��

���� ������ �	��� �� �����
����� �� � ���#�� ����

�
 	��� (
����� ����� 	��� 
� 	
����� ��
 ����
���� 	��� �� ��
������ �
 �� �������� �� R� ���� R������ ����� ���������
�� ��� �
���5� 
� �������
 �
�����
�� 
� ��������� �� �� �
� 
�������
-�
� � 
������
 ���������� ���  %�(!/�

3�� F ∈ MF (S) �� � �������
 �
�����
� 
� S� ��
 ���� F �
 � ����

����
 �
�����
� F̃ 
� ��� ��������� �
��� S̃ 	 H2� D�,�� � 	���

������
dF 
� S̃�

-6/ dF (x, y) = inf {i(F̃ , γ) | γ : [0, 1] → S̃, γ(0) = x, γ(1) = y}
����� i(F̃ , γ) �� ��� ����������
� ������ 
� � ���������� ��� γ ���� ���

�������
 �
�����
� F̃ �
��� #�
����� ������ �	��� TF = S̃/(x ∼ y �� dF (x, y) = 0) �� ��

R����� ��
�� ��
����� ��	� 
�	��
� 
��� 
� ��� ������� �#���������
����� 
� F � .����������� TF �� ��� �	��� 
� ������ 
� F̃ ���� ������
��
���
 �� ��� ���������� �������� ����� �� �
���
�� ��� 
� ��� ������
���� ������� ��
� � �������� 	
��� 
� F̃ �
 �� � ������ 	
��� 
� TF �
��� ����
� 
� π1(S) 
� S̃ �� 
��� ������
�����
�� 
�����
� �
 �� ����
�

� TF �� ��
�������: �� ����� �� ��
��4� ���
���� ����� ���� ��
������
����
� 
� π1(S) 
� �� R����� ���������� � �
�
��������� �
�
���
� -�����
��
 �������/ ������ �� ���� ��� -���  �.�!� ���
  ��!�  
��!/�

"� F �� � �������
 �
�����
� ���
�����
 �
 ��� �������
 ��������
� λ�
���� ��� ��������� R����� Tλ ���� ������ dλ �� �����
 ��� �
�� R����� 
� λ�
1
� �5��	��� ���� λ �� ��		
���
 
� � ������ 
� ���	�� ��
��
 �������
��� R����� Tλ �� �������� � ���	������ ���� 
� ��,���� ������� ���� 
��
�����5 �
� ���� ���� 
� � �
�	��������� ����
� 
� λ �
 S̃� ��
 ����� ��
�
�� �
�������� ��
 �
(����� �
�	��������� ����
�� ��� ������ �#���
�
 ��� ������ 
� ��� ��

���� ���� ��	������ �����

. ������ ��������$���
� 
� ���� �
��������
� ������ ��������� �� ��� �
��
��5� 
� ��������� ��� �������� �
��� A = κ−1(λ) ⊂ grλ Y ��� � �������
�
�����
� FA �� �����
��� ��

����� ���� ��	 ��
���������� 
��
 λ� ����
� ���������� ������� ��
���
 �� ��� �����
��� ������ �� ��� 
���
�
���


������
�� ��� ���
�����
 	���

������ 
� g̃rλ Y �

dFA
(x, y) = inf {i(F̃A, γ) | γ : [0, 1] → g̃rλ Y , γ(0) = x, γ(1) = y},

����
� � #�
����� R����� ��
������ �
 Tλ ��
 � ��	

κ̂ : g̃rλ Y → Tλ,

����� �� ���� ��� ��������	���� ��	� ����� ��� �
���	���� ��	 κ :
grλ Y → Y �
�	������ ��� ������ ������
 	��� ���� �
 ��� ��

���� ��	�
������������ ��� �
��
���	���� ��	 �
���	��� ���� �
������
 �
�	
����



���� !"�# $��"!"�# �"�  %& �" !$'��( ��$ ,��


� (g̃rλ Y − Ã)� ��� ��� �
�	������ 
� ��� ������
 	��� 
� g̃rλ Y � ��
 ����
���� 
� FA �
 � ������ 	
����

5� ��� ����  �(� �� ���!���� ��� R4�����

�� �
� �
���
�� ��� ����
��� ��	� �������
��� 	�
����� ����� ,�
���
�������� 	
���� 
� ��� ������ ������
��� E (f) �
� ��	� f : X → (M, ρ)
��
� � 8������ ������� X �
 � 8��������� �����
�
 M � "� )6� ��

�,��
 ��� ������ �
� ��

�� ��	�� ��� ��� ������� ������� �� �����
�
 �
�� ���� ��� ������ ������
��� �� ��� �
�
��� �	��� W 1,2(X, M)

� ��	� ���� L2 
���������
��� 
���������� -���  %��! �
� 
������/� ���
��	� �� �
���
�� ��� 3�	�����$� ����� 
�%���������� ���
�� �����������
�
 ����� �� �
 ��������� �� 
�� 
�,����
���

. �������� 	
��� 
� ��� ������ ������
��� E : W 1,2(X, M) → R≥0 �� �
�������� ��	: �� �� ���� �
 ��
� ���� ��� &
	� 
�%��������

Φ(f) = f∗(ρ)2,0

�� �
�
�
�	��� -Φ(f) ∈ Q(X)/ �� f �� ����
���� "� 	���������� ��� ��5�
���� ��
 ������� ������� 
������
�� 
� � ����
��� ��	 ��� �����$�
 �� �
	��� 
� 
���
�
��� �
�����
�� �� �������� ����� �� ��� �������� �����
���
������ |Φ(f)|�

1
� ��� 	��� 
� �
�	��� ��	���
��� �������� X, Y ��
 �
�������� �
�
�
�
	� ����� 
� ��	� [f ] : X → Y � ����� �� � ���#�� ����
��� ��	
h : X → Y ���� �� ��

�� ��
 �
�
�
	�� �
 f : ��������
��� h ������$��
������ ��
�� ���� ��	�  ���!� "� 	���������� �
� ���� X, Y ∈ T (S)
����� �� � ���#�� ����
��� ��	 h : X → Y ���� �� �
�	������ ���� ���
��������: 
�,��

E (X, Y ) = E (h : X → Y ).
1
� ��� 	�

� 
� ���
��� *�* �� ���� ���
 ���
 �
 �
���
�� ����
���

��	� ��
� 8������ �������� �
 R������� ��� ���� ���������� �
� ����
���
�� ��� ��� 	�	��� 
� �
�� - �$!�  �&!�  �+!/: � ���� �
�� ����
���� ���
�� 
� ����
��� ��	� �
 ������ �	���� �� 
�������
 �� ;
������
��
 ���
�� ��  %��! ��
  %�$!� ��� R������ ��
 ����
��� ��	� ��
�
���
�� ���� ����� ��
� ������ 
� ��	� �
 
����������� ��	���
��� ����
�����: ���� ��� �		�
	����� �
��
� 
� �
���������� �
�� ��� ��
�� ����
�� R����� ����� ��� ������ �� �5������
0

�#���� 5�� -�
��  �$!/� ��� Yi ∈ T (S) ��� µ ∈ ML (S) ��
�
�� ���� Yi → [µ] ∈ PML (S) �� ��� ��
����� ���	����"������� ����
����� ��������� ��� ��	������� ������� ρi �� Yi �		��	�������� ��� ���
����

�� 
��
����� ��
����� ������ �	���� (Ỹi, ρ̃i) ���
����� �� ��� ��
�
������
�����
� �
����� ����� �� ��� R����� Tµ�

��� �#��������� ��
�
��&���

�% �
	
�
�� �� � ������� ������� ��
����� �
 �
���
�� �
��������� 
� ������ �	���� �#��		�
 ���� ��
����
��� ��
�	 ����
��� ��� �		������
� 
� ���� �
	
�
�� �
 ��� ������
�



,�� �� �����

�
�	����,����
� �� 
�� �
 9�����  ���!: �
� 
���� 	���	������� 
� ���
�
������
� ������� R������ ��
 ����������� ���
��� ���  *��!�  ��!�
 '�!�

��� ���
�� 
� ����
��� ��	� �� ������
�	��
 �
 ���� ��������$���
�
��
� ��

�� �������� �
 ������ �	���� ���� R������: �
� �5��	��� ���
�
��������� ��������� 
� ���
��� @�* ��� �� �5���
�
 �
 � ������ 
�
����
��� ��	� ��
� � ,5�
 8������ ������� X0

�#���� 5�$ -�
��  �$!/� ��� X ∈ T (S) ��� λ ∈ ML (S)� ���
πλ : X̃ → Tλ ������ ��� 	��#������ ���� ��� ���
�� �� F (φX(λ))� �����
φX(λ) �� ���  
������$��
� ����������� ��� λ� �����

*/ πλ �� ��������� ������� ���� �� 	
��� ���% ����� �� ���
�� �
���

����� �� Tλ �� ����� �� �
��������� �
������� �� X̃�
2/ &� Yi ∈ T (S) �� � ���
���� �
�� ���� Yi → [λ] ∈ PML (S)� ���� ���
����� h̃i : X̃ → Ỹi �� ��� �������� ��	� ���
���� �� ��� ��
�
������

�����
� �
����� ����� �� πX : X̃ → Tλ�

'��� ���� ��� ���� 
� ��	� ������� 8������ ��������� �� �� �
�� ����
���� �
 �
�� ���� ��� ������ ������
��� 
� � �
�
��� �	��� W 1,2(X̃, Tλ)

� �#��������� ��	� ���� L2 
���������
��� 
����������� ��
 ����� ��

���� �
  %��! �
� 
������� ����� ��� ��	� �� �
���
�� ��� 3�	�����$�

�� 
�,����
�� ��� ������ dλ 
� Tλ �� ��
������ �
 ��� ����
��
 ���
���
��� ������ 
� R ��
�� ���� ��

���� �������� ���� ��� 	������� 
�
���� ������ ��� �� �#��������� W 1,2 ��	 f : X̃ → Tλ �� � �����
�,��

-	
������ 
���������/ #��
����� �
�� 
� TX̃ ����� �� ��������� ��
��
��� ����
� 
� π1(X)� ���� ���
�� �� �
 
�,�� ��� ������ E (f) ��
 &
	�

�%�������� Φ(f) 
� ���� �� �#��������� ��	 �� ��� L1 �
�� ��
 (2, 0)
	��� 
� ��� ��
���
 #��
����� �
�� 
� TX�

1
� ����� ��� �� ���
�
 ��� �
��
���� ���������
�� �������� ��� &
	�

�%�������� ��
 ������ 
� ��� 	�
(����
� πλ ��
 ��� &�����
�'����

�%�������� φX(λ): 
������ ��� �� �
��
 ��  �$!�

��  � 5�&� ���  �	� ����������� �� πλ : X̃ → Tλ ��

Φ(πλ) = −φX

(
1
2
λ

)
= −1

4
φX(λ),

��� ��� ������ �� πλ �� ��
�� ��

E (πλ) =
1
2
E(λ, X) =

1
2
‖φX(λ)‖1

����� E(λ, X) �� ��� �������� ������ �� λ �� X�

6� ����), ��� )��!���)

"� ���� �����
� �� ������ ��������4� �
�	�����
� 
� ��� ������ 
�
��� �
���	���� ��	 ��
 
������ ��� �
���#������ �
� �������� ��
 	����
���� �������� ���
 ���� ������ �
�	�����
� �
 ��
� ���� �
� ����



���� !"�# $��"!"�# �"�  %& �" !$'��( ��$ ,�)

λ ∈ ML (S)� �������� grλ : T (S) → T (S) �� � 	�
	�� ��	 
� ���
��������� �	����

��  � 6�� -��������  ���!/� ��� X = grλ Y � ����� X, Y ∈ T (S)
��� λ ∈ ML (S)� ��� ��� h ������ ��� �������� ��	 h : X → Y
���	������ ���� ��� ���%���� (��� ��
� ������	�� �� κ : X → Y )� ����

1
2
�(λ, Y ) ≤ 1

2
�(λ, Y )2

E(λ, X)
≤ E (h) ≤ 1

2
�(λ, Y ) + 2π|χ(S)| = E (κ),

����� �(λ, Y ) �� ��� ��	������� ������ �� λ �� Y � ��� E(λ, X) �� ���
�������� ������ �� λ �� X�

��� ��

�� 	��� 
� ��������4� ���#������� �����

1
2

�(λ, Y )2

E(λ, X)
≤ E (h)

�� 
�� �
 '������ ��
 �
�
� �
� ��� ����
��� ��	 ������� ,���������
8������ �������� 
� ��� ���� ��	� ��
 ��� �������
 ��������
� λ
 ���!�

�� ���� ���
 ���
 �
 ��
� ��� ������ 
� ��� �
��
���	���� ��	� �����
�� ������ �
�	���
 ����� ��� ���� ����

 �� ��  ���!0

��  � 6�$� ��� X = grλ Y � ����� X, Y ∈ T (S) ��� λ ∈ ML (S)�
���� ��� ������ E (κ̂) �� ��� ��������	���� ��	 κ̂ : X̃ → Tλ �� ��
�� ��

E (κ̂) =
1
2
�(λ, Y ).

'����� 7� ��� �������� �
���� �
�� ��� �
���	���� ��
 �
��
���	����
��	� ��� �
����� �

���
 
� ��� 
���
�
��� 	�
(����
� 
� � �����
���
	���� 
��
 � ��

����� ���� ��� �
��
���� 	���� 
� ��� 	������� �������
���
�����
 �
 ��� �
���	���� ��
 �
��
���	���� ��	� ��� �
������� 
� ���
�������� �
���� �����

[κ∗(ρ)]1,1 = [κ̂∗(ρ)]1,1.

7� ��� ������
�� 
� ��� ������� -��� ��	���
��� 	���/� ��� 	�������
������ ��� ��� �
��
���	���� ��	 �� $��
� ����� ��� �
���	���� ��	 �� ��
��
����� ����� ��� ������ 
�%������ �� ������
�� ��� ��	���
��� ���� 
�
Y �

E (κ) = E (κ̂) + 2π|χ(S)|,
��
 ��� ����� �
��
��� #���
�

"� �� �� ����
���� �
���#����� 
� 3���� A�* ���� ��� ��� �
���	����
��	 ��� ������ ���� ��
�� �
 ���� 
� ��� ����
��� ��	0

'���""��, 6�&� ��� h : grλ Y → Y �� ��� �������� ��	 ������	��

�� ��� �����	���� ��	 κ� ����

E (h) < E (κ) ≤ E (h) + 2π|χ(S)|.
(��� ���� ��� �������� �� ��� ����� ���� ���� �� ����	������ �� Y ∈ T (S)
��� λ ∈ ML (S)�



,�� �� �����

1
� 
�� 	��	
���� ��
���� ��	
����� �
���#������ 
� 3���� A�* ��
� ������
����	 ������� ��� ��	���
��� ������ 
� ��� �������� ��������
�

� Y ��
 ��� �5������ ������ 
� grλ Y 0

��  � 6�+� ��� X = grλ Y � ����� Y ∈ T (S)� ���� �� ��
�

�(λ, Y ) = E(λ, X) + O(1)

����� ��� ��	����� �������� ��	���� ���� �� |χ(S)|�
'����� ��� �
��� �
��


�(λ, Y ) ≥ E(λ, X)

�� ����
���� ��
� ��� ��������
 ��
� 
� ��� ���#������ 
� 3���� A�*� ��

�� ���
 ����

1
2

�(λ, Y )2

E(λ, X)
≤ 1

2
�(λ, Y ) + 2π|χ(S)|

��
 ������
���
�(λ, Y )2

1
2�(λ, Y ) + O(1)

≤ E(λ, X).

�
����� �
� �(λ, Y ) ����
�

�(λ, Y ) ≤ 1
2
E(λ, X) +

1
2
(E(λ, X))1/2(E(λ, X) + O(1))1/2

= E(λ, X) + O(1).

#���
�

=���� 3���� A�2 ��
 ���� �
�	����
� ������� ��	���
��� ��
 �5�
������ ������� �� ,�
 ���� ��� ������ 
� ��� �
��
���	���� ��	 �� ��
��
�
 ���� 
� ��� ����
��� 	�
(����
� -��� E
�
����� A�6/0

'���""��, 6�3� ��� πλ �� ��� �������� 	��#������ ���� X̃ = g̃rλ Y
�� ��� R����� Tλ� ��� κ̂ ��� ���������� ��������	���� ��	� ����

E (πλ) < E (κ̂) ≤ E (πλ) + 2π|χ(S)|.
1������� �� � �
�	������ �
 ��������4� ������ 
� ��������� �� ��� ���

����� ������ �
�	�����
�� �
 ��
� ���� ��� 	������ ��	 ���� ����	
���
X �� 	�
	��0

��  � 6�5� ��� ���� X ∈ T (S)� ��� 	�
���� ��	 ���� ����	����
X� �����

pr(·) X : ML (S) → T (S)
�� 	��	���

'����� ��		
�� 
� ��� �
������ ���� λi → ∞ ��� ��� ��#����� Yi =
prλi

X ������� �� � �
�	��� ������ 
� ����������� �	���� ���� �(λi, Yi)
→ ∞ ��
 �� 3���� A�*�

E (hi) ≥ 1
2
�(λi, Yi) → ∞,
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����� hi : X → Yi �� ��� ����
��� ��	 �
�	������ ���� ��� ���������
7� ��� 
���� ���
� � ������ 
� �
�� -���  ��!/ ������ ���� �
� ���

,5�
 X ∈ T (S)� ��� ������ E (X, ·) �� � 	�
	�� ������
� 
� T (S)� �����
E (hi) → ∞� �� �
����
� Yi → ∞� ����� �� � �
����
����
�� #���
�

7� ��(! ��1�������"� ��� )��!���)

�� ���� ���
 �
 �
���
�� �
� 
��� ��� ������ ��� ���
 ��� &
	� 
���
���������� Φ(κ) ��
 Φ(κ̂) ���
�����
 �
 ��� �
���	���� ��
 �
��
���	����
��	� 
� � ������
 �������� "� 	���������� �
� ��� 	�

� 
� ���
��� *�*� ��
���� ��� � ������
����	 ������� ����� 
�%��������� ��
 ��� �������� �����
����
�� "� ���� �����
� �� ��������� ���� � ������
����	� ����� �

�������
�
�� ��������� ������ ���� ����� ������� ��� #��
����� 
�%��������� ��
��
�
���
�����
� ��� �
� �
�
�
�	����

1
� �
�
�
�	��� #��
����� 
�%��������� φ, ψ ∈ Q(X)� ��� ����������
�
������ 
� ����� �������
 �
�����
�� ��� �� �5	�����
 �� ����� 
� ���

�%��������� -���  ���!/: 
�,��

ω(φ, ψ) =
∫

X

∣∣∣Im(√
φ
√

ψ
)∣∣∣ .

����

i(F (φ), F (ψ)) = ω(φ, ψ).

&
������ ��� #������� ω(α, β) ����� ����� �
� L1 #��
����� 
�%���������
α ��
 β� �
�
�
�	��� 
� �
��

����� � ���������� 
�%�������� α 

�� �
� 
�,�� � �������
 �
�����
��
�� 

�� ���� � ����!����� ���� "��� L (α) �
�������� 
� 
������
�� v ∈ TX
���� ���� α(v) > 0� ���� ω(α, β) �������� ��� ������� ������������
��� -���� 
� ����� ��� �����/ ������� ��� ���� ,��
� L (α) ��
 L (β)�
�������
 ���� ���	��� �
 ��� ������� |α|1/2|β|1/2�

I
� �
���
�� ��� �
���	���� ��	 κ : X → prλ X� ��
 �
� ���	������
��� �� ,��� ��		
�� λ �� ��		
���
 
� � ������ ���	�� ��
��
 ��	���
���
��

���� γ ⊂ prλ X� ����� λ = tγ� ���� ��� �������� �
��� A ⊂ X �� ���
�����
��� �����
�� γ × [0, t]� ��
 ��� �
���	���� ��	 �� ��� 	�
(����
�

��
 ��� ��

���� γ� J��� �� ��� &
	� 
�%�������� 
� ��� 
���
�
���
	�
(����
� 
� C 
��
 R ��

Φ(z �→ Re(z)) = [dx2]2,0 =
1
4
dz2,

��� &
	� 
�%�������� 
� κ 
� A �� ��� 	������� 
� 1
4dz2 ��� �
��� �����
���

������ ���� ���� 	�������� 
� γ �
 �
��$
���� ������ ���� 
�%�������� ��
�
�
�
�	��� 
� A� ��
 �
����	
�
� �
 ��� �������
 �
�����
� 1

2λ� ����
��� �����
��� ������ 
� A� ����� �� ��� ���������
� 
� ��� ������
�
������ 
� X� �� ����� �� |4Φ(κ)|�

7� ��� �
�	������ 
� ��� �������� �
���� ��� �
���	���� ��	 �� �
��
��
��� ��
 ���� ��� &
	� 
�%�������� �� $��
� ������
�� Φ(κ) �� � 	��������



,�+ �� �����

�
�
�
�	��� 
�%�������� 
� X ��
�� �
��$
���� ���� ,��
 �� ��� �������
�
�����
� 
� ��� �������� �
��� �� 	�������� 
� ��� �������� ��������
��
���� ���� 
� ��� ������� 
� λ� ���� �������� �5���
� �� �
�������� �

��� ���� 
� � ������� ��������
� λ ∈ ML (S)�

"� �
��
�� ���� ��� ���� ,��
 L (Φ(κ)) ��	������� ��� �������
 �����
����
� 1

2λ� �� ���� �
� ��� ψ ∈ Q(X)�

-?/ ω(Φ(κ), ψ) =
1
2
i(λ, F (ψ)).

�� ������
�� ��� ��� �
����
�

ΦX(λ) = Φ(κ : X → prλ X)

�
� ��� &
	� 
�%�������� 
� ��� �
���	���� ��	� ����� �� �
������ ����
φX(1

2λ) �� ���� �� �� � #��
����� 
�%�������� ��
�� �
�����
� �� � 
������

������
 ��	����������� �
� ��� �������
 �
�����
� ����� 
� 1
2λ� ��� &
	�


�%�������� ΦX(λ) �� �
� �
�
�
�	���� �
������ ��
��� �� ���� ����� ���
-)*+/ ���� �� �� ������ �
�

1
� �
�� �� ���� ���	�� ��
� ���� L1 �
��������� 
� &
	� 
�%���������
ΦX(λ) �
 � �
�
�
�	��� ����� ��	���� �
��������� 
� ��� ��������
�� λ0

��  � 7��� ��� X ∈ T (S) ��� λi ∈ ML (S)� &�

[ΦX(λi)] → [ψ], ����� ψ ∈ Q(X)

����

[λi] → [F (ψ)] ∈ PML (S).

 ��� [ΦX(λi)] �� ��� ����� �� ΦX(λi) �� PS2,0(X)�

'����� 1����� �� ��� ��

�� ci > 0 ���� ����

c2
i ΦX(λi) → ψ.

"� �� ���� ��
�� ���� ����� ��� ,������ ���� ���	�� ��
��
 ������
νk� k = 1 . . . N � �
���
���
 �� �������
 ��������
�� ���� ���� �������
���� ���� ��� ��	 I : ML (S) → RN � 
�,��
 �� I(λ) = {i(λ, νk)} ��
� �
��
�
�	���� 
��
 ��� ������ 8����� ���� φX(νk) ∈ Q(X) �� ���
���#�� �
�
�
�	��� #��
����� 
�%�������� ���������� F (φX(νk)) = νk�

����� ω(·, νk) : S2,0(X) → R �� ���
����� � �
�����
�� ��	� �� �
��
���
� ��
� -?/ ��
 ��� ��	
������ ciΦX(λi) → ψ ����

ω(c2
i ΦX(λi), φX(νk)) =

ci

2
i(λi, νk) → 1

2
i(F (ψ), νk)

��
 ������
�� ciλi → 1
2F (ψ)� #���
�

��� �
������
� ������� ��� &
	� 
�%�������� ΦX(λ) ��
 ��� ������
�
������ ���
 ���
�� �� �
 �
�	��� ��� �
�� ��
 ������ �� �
 ��� �5������
������ 
� λ0



���� !"�# $��"!"�# �"�  %& �" !$'��( ��$ ,��

'���""��, 7�$� ��� L1 ���� �� ΦX(λ) �� ��
�� ��

‖ΦX(λ)‖1 =
1
4
�(λ, prλ X) =

1
4
E(λ, X) + O(1).

'����� �� ���� ���� ���� |4ΦX(λ)| ��
���� ��� ������
� ������ 
�
��� ������
 	��� A ⊂ X ��
 �� $��
 ���������� ��� ���� 
� A ����
���	��� �
 ��� ������
� ������ �� �(λ, prλ X)� ��
 ������
���

‖ΦX(λ)‖1 =
1
4
�(λ, prλ X).

7� ��� 
���� ���
� �� �
��
�� ��
� 3���� A�? ����

�(λ, prλ X) = E(λ, X) + O(1).

#���
�

�� ��� �		�� ��� ���� �������� �
 ��� &
	� 
�%�������� 
� ��� �
�

�
���	���� ��	 κ̂ : G̃rλ Y → Tλ� ��
��� ��� �
��
���	���� ��	 ��

�,��
 
� ��� ��������� �
��� 
� ��� ������
 �������� ��� &
	� 
�%���
������ �� ��������� ��
�� ��� ����
� 
� π1(S) ��
 ������
�� 
�����
� �
 �
���������� #��
����� 
�%�������� Φ(κ̂) ∈ S2,0(X)�

��� �
��
���	���� ��	 κ̂ �� 	�������� �
������ 
� ��� �
�	������

� ��� �������� �
���� �
 -���� Φ(κ)/ ��� &
	� 
�%�������� �� �
���������
$��
 ������ ������ ��� �������� �
��� �� �� �

���
 
� ��� 
���
�
���
	�
(����
� 
� C 
��
 iR -����� ��� ������ 
� FA �
����	
�
 �
 �
��$
����
����� �� C/� �����

Φ(z �→ Im(z)) = [dy2]2,0 = −1
4
dz2,

�� �
����
� ���� ��� &
	� 
�%��������� Φ(κ̂) ��
 Φ(κ) ��� ��������� �����

->/ Φ(κ̂) = −Φ(κ) = −ΦX(λ).

�� ��.� ��� ������
����	 ������� κ ��
 κ̂ ��
 ����� &
	� 
�%�����
����� �� ����������� 
� ��� F������� ���	����
�G ������#�� ����

���
 ��
�
��: �
� 
������� ���  �3!�

8� '��2��)���� �� �#� #�� ����  �(

�� ���� ��� ��� ���� ���� ��� �
���	���� ��	 ���
�����
 �
 � ������

������� �� ������ ����
��� �
 �5����� � ��������� ����
��� ����� ��	
���� ������ �� �� R������ "� ���� �����
� �� �
�����$� ��� �
�
���
�� 
� �
��#����� 
� ��	� ���� ���
�� �� �
 ��� ���� ����� �
��������
� ��
 	�
��
��� ���� ��������� ������ ��
�� �
����������

3�� X, Yi ∈ T (S) ��
 ��		
�� Yi → ∞: ��� ρi 
��
�� � ��	���
���
������ 
� Yi� ��
 hi : X → Yi ��� ����
��� ��	 -���� ���	��� �
 ρi/
�
�	������ ���� ��� ���������



,,� �� �����

�� ��� ���� � ��#����� 
� ��	� fi ∈ W 1,2(X, Yi) �
�	������ ���� ���
�������� 
� X ��
 Yi �� � ������!��� ���
���� ��

-@/ lim
i→∞

E (fi)
E (hi)

= 1.

����� ��� ����
��� ��	 hi �� ��� ���#�� ������ ������$�� �� ��� �
�
�
�
	� ������ � ������$��� ��#����� ����	�
������� ������$�� ������� "�
���� �����
� �� ���� ��
� ���� ��� ������$��� ��#������ ���� ��� ����
����	�
��� ������
�� �� ���� ����� &
	� 
�%��������� ���� ��� ���� 	�
�
(������ ������

I
�� ���� ��� �
�
���
� ���� fi �� � ������$��� ��#����� ��	���� 
���
���� ��� ������ 
�%������� E (fi)−E (hi) ��� o(E (hi))� ����� �� ��� 	�

�

� ���
��� *�* �� �
���
�� � ��#����� 
� �
���	���� ��	� �
� ����� �����
������ 
�%������� ��� O(1) -����� E (hi) → ∞/� � �
���
������ ���
����
�
�
���
�� �� 	�
�� ��� ��5� ������ �
� ������� ������$��� ��#�������
�
������ ����� �� O(1) �
��
 
� ��� ������ 
�%������ 

�� �
� ���	����
��� 	�

��

�#���� 8��� ��� X ��� Yi �� �� ���
�� ��� �
		��� limi→∞ Yi =
[µ] ∈ PML (S) �� ��� ��
����� ���	����"�������
���� ��� ��� ������!��� ���
���� fi : X → Yi� ��� ����
����� �
��

������ ������������ [f∗
i (ρi)]2,0 ���
���� 	��#����
��� �� ��� L1 ����� �� �

�������	��� �
������� ����������� Φ ∈ Q(X) �
�� ����

[F (−Φ)] = [µ],

����� ����� ��� ��������� ci > 0 �
�� ����

lim
i→∞

ci[f∗
i (ρi)]2,0 = Φ.

����� ��� �������� �
�����
� F (−Φ) �		���� �� ���
��� C�* �������
��� ������
� ����� �� � ��������
� ��
�� ����������
� ������ 	�
��
��
�� �������� 
� ��	���
��� ������: 
������
�� 
���
�
��� �
 F (−Φ) -����
��� ������� �
 F (Φ)/ ��� ��5������ ��������
 �� � ��	 ���� &
	� 
�%���
������ Φ� �
 ��� ����������
� ������ ���� F (−Φ) 	�
��
�� ���� � ������
���������

���
�� ������ ��� 	�

� 
� ���
��� C�*� �� ������ � ���
��� 
� �
��
�	
� ����� �� �� ����
�

�#���� 8�$ -�
���  ��!/� ��� X, Yi ∈ T (S)� ��� ��� Ψi ������

���  �	� ����������� �� ��� 
���
� �������� ��	 hi : X → Yi ���	������

���%����� ����� Yi �� ��
�� ��� ��	������� ������ ρi� ����

lim
i→∞

Yi = [µ] ∈ PML (S)

�� ��� ���� ��

lim
i→∞

[F (−Ψi)] = [µ].
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"� 
���� �
�
�� �� 
�� �
�	����,�� ����������� �	��� ���
�
��� �
 ���
�������� ������
� 
� ��� &
	� 
�%�������� 
� ��� ����
��� ��	 ��
� �
,5�
 �
��
���� ��������� X� ���� ��� �������� �
�����
� ��	 F ◦ (−1) :
P+Q(X) → PMF (S) 	 PML (S) �
����,�� ���� �
�	����,����
� ����
��� ������
� �
�	����,����
��

���
��� C�2 �� �������� � �
���#����� 
� ��� �
��������� 
� ����
���
��	� hi �
 ��� ����
��� 	�
(����
� πµ �
 �� R����� -�
������� ���
���
@�* ��
 ���
��� @�2/� ��
��� ��  ��! �
�� 	�
��
�� �� ���������� ��

����������
 	�

� 
� ���� �������

�� ���� �
�	��� ��� &
	� 
�%��������� 
� � ������$��� ��#����� �

��
�� 
� � ����
��� ��	 �� ����� 
� ��� 	������� �������� ��� �
��
����
���
��� �� ��� ���� ��������� �

�0

�#���� 8�&� ��� f ∈ W 1,2(X, Y )� ����� X, Y ∈ T (S) ��� Y ��

��
�� ��� ��	������� ������ ρ� ��� h �� ��� �������� ��	 ������	�� ��
f � ����

‖f∗(ρ) − h∗(ρ)‖1 ≤ 2 (E (f) − E (h)) ,

��� �� 	�����
���

‖Φ(f) − Φ(h)‖1 ≤ 2 (E (f) − E (h)) .

'����� 8����� ��� 
�,����
� 
� ��� �
�� 
� S(X)0

‖f∗(ρ) − h∗(ρ)‖1 =
1
2π

∫
X

∫
SxX

∣∣∣‖f∗v‖2
ρ − ‖h∗v‖2

ρ

∣∣∣dθ(v)dσ(x).-A/

1
� x ∈ X� ��� m(x) 
��
�� ��� ��
	
��� 
� ��� ��

���� �������
γx ��
� f(x) �
 h(x) ���� �� �� ��� ���� ����� �� ��� 	��� 
�,��
 �� �
�
�
�
	� 
� f �
 h: ���� 
�,��� � ��	 m : X → Y � �� ��� #��
���������
���#������ �� ��	���
��� �	��� - ��9! 
� )2�* 
�  %��!/� �
� v ∈ TxX�

‖m∗v‖2
ρ ≤ 1

2
‖h∗v‖2

ρ +
1
2
‖f∗v‖2

ρ −
1
4

∣∣∣‖f∗v‖ρ − ‖h∗v‖ρ

∣∣∣2.
"��
������� ���� ����� ���� ��� ��
	
��� 
� � ��

���� ������� �� � ����
������� �����
 8��������� �����
�
 �� ������ ����������� �
 �
������ 
�
��� ��
	
����� ��	������� �� 
�� ��
	
��� �� �
��
 ������ ���� ��� 
�����

.		����� ���� ���#������ �
 ��� �
�� 
�%������ �������� -�#����
�
A/� �� 
�����0

‖f∗(ρ) − h∗(ρ)‖1

≤
∫

X

∫
SxX

(
2‖h∗v‖2

ρ + 2‖f∗v‖2
ρ − 4‖m∗v‖2

ρ

)
dθ(v)dAσ(x)

= 2E (h) + 2E (f) − 4E (m).

����� h �� �������������$���� E (m) ≥ E (h)� ��


‖f∗(ρ) − h∗(ρ)‖1 ≤ 2 (E (f) − E (h)) .

����� ��� &
	� 
�%�������� �� ��� (2, 0) 	��� 
� ��� 	������� ������� ���
���
�
 ��������� 
� ���
��� C�6 ���
 �
��
��� #���
�



,,� �� �����

���� ���
��� C�6 �� �
�����
 ���� �
��4� ������ 
� ��� �
���������

� ����
��� ��	� 
� �������� �
 ����
��� 	�
(����
�� �
 R������ -����

��� @�2/ ��
 ��� ���������
� 
� ��� &
	� 
�%�������� 
� ��� ����
���
	�
(����
� πλ -3���� @�6/� �� 
����� ��� �
��
���� �
�
�����0

'���""��, 8�+� ��� f ∈ W 1,2(X̃, Tλ) �� � π1���
�
������ ��	� �����

X ∈ T (S) ��� λ ∈ ML (S)� ����∥∥∥∥Φ(f) +
1
4
φX(λ)

∥∥∥∥
1

≤ 2 (E (f) − E (πλ)) .

����� ��� �
�� 
� ��� ��
	
��� ��	 m �� ��� 	�

� 
� ���
��� C�6
�� 	��� 
� � �
�� ������� ���
�� 
� �
���5��� 
� ��� ������ ������
��� E
���� ��
 ��	� ���
 ���������� �����
 �	���� ��� �
������
 �� � ��������
������	�� ���� �� ���� ������ 
� ��� �
���5��� 
� ��� 
������� ������
�
������� ��

����� �� ���������� �����
 �	����� 1
� 
������� ���  %��!�

'���� �� ������� C�*� E������ ��� ��#����� 
� ����
��� ��	� hi : X →
Yi �� � ������$��� ��#������ .		����� ���
��� C�2 �
 ��� ��#����� Yi

�� ,�
 ���� ��� &
	� 
�%��������� �
������ 	�
(��������0

lim
i→∞

[Φ(hi)] = [Φ∞], ����� F (−[Φ∞]) = [µ].

�
 	�
�� ���
��� C�*� �� ������
�� ���
 
��� ��
� ���� ��� -�������
����/ &
	� 
�%��������� Φ(fi) 
� ��� ������$��� ��#����� ���� ��� ����
	�
(������ ����� �� ��� �
�
�
�	��� &
	� 
�%��������� Ψi = Φ(hi) 
� ���
����
��� ��	��

.		����� ���
��� C�6 �
 ���� � ��#������ �� ,�


‖f∗
i (ρi) − h∗

i (ρi)‖1 ≤ 2 (E (fi) − E (hi)) = o(E (hi)),

��
 �


lim
i→∞

‖f∗
i (ρi) − h∗

i (ρi)‖1

E (hi)
= 0.

����� ��� &
	� 
�%�������� �� ��� (2, 0) 	��� 
� ��� 	������� ������� ��
����

lim
i→∞

[Φ(fi)] = lim
i→∞

[Ψi] = [Φ], ����� [F (−Φ)] = [µ].

#���
�

�:� ����! �! �#�  ��� �#���� 

"� ���� �����
� �� �		�� ���
��� C�* �
 ��� �
���	���� ��	� κi : X →
Yi �
 	�
�� ���
��� *�*�

'���� �� ������� *�*� 1�5 X ∈ T (S) ��
 ��� λi ∈ ML (S) �� � 
�����
���� ��#����� 
� �������
 ��������
��� 3�� Yi = prλi

X �
 ���� X =
grλi

Yi� �� 3���� A�@� ��� �������� Yi → ∞ ��
 ���� E (X, Yi) → ∞�
�� ���
 �
 ��
� ���� �� Yi → [µ] ∈ PML (S) ��
 [λi] → [λ] ∈ PML (S)



���� !"�# $��"!"�# �"�  %& �" !$'��( ��$ ,,�

���� iX([λ]) = [µ]� 
� �#����������� ���� [λ] ��
 [µ] ��� ��� �
��$
��
��� ��
 �������� �������
 ��������
�� 
� � ������ �
�
�
�	��� #��
�����

�%�������� 
� X�

�� E
�
����� A�6�

E (κi) − E (X, Yi) = O(1)

����� E (X, Yi) → ∞: ���� κi �� � ������$��� ��#����� -��� )C/� .		�����
���
��� C�*� �� �
����
� ����

[ΦX(λi)] → [Φ] ∈ P+Q(X), ����� [F (−Φ)] = [µ].

7� ��� 
���� ���
� �� 3���� B�*� ���� ��	���� ���� [F (Φ)] = [λ]� ��

iX([λ]) = [µ]� #���
�

����� ���
��� *�* �� �� ����	�
��� ���������� ��� �
��� ���
 ��
��� 	�

� ��
�� ���
 ����
 ��� �
��
���� ,���� �����
� 
� ��� �
�	����
�
������� ��� &
	� 
�%�������� 
� ��� �
���	���� ��	 ��
 ��� �
�
�
�	���

�%�������� φX(λ) ��	��������� ��� �������� ��������
�0

�#���� �:��� ��� X ∈ T (S) ��� λ ∈ ML (S)� ���� ���  �	� ����
��������� ΦX(λ) �� ��� �����	���� ��	 κ : X → prλ X ��� ���  
������

$��
� ����������� φX(λ) �������

‖4ΦX(λ) − φX(λ)‖1 ≤ 16π|χ(S)|.
'����� 8����� ��
� ->/ ���� ��� &
	� 
�%�������� 
� ��� �
��
���	����

��	 κ̂ ��
Φ(κ̂) = −ΦX(λ),

����� �� 3���� @�6� ���� 
� ��� ����
��� 	�
(����
� πλ ��

Φ(πλ) = −1
4
φX(λ).

�� E
�
����� A�>� ��� ������ 
� κ̂ �����,��

E (κ̂) − E (πλ) ≤ 2π|χ(S)|.
������
�� E
�
����� C�? ��	���� ����

‖ − ΦX(λ) +
1
4
φX(λ)‖1 ≤ 4π|χ(S)|.

��� ���
��� ���� �
��
�� �� �������� #���
�

�� �((����;< ��,  ���, �! ����# -""�� )��������

����� ��� ����	

�� ���
����
� iX �� � �
��
�
�	���� 
� PML (S)
�
 ������� �� ����� ������� �
 �

� �
� �� ���
������ �
��
�
�	���� 
�
T (S) ���� ��� iX �� ��� �
��
��� ������� "� ����� �� 
���
�� ���
�
���
�� ��� ����������� ��

���� ���
����
� IX : T (S) → T (S) ���� �� ���
	����
����
 
� (−1) : Q(X) → Q(X) ��� ��� ����������� �5	
�������

��	 τ : Q(X) ∼−→ T (S)� &
������ �� �
� ������ �� �5��	�� ��
����
���� IX 

�� �
� �5���
 �
�����
���� �
 ��� ������
� �
�	����,����
�



,,� �� �����


� T (S)� ���
��� �� �
 ���� ��� 	������ ��	 ����
 �� X� λ �→ prλ X�
�� � ���
 
� ���������� �
� ��� ����������� ��

���� ���
����
� ���� ����
�5���
 �
�����
���� �
 ��� ����	

�� ��	 
� PML �

�� � ���
��� 
� '����� �� φ �� � ������� 
�%�������� 
� X ��
�� ����
(���
���� ��	������ �
�
�
	� ������� (α1, . . . , αn)� ���� ��� �����������
��� 
��������
 �� φ �
������� �
 ��� 	
��� [α1 + · · · + αn] ∈ PML (S)
�� ��� ������
� �
�	����,����
�  ���$!� I
�� ���� ��� ����� 	
��� �
��
���	
�
� �
 � �������
 ��������
� �� ����� ���� ����� αi ��� ��� ����
������� ��
�	��
��� 
� ��� �������� ��$�� 
� ��� �����
��� 
� X 
�����
����
 �� φ� ���� ��		��� ������� ��� ������
� �
��
��� ��H���� ���
��
����� 
� ��	���
��� ��

����� 
� ��� �������� ��
 ��	���
��� ������
�� �		�
5�����
 �� ��� ����	�
��� 
� ��� �
������� 
� � �����
��4� �������
�� �� 1����� 2�

∼ 1

∼ 1

��� ���

�′ ∼ 1/ log(2M)

� ∼ 1/ log(M)

�′/� → 1 �� M → ∞M ′/M = 2

M ′ = 2M

M

��)��� $� -�/ �����
��� �����
��� ���� �

��� M ��

2M �
����	
�
 �
 -�/ ��	���
��� �����
��� ��
�� �
��
��

����� ���� �		�
5������� ��� ���� ������� ���� 	���
�
���
� ���
� �
 ����������� ���� �
� 
������� �������

�%��������� ���� �
������ �
 ��� ���� 	
��� �� ���
������
� �
��
��� 
� ����������� �	���  ���$!�

I
� ��		
�� φ ��
 ψ ��� �
�
�
�	��� #��
����� 
�%��������� 
� �
8������ ������� X ���� ���� ���� 
� ±φ,±ψ �� �������� ����� ��� ����
(���
���� 
� φ ��
 ψ ��	������ 
�%����� ���� 
� �
�
�
	� �������� �����
��
�� 
� −φ ��
 −ψ ��	������ ��� ���� �
�
�
	� �������� ���� ��
'����4� ���
���� ��� ����������� ��

����� �
����	
�
��� �
 φ ��
 ψ
�
������ �
 ��� ���� 	
��� 
� PML (S) �� ��� �������� 
������
�� �����
�� ��� 	
������ 
������
� ���� �
������ �
 
������� 	
����� "� IX ���� �

�5���
 �
 � �
�����
�� ��	 
� ��� ������
� �
��
���� ���� ��� 	��� 
�
����������� ��

����� ���� ��� ����	�
��� �� 
�� 
������
� �
��
 ������
������ �� ����	�
��� �� �
�� 
������
��: ���� �
 ���� �5�����
� �5�����
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7�� ��� �5	������� �
������� ���� (X, φ, ψ) �� �
��
��0 3�� X0 
��
��
��� �#���� �
��� C/(2Z⊕2iZ)� ��
 ��� ψ0 = ψ0(z)dz2 �� � ���
�
�	���
#��
����� 
�%�������� 
� X0 ���� ���	�� $��
� �� z = ±1+ε

2 ��
 ���	��

	
��� �� z = ±1
2 ��
 ���� ���� ψ0(x) ∈ R �
� x ∈ R� ���� � 
�%��������

�5���� �� ��� .����J��
�� ���
���� ��
 �� ���� �� ����� ��

ψ0(z)dz2 =
℘(z) − c0

℘(z) − c1

�
� �������� �
������� ci� ����� ℘(z) �� ��� ����������� ������
� �
� X0�
3�� φ0 = dz2� � �
�
�
�	��� #��
����� 
�%�������� 
� X0� ��� ���(���
��
���������� 
� φ0 ��
 ψ0 ��� 
��	����
 �� 1����� 6�

3�� X �� ��� ������� 
� ����� 2 
������
 �� � 2��
�
 �
��� 
� X0

�������
 
��� ±1
2 : ���� ψ0 ��
 φ0 
�������� �
�
�
�	��� #��
�����


�%��������� ψ ��
 φ 
� X� ����� ��� ���� 
� ψ0 �� �
�
�
�	��� �������
��� ���	�� 	
��� �� ±1

2 ��� ������ 	
���� 
� ��� �
������ ��	 X → X0�

��)��� &� &
��$
���� -�
��
/ ��
 �������� -
����
/ ����
(���
���� 
� φ0 ��
 ψ0 
� ��� �#���� �
����

�
�� φ ��
 ψ ���� ��
��
 �������� ��
 �
��$
���� ���(���
���� �� ��
��� �
��������
� ��
�� -��� 1����� ?/� �	���,������ ��� γ ��
 η 
��
��
��� ���� �
�
�
	� ������� 
� ���	�� ��
��
 ������ 
� X0 ���� ����� �� ���
#�
������ 
� R ��
 iR� ���	��������: �
�� γ ��
 η ���� ��
 
������� �����
-γ± ��
 η±� ���	��������/ �
 X� 3�� α 
��
�� ��� ��	������� ����� 
�
X ���� �
���� [−1/2, 1/2]� ��
 ��� β 
��
�� ��� ���	�� ��
��
 ����� 
�
X ���� �� ��� ���
� 
� ��� ��
 ����� 
� [−i, i]� ����0

*/ ��� ���(���
���� 
� φ ��	������ (γ+, γ−)�
2/ ��� ���(���
���� 
� ψ ��	������ (γ+, γ−, α)� ��

6/ ��� ���(���
���� 
� �
�� −φ ��
 −ψ ��	������ (η+, η−, β)�



,,� �� �����

α

��

��

η−η+

β

γ+ γ−

η+ η−

β

γ+ γ−

��)��� +� ��
 �
��������
�� 
� � ������� 
� ����� ��

���� � ������� 
�%��������0 -�/ ��
 �
�� ��� ����
 ��
��
� ������� 
� � ���� 
� � �����
��� �
�����
�� -�/ ��
 �
��
��� ����
 �
 ��� ��
� 
� � �����
��� �����
��� ���
� ����
�5��	��� ��� �
�
�
	� ������� ��	�������
 �� ��� �
���
$
���� ��
 �������� ���(���
���� ��� ��
�� -�� �
��
 ��


����
 ������ ���	��������/� ���� ��� �
�� ��
 �����
��
��� ��
��� �
�������� ���� �
��������
� 	�

���� �� �5���
	�� 
� ����������� ��

����� ���� ��� ����	�
��� �� 
��

������
� ����� �
�������� �
 
������� ��
	
���� �� ���

		
���� 
������
��

��!�������

 !�	" #� !�	�����$ ������������	 �
 ��� ��
������� 	
���$ %�&� #���� '� �� (�)���
��*+�,�$ #� �)*��,�$ -�� �,.��./��)�

 0�" #� 0����� 1 ��!� ������$ ��������	 �
 ����
 ��
��	��������	 ��� 	
����

����	 �
 3�����
���	$ 2��� �3 #���� (�� ��� (�)�*� ��)+��,$ #� �,�*���$
-�� �.�)�./��.�
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 %" %� %�4�	$ ���
��� ���������� ���������	� ���
����� ��� ����������� ������$
���%� ���	�	$ 5������ 6�����	��
$ #�
 �����

 �7" !� ���� 1 #� 7��3$  ������� 	
�������	 �
 	��
���	$ ��
���8
 �� (�����
�*).+����$ #� ��,/�.�$ -�� �����.�����

 �9�" 2� �����$ �� 9���������$ 1 :� �������$ ������� �� ����	��� 	�� ��	 	��
���	$
2	�;��	<��$ ��$ ����;�; #���;4���<�� �� ������$ ����	$ �)/)$ �;4������ =�>
	�
$ 7��� �� ?�8��	� 	�44��
$ #� �.,�*��$ -�� ���,�����,�

 @��" ���� @�������$ ����������� ������ ��� !�������� ��"��������	$ ���� ��� 2
>

���� #����4����	$ '��� 7���
 1 ���	 A���$ ��� B��&$ �)�/$ #� �)�*��/$
-�� �,�)�*�����

 5��" �� 5���4��$ #� ������
�� �������� ��
	$ 0����� '� #���� �� (�),/� ,/*+
,�/$ #� �������$ -�� ��..��)/�.�

 5#" '� 5������ 1 5� #�	��$ $�������� ��"��������	 ��� 
��������	$ 2��� #����
��� (�)/)� ���+�/�$ #� �.�*���$ -�� ���.�*��*��

 C�" B� C�4�	��4� 1 ���� ���$ ��
�������� 	
���	 �� ��������� 	��������	$ ��
D2	
���	 �3 ���>��4��	����� 4���3���	E$ �,*+�))$ C���&���
�$ ��&
�$ �))�$
#� ����*�*$ -�� �/)��.*�*��

 C�
" #� C�
�����$  �
������� ����
���	 ��� ��	����� ����
	� !��&�F�	�� !�	���
A���$ !�	���$ #2$ ����$ #� �/)�,�*$ -�� �).��./����

 C��" ��'� C������� 1 ��#� ������$ ������� 	
���	 ��� �������� ��
	 
�� ����
��� 	
��� ������	$ 0�44� 2���� @��4� � (�))*� .,�+,.)$ #� ��,,���$
-�� ��,��.�����

 C��" ��'� C������� 1 ��#� ������$ ������ ���	����� �������	 
�� ��������
��
	 �� ����������� ���
��� 	
���	$ 0�44� 2���� @��4� � (�))/� ***+*�/$
#� ���*)�*$ -�� �)���.���/�

 C�" ���� C��&���� 1 6� ���&���$ % ��������� ������ 
�� &'���	 	��������	 ��� ��	
�

��������	$ #���� -� ��� (�))�� �)+��)$ #� ��/*�,�$ -�� ���*�.*����
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