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§0. Résumé. En 1914, G. Pélya a démontré qu'une fonction entiére
f qui envoie N dans Z et vérifie
lim inf JO81/ ) <log 2
r

700

est un polyndme [9]. On a noté, comme d’habitude, | f|,=sup,-.|f(®@)|.

Ensuite Hardy, Landau, Carlson et Pisot ont étudié les fonctions
entiéres f vérifiant f(Z)CZ, Gross, Baker [1], Avauissiau et Gay, celles
qui vérifient fF(N™)CZ, et Fukasawa [2], Gel’fond [3], Masser, Gramain [4]
[5] celles qui vérifient f(Z[i])c Z[i{]. Citons aussi les travaux de Gramain,
Mignotte et Waldschmidt sur les fonctions a valeurs algébriques [6].

Nous étudions ici deux généralisations:

a) Dire qu'une fonction entiére f est un polynéme équivaut a dire
qu’elle est algébrique, c’est-a-dire que les fonctions

Mf@Y, (k) eN?
sont linéairement dépendantes. Nous allons considérer une famille finie
Sy - -+, fo de fonctions entiéres & valeurs dans Z. Sous des hypotheéses
convenables, nous montrons que ces fonctions sont linéairement dépendan-
tes sur Q.

b) Au lieu de supposer que les valeurs des f; 1 <j<L) sont entiéres,
on peut supposer seulement qu’elles sont trés proches de nombres entiers.
On obtient ainsi une généralisation de certains résultats de Pisot.

§1. Fonctions a valeurs entiéres. Soient L et N, deux entiers avec
L>N,>1, (€,).>; une suite de nombres complexes deux-a-deux distinects,
et fi, ---, /i des fonctions entiéres. On définit, pour N>1, »(N)
=mMaX;cney|Cal-

Théoréme 1.1. Il existe deux constantes positives ¢, et c¢,, ne dépen-
dant que de L et N, et que l'on peut expliciter, vérifiant la propriété
suivante: st 1,(C,) € Z pour 1<j< L, n>1, et si, pour tout N=N,, on a
(D) max log| fjle,.ran <N,

1<j<L
alors les fonctions fi, - - -, f1, sont linéairement dépendantes sur Q.
On en déduit une version affaiblie du théoréme de Pélya (avec log 2
remplacé par 1/44) en prenant pour f,, - - -, f, des fonctions

2ozl @k A D) e, k) e NA(19)).
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D’autre part, si I'on considére, comme Gel’fond, des fonctions z*f(z+ k),
on obtient le résultat suivant;
Proposition 1.2. Soit f une fonction entiére vérifiant fF(N)CZ et
log |f].<(7/9)r.
Alors f vérifie I équation fonctionnelle

N1 Ng
§§ahkz"f(z+k)=0 avec N;e N, N,eN, a,,. € Q, et a,,

non tous nuls.

Remarquons que 7/9>log 2.

§2. Fonctions a valeurs presques entiéres. On considére, comme au
§1, une suite ({,).>, de nombres complexes deux-a-deux distincts et des
fonctions entiéres f;, - - -, f.. On définit aussi, pour n>2,

d(n)=min {|{, -], 1<h<i<n}
Enfin pour z € C on note
|z||=min|z—m|.
mezZ

Théoreme 2.1. Il existe des constantes positives c,, ¢, et ¢, que I'on
peut expliciter en fonction de L et N,, vérifiant la propriété suivante: st
pour tout N>N,; on a

(2) max log| file,.rn €N
et si, pour tout (j, n) e N*, 1<j<L, n=1, ona
_onf 80 +1) )"/2
3 Wi<ead 2"(—— ’

alors les fonctions fi, - - -, f, sont linéairement dépendantes sur Q.

Avec la méme méthode, on peut obtenir le cas particulier d’'un théo-
réme de Pisot ([8] théoréme 2).

Proposition 2.2. St une fonction entiére f vérifie

log | f|.<7/127
pour tout r suffisamment grand, et
| f)||<e—™

pour tout n € N suffisamment grand, alors f est un polynéme.

Esquisse de démonstration du théoréme 2.1. On choisit deux con-
stantes ¢;>19 et ¢,>0 telles que pour tout N> N,, on ait

1, e—1 1 L 1 N c
1iga=1l_1;,3_ logL— L _No L >0,
1 ¢ 2 TN, VT2 L=N, ¥ -1
— - — N
&N < (L Nol),(N 1) (-;— log—c‘—z—l——log 3)—log L— e
__L-—N, 1 ¢
L 1"

Premier pas: construction d’une fonction auxiliaire: F=37_,0;f;.
Il existe des entiers a,, tels que | f,(&.)||=]/(.) — a;,] pour chaque 1<j
<L, 1<n<N, avec log|a;,|<1/2+¢,N,. On peut trouver une solution
Dy, -+, D, non triviale du systéme > %, p.a;,,=0 N,/2<n<N,) et par le
lemme de Siegel, on a une majoration des p; A<j< L) qui donne
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L
L— NO
Deuxieme pas: extrapolation. Cosidérons les deux propriétés sui-
vantes :
L
AWN): > p;6,,=0pour N/2<n<N
Jj=1

BWN): |Floran<8~¥42-10),
Nous allons montrer que pour tout N>N,
(I) A(N) entraine B(N)
(II) B(N) entraine A(N+1).
Preuve de I. En utilisant A(N), on a

F(Cn) <C3_1 {nja’}i ”fj(Cn)H 01‘1 Cy= (LN/(L—No)eNol(L—No)(1/2+ czNo))—l,
<J<

log|F|..ron < (logL+N +c, ) pour tout N>N,.

donc on a
nf 6N+ 1)\
FE)|<5 N(_) ,
Jmax |F (@) <57 5ot
Par ailleurs, on prend ¢, € C tel que |{|=r=r(N+1) et {x{(N/2<¢
<N). La formule des résidus donne
|[FE)|<|F - 1l 186l

—1 wps<asy o |er —G,|

—t.]. . 1 ) 1
N/2Q<N 16—l N/2<Zn<N (]F(Cn)l <N/i21;:;<2v 1&:— & |C0_Cn])'
En utilisant le lemme de Tijdeman ([11] lemme 3), on a

-N NNT - (N/8) r(N+1) )[N/ZJ -N - (N/10)
), <8+ max [F(,)|-6'N-om( 20D D) st

d’ou B(N).

Preuve de II. Ona lZ;‘:l D0, 51| <KL max, ;<1 (lpjl'“fj(CN+1“)+lF(CN+1)I
<5743+ 2-m <1 qui implique AN +1).

Troisiéme pas: Conclusion. B(N) est vraie pour tout N>N,, d’out 'on
déduit que F'(2) est identiquement nulle.
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