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62. Sur les PolynSmes Irr$ductibles dans un Corps Fini. II

Par Sabur5 UCHIYAMA
Institut Matbmatique, Universit Mdtropolitaine, Tokyo

(Comm. by Z. SUETUNA, M.J.,4,,, May 13, 1955)

Cet article est un prolongement de ma note prc6dente) au
mme titre et nous nous proposons darts ce qui suit de donner une
gnralisation du thorme 2 tabli dans N-I, et y notons en mme
temps quelques consequences de l’hypothse de Riemann pour nos
fonctions L.

5. Fonctions h Soit q=p ( 1) une puissance d’un nombre
premier impair et soit Fq un corps fini d’ordre q. Nous considrons
encore les fonctions

L(s, , , )-- (M)(M)(M) M-,
off s=+it, >1, et 2= H 2, 2= H 2. La condition "2:(M)-0

k=l =1

si X M" a 6t6 inessentielle pour la d6finition des fonctions , et
nous ne mettons donc plus dans la suite cette convention sur les 2.

Alors, si X 20o0, les fonctions L s’6crivent toujours sous forme

L(s,,,x)-l+ q +F+..-+,<_ (K=r+

oh

r=r(, , X) E (M)(M)x(M)
deg M=3

et, comme on voit facilement,

r,(, , z)=0 pour n K.
D’autre part on a

L(s,
off e-0 ou 1 suivant que t=0 ou non.

6. xension du corps Fq. Soit maintenant F une extension
algdbrique de degrd u du corps F. Nous dirons que les fonctions, , et , dfinies dans Fq, sont les fonctions induites des , , et
de Fq, s’il existe les relations suivantes entre eux:

=I =I

et

1) S. Uchiyama: Sur les polynSmes irr6ductibles dans un corps fini. I, Proc.
Japan Acad., 30, 523-527 (1954). Dans ce qui va suivre nous renverrons cette note
par N-I.
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%--Xr (Ind=Ind) } 7’ (mod q 1) w=norme w’).
X’=X. (Ind=Ind.)

(v----

Soient donn6s un polynbme unitaire irr6ductible P de F_X et
un polynhme unitaire irr6ductible P’ de FX, tel que PIP.
Posons d=(deP,u)" on a alors degP’=degP/d et 2’(P’)-2(P)/,
2’(P’) 2(P)Z, x’(P’)-x(P)/.

Proposition 1. Si les fonctions ’, ’, et ’ de F sont les fonc-
tions induites des , , et de F, on a

L(,’,’ ’)=HL o i ,,
9

=0 u log q
En effet, si l’on 6crit par P et P’ des polyn6mes unitaires

irr6ductibles respectivement de Fq[X] et de Fq[X], on a

L(s, ’, ’, X’)= H (1-a’(P’)a’(P’)x’() P’ I-)-=H H

H (1 (2(P)(P)x(P))/al P I-=/)-a (d= (deg P, u))
P

H H (1 (P)(P)x(P) deg] p i-)- (if= e/)
P

0 u logq
Proposition 2. Sous la m$me conditi de la proposition 1 on a

.,.I(z, z, x’)= $)(, , r,..., _,),
o

,(2, ’ x’)= ’(M)’(M)x’(M).
4e

C’est un corollaire simple de la proposition .
7. Gnralisation du thorme 2. Or, on peut dmontrer en

gnral le
Thorme 3. Si r+$2 e$ p max (r, $-l) on a

1 q(m; , ) + O(q) (m ),

o ( < 1) est une constante indpendante de q et .
En effet, pour dmontrer ce thorme il suffit evidemment de

montrer comme on a ] vu darts N-I, 4, qu il existe une constance
0 ( 0 < 1) indpendane de q et m, telle que

.(, , x)=o(z) (x
pour j= 1, 2,..., K- 1, o , , et sont les 2onctions dfinies dans
F. Cete estimation est une consequence immediate de la proposi-
tion 2 et des lemmes suivants:

Lemme 7.1. Soient f(X) et fX) deux polynSmes de F[X
respectivement de degr m et m. Si m=m +m 2, on a alors,
en posant g(x)=fi(x) +f(x-),
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exp-.2ri- S(g(x))-- O(q1--,.),
(40 si m0)

o m=m ou 2 suivant que mm=O ou non, et S d$signe la trace
absolue.

Lemme 7.Z. Sous la mme condition du lemme precedent on a

exp 2i S(g(x)). x(x)=O(q-),
x(x)= x(X+ x),
Le lemme 7.2 peut tre vrifi sans peine du lemme 7.1, et il

suffit donc de dmontrer ce lemme-ci. Mais il est ais de voir que
tout le raisonnement de M. Mordell fair dans !es corps premiers,
est aussi applicable sans rien changement aux cas de corps finis
gnraux. Ces lemmes seront ainsi dmontrs.

0r, en vertu du lemme 7.1 ou 7.2, on a
=O(q), =O(q),

off 0-1-,1 K=< K < 4(K-1), et par suite, de la proposition 2 on

obtient (u=j)

I1 s’en suit immdiatement, par rcurrence sur j, que

x)=O(q")
pour j=l,..., K-l, c. q. f. d.

8. Sur l’hvpothse de Riemann pour les fonctions L. I1 est
acile de voir que, si l’hypothse de Riemann pour les fonctions L
est vraie, les constantes 0 impliques dans les thorbmes 2 et 3
deviennent tre gales outes les deux. Comme M. Carlitz a
not dans son mmoire,* cette hypothse est certainement vraie au
cas de (r=l, t=l). On sait que l’hypothse es relle aussi bien
au cas de (r=0, t=2). Mais il ne me parait pas trs facile de
confirmer cette hypothse en gnral.

I1 serait encore intressant de rioter ici la
Proposition 3. Soit f(X) F[X un polyn6me de degr$ m. Si

l’hypothse de Riemann pour les fonctions L est vraie, on a

exp 2i

o S dsigne la trace absolue.
Cette proposition peut tre confronte une ingalit circe par

M. Mordell.
2) Voir N-I, 3.
3)_ L. J. Mordell: On a sum analogous to a Gauss’s sum, Oxford Quarterly

Journal, 3, 161-167 (1932).
4) L. Carlitz" A theorem of Dickson on irreducible polynomials, Proc. Amer.

Math. Soc., 3, 693-700 (1952).
5) Cf. L. J. Mordell: Thoughts on number theory, Journal London Math. Soc.,

21, 67 (1946).


