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153. Théoréme de Krein-Milman et le Balayage de
Mesures dans la Théorie du Potentiel. I

Par Shin-ichi MATSUSHITA
(Comm. by K. KUNUGI, M.J.A., Dec. 12, 1955)

Introduction. L’objet essentiel de ce mémoire est de recon-
struire la théorie du balayage de mesures par le moyen d’un beau
théoréeme de MM. Krein-Milman sur points extrémaux.” L’idée
d’appliquer une méthode topologique & la théorie du potentiel,
notamment & celle du balayage fondée par H. Poincaré, a été utilisée
intelligemment par M. H. Cartan,? dont ’argumentation a été basée
sur la méthode de projection orthogonale dans I’espace pré-hilbertien
des mesures d’énergie finie. Quelques années plus tard, cette idée
a été rapportée et généralisée: en s’appuyant sur la théorie des
distribution, dans plusieurs travaux de M. J. Deny.®

Néanmoins, & I'autre point de vue le procédé du balayage d’une
mesure sur la frontiére (ce qui est un cas primitif et classique
du balayage, et le cas général sera bien déduit de ceci) se réduit
essentiellement. & la représentation de cette mesure par la limite
de combinaisons convexes, ou l’intégration sous une bonne définition,
des mesures qui sont les points extrémaux d’un ensemble convexe
engendré par certaines mesures.

Dans la suite, nous ne utilisons alors aucune théorie que le
théoreme de MM. Krein-Milman et au plus quelques propriétés tres
élémentaires du potentiel, qui sont répandues aujourd’hui.

81. Rappels sur mesures. Bornons-nous & considérer un espace
euclidien & » dimensions E=ZE" pour n = 8; les notations suivantes
sont utilisées:*

M(E)=espace vectoriel topologique des mesures de Radon sur
E, espace muni de la structure uniforme vague.

M*(E)=cone convexe dans M(X) formé des mesures positives.

M!(E)=sous-espace vectoriel de M(E) formé des mesures
bornées; pour la topologie de la norme (topologie ultraforte), il est
un espace de Banach et sa topologie faible est égale & celle induite

1) M. Krein-D. Milman: Studia Math., 9, 133-138 (1940); voir encore N. Bourbaki:
Fspace vectoriel topologique, Livre 5, Hermann, Paris (1953).

2) H. Cartan: Ann. Univ. Grenoble, 22, 221-280 (1946).

8) J. Deny: Ann. I'Inst. Fourier, 3, 73-101 (1951), et Med. Lund Univ. Mat.
Sem., Supplémentband, tillignat M. Riesz, 47-61 (1952).

4) Dans tout cet article, il ne sera question que d’espaces vectoriels sur le corps

réel; quand on parlera d’un espace vectoriel sans préciser son corps des scalaires, il
sera sous-entendu que ce corps est réel.
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par la topologie vague de M(Z). Munissant de cette topologie
faible, il est le dual topologique & I’espace de Banach L. (&) des
fonctions continues (sur E) et tendant vers 0 au point a l’infini.
En remplagant E par un ouvert ou compact (-) gqueleconque, nous
définirons M(-), M*(-), et M!(-) analogiquement & ceux ci-dessus.

Etant donné un domaine compact D dans E, avec sa frontiere I"
et intérieur D, on désignera par M;(D) I’ensemble convexe des

mesures positives de la norme 1 réparties sur D: analogiquement,
on définit encore M (I").

Comme M;(D) est ultrafortement borné et faiblement fermé
dans M!'(E), il est vaguement compact.

Nous ferons usage quelquefois des notations: M*(-)=espace des
mesures & support compact dont le support est contenu dans (-), et
MF(DYy=M*(D)( M} (D). Notons en passant que M*(D) est vague-

ment dense dans M(D); en effet; I'application # ¢ D—>¢, (la mesure

s

ponctuelle+1 placée a z ¢ 5) est un homéomorphisme de D dans

M(D), donc toute u e M(D) est vaguement adhérente 3 l’espace des
mesures dont le support est fini et contenu dans D.
§2. L’espace vectoriel normé H(D). Nous définissons d’abord:
H(D)=espace vectoriel des potentiel newtoniens des mesures u

de ‘JR*(E—E), c.-a-d., avec le support compact dans E—D, et conti-
nues sur E.® H(D) est alors un sous-espace vectoriel normé de
L.(E), pour la norme uniform || fl|l=sup|f(®)l.cz, et toute fonction
de H(D) est évidlemment harmonique dans D. Nous désignerons par
H"(D) T’espace dual topologique & H(D), espace muni de la topologie
de la convergence simple dans H(D).

Or, toute mesure weM;7(D) définit un élément u” e H(D) de
telle maniére que

2.1 p ()= f fdu,  pour toute fe H(D):

quand g déerit M (D), ’ensemble de tous les u” est noté M"(D).
Comme H(D)C L.(E), lapplication A de MF(D) sur M (D), par
u—u" dans (2.1), est uniformément continue, d’ou M " (D) est aussi
compact (et convexe). En s’appuyant sur le théoreme de MM.
Krein-Milman, on en déduit:

Proposition 1. M"(D) coincide avec I’enveloppe fermée convexe
de ses points extrémaux dans U’espace vectoriel topologigue H" (D).

Soient # un point quelconque (€ E) et 3, une sphére de centre
x, on désignera désormais par 4, la mesure sphérique uniformément

5) Nous /sommés convenué, dans cette Note, de définir le potentiel néwtonier; AU»L

d’une mesure x4 comme une fonction Ul*(ac):t f r2=n(z, y)du(y) pour la distance eucli-
dienne r(x, y). B
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répartie sur 3, de masse totale +1. Dans la suite, nous faisons
usage la convenance suivante: pour tout point ¥ en dehors de 3,
on a évidemment U*(y)=U(y) et done, quelle que soit la sphére
3,C(E—D), on a

(2.2) f Ut du= f U du (pour toute u e M+(D)),
qui est=p"(U™), U étant dans H(D).

Proposition 2. L’ensemble des points extrémaux de M" (D), noté
Ext. M"(D), est constitué des éléments définis par les mesures ponctu-
elles de morme 1 e, placées dans la frontiére I', c.-0-d., &, € M ().

Démonstration: 1°) Si peMf(D) n’est pas ponctuelle, u* ne
peut &tre extrémal; en effet, supposons le support de w € Ext. M"(D)
contienne au moins deux points z, et 2, de D, alors il existait deux
sphéres 3, et X, des centres x, et x, respectivement telles que leur
intersection X, ~ %, soit vide. Désignons par u,, w.,, et u, les réstric-
tions de p & 3, ~D, 3,~D et & D—(3,~3,) respectivement et
posons uf=mla; ol a;=||u |l pour 7=1,2, et 8; on a alors
(2.8) p=2mpf et pf € M (D).

Congidérons ensuite une droite passent «, et w,, dans laquelle
prenons un point z tel que ze E—D et que p1=1t1é£n r(t, 2) soit >

1

p;=1MaxX r(s, 2); soit encore 3, une sphére de centre z telle que
€Ly
3,C(E—D), on a d’aprés (2.2)

N (U*)= f U duf= f U dpy < pi™

<= [Udpr=pr @),

done pi" = ui" et v =(a/(1—ay))p!" +(ay/(1—as)pf" est un point
intérieure du ségment connectif de u}¥" avee v} dans M"(D); enfin
p =0 —agv" +agus”, contrairement & u" ¢ Ext. M"(D).

2°) SiwzeD, e, n'est pas extrémal; en effet, tout fe H(D)
étant harmonique dans D, on a ¢, =4%(24 +22;) ou chaque % est la
restriction de 4, sur une demi-sphére, couperant 3,C D en deux,
22, € M"(D) pour i=1, 2; ceci achéve la démonstration.

Nous désignerons par I', le sous-ensemble de I" de tels points
x que ¢, € Ext. M"(D); c’est ’ensemble des points-frontiéres réguliers
comme on le verra plus tard (§6).

§3. Construction du balayage. Conformément & la proposition 1,
il en résulte que, étant donné un u" ¢ M"(D), il existe pour tout
nombre €>0 et f;, ¢ H(D) en nombre fini, une combinaison convexe
pux des e, ol « el telle qu'on ait
(8.1) | (f)—pe(f)| <&, pour j=1,2,...,k.
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Une famille filtrante des X.(fi,..., fi €), I’ensemble des mesure
pr € M (") satisfaisantes & (8.1), définite une basse d’'un filtre @,
dans ’ensemble M} (/"); comme M;(I") est vaguement compact, un

ultrafiltre @, qui contient @, converge vers une mesure wu;€ M (1)
vérifiant évidemment

(8.2) M(f)szd,u,w, quelle que soit fe H(D).®

On dit que cette mesure u, est une mesure balayée de p sur la

frontiére: on s’en va montrer 1’unicité de mesure balayée dans la
suite.

Soient # un point quelconque de E—D et ueM¥(D) (de norme
1 et avec son support C D); en prenant une sphére 3>, CE—~D de
centre x, on a d’apres (2.2) et (8.2) que U*x)= f Usdp=p"(U)=
pr (U?2)= [ Ut du,=Urr(x). D’ailleurs, comme U*r est semi-continu
inférieurement, on a U brig) <lim U “r(y)——hm Uy)=U"x), ounxel

>0
et ye (E’—D), parce que u e‘m"‘y(D) 11 resulte de 1a que U%r est
borné sur E et satisfait a
(8.8) U*=U"r partout sur E, pour ue MF(D).”

Lemme. Soit {D,} une suite des domaines, avec les frontiéres
compactes I';, tels qu’on ait D;.,C D, et ~%.,D,=D; désignant par v;
une mesure balayée de v ¢ MF (D) (CMF(Dy)) sur I'; pour chaque j, on
voit qu’il existe une sous-suite {v;} telle que v; converge vaguement
vers une mesure vy balayée de v sur I'.

Comme M (D,) est vaguement compact, I'existence de {v;} qui
convergent vers une »§-¢ M+ (I") est évidente. Pour toute 1 M*(E— D),

il existe un 5/ tel que D, ((le support de A) soit vide, donc la conti-
nuité de Dapplication A de MF(D,) sur M*(Dy) entraine que
v (UM =y;(U*) converge vers »3."(U"); U* étant arbitraire dans H(D),
v;- est une mesure balayée de » sur I', ce qui prouve le Lemme.
Or, en considérant v; elle-méme comme une mesure balayée de

vy € MF (Dy) sur Iy, on an” duj,:fU”l"duj,-—-fU”a" d,urng"OFd,u,,,
quelle que soit we MF(D). D’autre part, le potentiel est inférieure-
ment semi-continu pour la topologie vague de mesures, on a

f U+ du <11m Ur dp (;1. étant de la norme 1), d’out résulte

6) Par l’autre ralsonnement on peut prouver l’ex1stence d’une 4y comme sult
I’ensemble .XM (fis- -5 S5 &) des mesures yem* (") qui verlﬁent, [e*(f)—v () =e
est évidemment fermé et non-vide, alors l’mtersectlon = /\X( Sis--o» fu3 €), variant
fi€H(D) et >0, est aussi non-vide parce que MmF(I") est compact, d’oi une u,ell
existe.

7) En effet, u, est portée par I', sur laquelle Urp < Uv, d’ol résulte (3.3) en
vertu du principe de maximum (cette 4, est évidlemment de I’énergie finie).
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(8.4) [vras < [Urr o
Analogiquement, f Ur dp, < lim | U’» du, et f Uy dup,,=
e

[ver dy= [V dvy = [rrap< [Uhau @apres 3.3), c-ad.,
f Urrdvy < f U" dv%; combinant avee (3.4), on en conclut:

(8.5) [Uras= [Ty,  uet vemiD).

Posons v=ypu, (8.5) exprime alors que U*=U¥r et a fortiori
Urr=U¥" sur un noyau de ur® si wy est de I’énergie finie (par
exemple, il est le cas ou wpe M¥(D)), on en déduit que Utr= Usr
sur E. D’autre part, pour un point # en dehors du support de uf
et appartenant au support w;, on a U*r(x)<lim U*‘I’(y):lyiin U‘*g‘(y)

y>x

=U"(x) od ye E—D, ce qui montre que U*r<U"r sur un noyau
de ur et done sur E. Enfin, on obtient Utr= U¥r partout et == s
ce qui établit l'unicité de la mesure balayée d’une mesure ue MF(D)
sur la fromtiére I' (quand la mesure balayée est de l'énergie finie).

(0 sutvre)

8) On dit qu’'un ensemble A est noyau d’une mesure u si le complément de A est
de mesure nulle pour u; voir H. Cartan: Loc. cit. Par contre, le support d’ume
meswre u est Pintersection des noyaux fermés de u.



