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34. Eine Eigenschaft des topologischen Schnittringes

Von Joseph WEIER
(Comm. by K. KUNUGI, M.J.A., April 13, 1959)

Bezeichne E einen euklidischen Raum positiver Dimension. Die
weiterhin benutzten Simplexe aus E sind gradlinig und hinsichtlich
ihrer Tragerebene offen. Eine geschlossene topologische Mannigfaltig-
keit in E, die Vereinigungsmenge endlich vieler solcher Simplexe ist,
heisse euklidisch. Sei P eine geschlossene euklidische Mannigfaltigkeit
in E. Sind dann C,, C, in P gelegene endliche ganzzahlige Ketten mit

dim C,+dim C,>dim P,
[3C,|N|C.|=0 und [C,|N]3C,|=0,
so bestimmt (vergleiche [17, [4] oder [8]) das Paar (C,, C,) eine ganz-
zahlige endliche Homologieklasse H mit dim H=dim C,;+dim C,—dim M.
Befinden sich C, und C, zueinander in allgemeiner Lage, so bestimmt
(Cy, C,) eindeutig einen Zyklus C,; mit C,e H. Wie man [4] oder [9]
entnimmt, ist
Cie~0,

wenn C,=4dD, und 9C,=0 oder C,=0 und C,=0dD, gilt, wobei die D,
Ketten aus M bedeuten.

Seien nun m, » natiirliche Zahlen mit m>2n, weiter M eine m-
dimensionale und N eine n-dimensionale orientierte zusammenhédngende
geschlossene euklidische Mannigfaltigkeit, ferner f: M— N eine stetige
Abbildung. Dann bestimmt, wie unten auseinandergesetzt ist, f ein
System von ganzzahligen endlichen Zyklen

Zijr 1=1,-e,7, J=1,---, 1,
der Dimension m—2n+1, die die Eigenschaften haben: st z;;+0
Sfir wenigstens ein Paar (3,7), so ist f wesentlich; liegt f' in der
gleichen Homotopieklasse wie f und bilden die ganzzahligen endlichen
(m—2n+1)-Zyklen

zij, i=1" ) 7',’ j=1,' ) 7'/’
das zu f' gehorige System wund ist etwa r<r', so kann man jedem
z;; derart eineindeutig ein z. , zuordnen, dass z,;~=z,, ; Sfir alle
@, 7))L (r, r) und dass simtliche Zyklen z;, die nicht Bild eines Zyklus
%5, nullhomolog sind.

Zur Erklédrung der z,; seinen ¢ ein Punkt aus N und f'(a) ein
endliches (m—mn)-Polyeder A, weiter A, A;,--- die Komponenten von
A. Sind AY, A® zwei, nicht notwendig verschiedene, der Polyeder A,
und existiert eine Kurve ¢°, 0<r<1, in M mit c®c A und c*¢ A? derart,
dass die geschlossene Kurve f(¢), 0<z<1, innerhalb N nullhomolog ist,
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so mogen A' und A* zur gleichen Klasse hinsichtlich (f, ) gehoren.
Auf diese Weise werden die A, zu, im allgemeinen grosseren, Polyedern

B,B,---,B
zusammengefasst. Seien K, eine simpliziale Zerlegung von B, x,; die
mit einer Orientierung versehenen (m—mn)-Simplexe von K; und p,; die
wie {iiblich (vergleich etwa [10]) definierte Multiplizitdt von x;; be-
ziiglich (f, @), dann ist >3, #,,%;;, ein endlicher ganzzahliger (m—mn)-
Zyklus z,. Die Zyklen

r

zl’zz’.oo,z7
sind also durch (f,a) bis auf Unterteilungen eindeutig fastgelegt.
Jedes z; liegt iiber B;,. Und es gilt: ist 2,4+ 0 fiir wenigstens eine Zahl
j, so ist f wesentlich.

Aus 2, und z; bestimmt sich der oben in Rede stehende (m—2n-+1)-
Zyklus z;; wie folgt. Fir i=j ist z,;=0. Ebenso ist z,,=0, wenn
gleichzeitig 2, + 0 und z,+ 0. Sei nun

2, ~0.
Zwei ganzzahlige endliche (m—mn+1)-Ketten x, und x, aus M mit
0%, =02, =%,
mogen &dquivalent bezliglich 2, heissen, wenn x, —x,~0. Dadurch
zerfallt die Menge aller (m—n-+1)-Ketten x, die ox==z, erfiillen, in
endlich viele Aequivalenzklassen
Y, Y, --
Hierauf sei y, eine (m—n-+1)-Kette aus Y,, die sich zu 2, in allge-
meiner Lage befindet und z,; der durch
Y, und z;
bestimmte (m—2n-+1)-dimensionale ganzzahlige endliche Schnittzyklus.
Im Fall
2,40 und 2,~0
ist 2,; entsprechend zu erkléiren.

Die hinsichtlich M und N vorangestellten Voraussetzungen lassen
sich abschwichen. Zunichst kann man, um etwa den Fall nicht
orientierter Mannigfaltigkeiten zu erfassen, den Koeffizientenbereich
der ganzen Zahlen durch anderer Bereiche ersetzen. Zur Frage, wie
sich dabei der Schnitt modifiziert, vergleiche man zum Beispiel [5]
und [11]. Interessanter als dieses Problem aber ist die Frage, wie
sich die obigen Siatze in topologische Mannigfaltigkeiten {iibertragen
lassen. Methoden, die hier anwendbar werden, entnimmt man etwa
[2], [8] und [6]. Erinnert sei an ein topologisches Ordnungsprinzip
aus [7], auf das die obige Klassendefinition zuriickgeht. Die Frage,
ob man die oben erkldrten Homologieklassen z, durch Homotopieklassen
ersetzen kann, ohne die Invarianz zu verletzen, ist zu verneinen.
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