318 Proc. Japan Acad., 44 (1968) [Vol. 44,

72, Stetige Konvergenz und der Satz von Ascoli
und Argeld., V

Von Harry PoPPE
Sektion Mathematik, Ernst-Moritz Arndt Universitiat, D. D. R.

(Comm. by Kinjir6 KUNUGI, M. J. A., May 13, 1968)

Die vorliegende Arbeit enthidlt Anwendungen der Ergebnisse von
“III, IV”Y auf Kompaktheitskriterien vom Ascoli-Arzela-Typ (Ver-
schiarfungen von Kriterien in [8] und [6]). Ferner ergibt sich ein
spezielles Ergebnis liber die Giiltigkeit des Exponentialgesetzes fiir
.. Speziell werden Anwendungen der folgenden Ergebnisse von
“IV” betrachtet. Wir benutzen dabei in der vorliegenden Arbeit die
Bezeichnungen von “III, IV” und fiihren die dort begonnene Nume-
rierung der Ergebnisse weiter :

() Y, Z seien L-Riume, Z erfiille die Axiome L III und LT,; es
sei HCC(Y, Z) (oder allgemeiner Hc ZY) ; lim sei eine Limesabbildung
fiir H und es gelte:

1) H ist beziiglich lim kompakt,

2) w:(H,lim)XY—Z ist stetig.

Dann ist H gleichstetig.

(8) Y, Z seien L-Riaume; es sei HC ZY ; lim sei eine Limesabbil-
dung fiir H. Ist ACY, so bezeichnen wir mit f, die Einschrinkung
von fe Z¥ auf A. lim geniige folgenden Bedingungen :

(a) Ist KcY kompakt, so ist lim fiir qx(H) erkldrt und die Ab-
bildung g% : f—fx von (H, lim) auf (¢x(H), lim) ist stetig.

(b) Ist K kompakt in Y, so stimmen in ¢x(H) lim und s-lim
tiberein.

Es sei McHXY und pryM sei kompakt in Y. Dann ist o auf
M stetig.

1) Aus (7) ergibt sich zunichst ein Satz von Kelley und Morse
([6], Chapter 7, Satz 20):

Y sei ein beliebiger, Z ein Hausdorffscher regulirer topologischer
Raum; es sei HcC(Y, Z) und 7 sei eine Topologie fiir H (oder fiir
C(Y, Z)) mit der Eigenschaft, daB w:(H, t)XY—Z stetig ist.? Ist
dann Hr-kompakt, so ist H gleichstetig.

Nach (7) geniigt hierbei die Voraussetzung, dal Z Hausdorffsch
ist.

1) Siehe [11].

2) In der englisch-sprachigen Literatur ist hierfiir die Sprechweise ‘‘r ist
‘“‘admissible’”’ (oder ‘‘jointly continuous’’) fiir H?’ tiblich.
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“(7) 1aBt sich insbesondere auf die stetige Konvergenz anwenden.
Betrachten wir in (7) speziell lim=s-lim, so ist die Bedingung 2) von
(7) unmittelbar erfiillt (siehe [8], (2.8b)). Damit erhalten wir noch-
mals das Ergebnis [8], (8.4a), entsprechend [9] leicht modifiziert (siehe
auch die FuB3note auf S. 9 von “III”). Wir geben diesen Satz hier
an, weil wir ihn spiter noch verwenden werden.”

(9) Y, Z seien L-Riume; es sei Hc C(Y, 2).

1. Z erfiille das Axiom LT,. Dann sind folgende Bedingungen
hinreichend fiir die Kompaktheit von H beziiglich s-lim:

(a) H ist abgeschlossen beziiglich s-lim in C(Y, 2).

() H(y) (bzw. (H(y))" ist kompakt fiir jedes ye Y.

(¢) H ist gleichstetig (im Sinne von (7), (I)).

2. Z erfiille die Axiome L III und LT, (jedoch nicht notwendig
LT,). Ist H kompakt beziiglich s-lim in C(Y, Z), so erfillt H die
Bedingungen (a), (b), und (c).

Bemerkung: Es ergibt sich also, daB fiir die Notwendigkeit das
Hausdorffsche Trennungsaxiom ausreicht, fiir die hinreichende Aus-
sage benotigt man die Regularitit, weil nur dann die Grenzfunktion
eines stetig konvergenten Filters aus C(Y, Z) stetig ist (siehe [8],
(2.11). Entsprechende Verallgemeinerungen ergeben sich fiir die
notwendigen Aussagen der Kompaktheitskriterien fiir z, in [6] und
(8.

Wir betrachten dazu zunédchst die Aussage (8).

2) Y und Z seien topologische Raume; es sei Cx(Y,2)={f
€ Z¥: fr ist stetig auf K fir jede kompakte Menge KcCY}. Ist
dann K eine kompakte Menge in Y, so gilt ¢x(Cw(Y, Z))CcC(K, Z).
Ist Y (und damit auch K) Hausdorffsch oder regulir, so stimmen in
qx(C(Y, Z2)) t,-lim und s-lim iiberein, wobei 7.-lim die Konvergenz
beziiglich 7, bezeichne (man vergleiche [8], S. 98). Ferner ist
gz : (C (Y, 2), 7.)—(ax(Cx(Y, 2)), 7,) stetig (wie man leicht erkennt,
siehe auch [8], S. 117, unten). Damit ist (8) auf H=C,(Y, Z) und 7.
lim anwendbar und es folgt fiir M=(C(Y, Z), t.) X K das Lemma auf
S. 23 von [7], fir M=(C(¥, 2), t.) XK etwas spezieller das Lemma
(1.8) von [3] und fiir Mc(C(, 2), t.) XY und M ein Hausdorffscher
k-Raum (im Sinne von [6], S. 230) das Lemma der Arbeit [2] von
Bagley und Yang.? (Es ist ja in diesem Falle w genau dann auf M
stetig, wenn die Einschriankung von w auf jede kompakte und ab-
geschlossene Teilmenge von M stetig ist).

Sind Y, Z beliebige topologische Raume, ist HCZY und ACY, so
hei3t H bekanntlich gleichstetig auf A, wenn H,=q,(H) gleichstetig
in Z4 ist (siehe [6]). Es gilt dann:

1) In [2] ist spezieller M=HXY, wobei HcC(Y, 2).
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(10) Y sei Hausdorffsch oder reguldr, Z sei Hausdorffsch; es
sei HcCy(Y, Z) und H sei in C,(Y, Z) beziiglich 7, kompakt. Dann
ist H gleichstetig auf allen kompakten Mengen von Y.

Beweis: Es sei K eine beliebige kompakte Menge aus Y ; aus
HcC\(Y,Z) folgt Hy=qx(H)cqx(Cx(Y, Z))cC(K, Z); wendet man
®) und (7) auf Hy XKcC(K, Z)YXK(=C (K, Z) XK) an, so folgt, daB
H, gleichstetig ist.

Nun kénnen wir noch den Satz (3.10) aus [8] verallgemeinern. In
der hinreichenden Aussage von (3.10) (Aussage 1) wiirde nur die Kom-
paktheit von H in Y¥ betrachtet. (Der Zusatz “(HcC(X, Y)” in der
Voraussetzung von 1. ist iiberfliissig.) Ferner muf} in der notwendi-
gen Aussage (Aussage 2.) X nicht als beliebiger topologischer sondern
als Hausdorffscher oder regulirer Raum vorausgesetzt werden (es
wurde im Beweis das Kriterium (8.6) von [8] benutzt!).

Die neue erweiterte Fassung von [8], (3.10) lautet nun:

(11) Satz: Abgeschlossenheit und Kompaktheit beziehen sich
im folgenden stets auf ..

(I) Y,Z seien beliebige topologische Riume; es sei HcZY.
Hinreichend fiir die Kompaktheit von H sind die Bedingungen:

(a) H ist in Z¥ abgeschlossen.

(b) H(y) ist kompakt fiir jedes ye Y.

(¢") H ist gleichstetig auf jeder kompakten Menge von Y.

(II) 1. Y seiein beliebiger topologischer Raum, Z sei regulir;
es sei HcC(Y,Z). Hinreichend fiir die Kompaktheit von H in
C.(Y, Z) sind die Bedingungen (a): H abgeschlossen in C(Y,Z), (b),
und (¢’).

2. Y sei Hausdorffsch oder regulidr, Z sei Hausdorffsch. Dann
sind (a), (b), (¢) notwendig fiir die Kompaktheit von Hc C (Y, Z).

(III) 1. Y, Z seien Rdume wie in (II), 1.; es sei Hc C(Y, 2).

«) H ertiille (a): H ist abgeschlossen in C(Y, Z), (b), und (c).
Dann ist H in C(Y, Z) kompakt, wenn H auch abgeschlossen ist in
C.(Y, Z). Insbesondere ist also H kompakt in C(Y, Z), wenn Y zu-
sétzlich ein k-Raum ist, denn dann gilt C (Y, 2)=C(Y, 2).

B) H ertiille (a), (b), und (c): H ist gleichstetig. Dann ist H
kompakt in C(Y, Z).

2. Y, Z seien Raume wie in (II), 2.; es sei HcC(Y, Z). Not-
wendig fiir die Kompaktheit von H sind die Bedingungen (a), (b), (¢/)
von (III), 1.

Ist Y zusétzlich ein Hausdorffscher k-Raum, so sind (a), (b), und
(¢): H ist gleichstetig notwendig.

Beweis: (I) wurde in [8] bewiesen. (II), 1.: Es geniigt folgen-
des zu zeigen: @ sei ein Filter in Z7, es sei He ®, fe Z¥ und es
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gelte fep-lim§ (punktweise Konvergenz); dann folgt fe Ci(Y, Z):
sei K eine beliebige kompakte Menge aus Y ; dann ist ¢x& Filter in
Z% und es gilt fx € p-lim qx% in ZX; ferner ist Hy=qx(H) € qxF und
H, ist gleichstetig ; daraus folgt fx € s-lim g% ([8], 8.2a) und daraus
wiederum fx e C(K, Z) ([8], (2.11)), da Z regulir ist.

II), 2.: (a) und (b) sind klar, (¢’) folgt aus (10).

(I1I), 1., a): Nach (II), 1. folgt, daB H kompakt in Cx(Y, Z)
ist; wegen HC C(Y, Z) ist dann aber H auch in C(Y, Z) kompakt. f3)
folgt aus (9), 1.

(III), 2.: Der erste Teil folgt aus (II), 2.; ist Y zusitzlich ein
Hausdorffscher k-Raum, so kann man so schlieBen: H ist kompakt
und Hausdorffsch in C(Y, Z) und folglich ist H X Y ein Hausdorffscher
k-Raum ; nach (8) und (7) folgt dann die Behauptung.

(11a) Folgerung: Y sei ein Hausdorffscher k-Raum, Z sei ein
Hausdorffscher und regulidrer Raum; es sei HcC(Y, Z). Dann ist
H genau dann kompakt in C(Y, Z), wenn die Bedingungen (a), (b),
und (c) gelten.

Das ist der Satz (8.6a) von [8] und der Satz 4 von [2] und verall-
gemeinert das Ergebnis 7.21, Bemerkung von [6]. Bagley und Yang
beweisen (11a) mit Hilfe ihres Lemmas und der Sitze aus [6] (der
Beweis von (III), 2. benutzt den Grundgedanken dieses Beweises);
wir zeigten in [8], daB (11a) zu dem Kompaktheitskriterium von Gale
[56] 4quivalent ist.



