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104. Zur Bewertung der einfachen Algebren.

Von Mikao MORIYA.
Mathematisches Institut der Hokkaido Kaiserlichen Universitiit, Sapporo.

(Comm. by T. TAKA(I, M.I.A., Dec. 13, 1937.)

Im folgenden bezeichnet A eine einfache Algebra mit P als Koef-
fizientenkSrper welcher seinerseits folgende Eigenschaften besitzt"

1. P ist der QuotientenkSrper eines Integrittsbereiches R.
2. R ist ganz-abgeschlossen in P.
3. In R gilt der Teilerkettensatz fiir Ideale.
4. Alle vom Nullideal verschiedenen Primideale aus R sind

teilerlos.
5. Das Zentrum von A ist separable iiber P.

Ist nun o eine R enthaltende Maximalordnung yon AlP, welche
aus, beziiglich R, ganzen Elementen besteht, und a eine Ideal aus o, so
kann man nach Deuring eine Bewertung I, yon AlP herstellen.D
Diese Deuringsche Bewertung hat folgende Beschaffenheiten :

1. Die Bewertung ist nicht-archimediscl
2. Die Bewertungen aller Elemente aus o sind nicht grSsser

als 1.

(A) 3. Die Bewertung ist nicht-trivial und diskret, d.h. es gibt
in A mindestens ein von der Null verschiedenes Element,
dessen Bewertung kleiner ist als 1, und ferner existiert
eine positive Zahl C<=I von der Art, dass die Bewertung
eines Elementes aus A entweder 1 oder <: C ist.

Es fragt sich nun, ob eine Bewerlung yon AlP unter der Bedin-
gung (A) stets einer Deuringschen Bewertung quivalent ist.

In der vorliegenden Note will ich diese Frage durch folgenden
Satz beantworten

Satz. Es sei eine Bewertung yon AlP unter der Bedingung (A).
Dann bildet die Gesamtheit a aller derjenigen Elemente aus o, deren
Bewertungen kleiner sind als 1, ein gleichseitiges Ideal aus . Ferner
is der dutch bes$immten, Deringschen Bewer$ung I quivalent.

Zum Beweis will ich einige Vorbemerkungen und Hilfsstze vor-
ausschicken.

Vorbemerkung 1. Nach einem bekannten Wedderburnschen Struk-
tursatz kann man A als ein direktes Produkt einer Divisionsalgebra

mit einer Matrixalgebra fiber P als KoeffizientenkSrper annehmen
A= x. Multipliziert man jede Matrixeinheit e aus mit einem.passend gewihlten Element r aus R, so gehSrt e=re zu .

1) M. Deuring, Algebren, Ergebnisse der Mathematik und ihrer Grenzgebiete,
Berlin (1935), S. 93-95. Die Deuringsche Bewertung kann nur in einfache Algebren
eingeftihrt werden, aber nicht mehr in halb-einfache Algebren.

2) Deuring, loc. cit., S. 94-95.
3) Da wir bloss gleichseititige Ideale betrachten, so lassen wir slter das Wort

gleichseitig" weg und sprechen schlechthin yon einem Ideal.
4) Vgl. etwa Deuring, loc. cit., S, 18-19.
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Vorbemerkung 2. Nach einem Bewertungspostulat und 2, (A)
ist (1)= 1.

Hilfssatz 1. Es gibt in R mindestens ein Element, dessen Be-
wertung kleiner ist als 1.

Beweis. Nach 3, (A) existiert ein Element a0 mit (a)<=l.
Da eine Ordnung ist, so kann man ein Element :k=0 aus R so
bestimmen, dass a zu o gehSrt. Offenbar ist dann (a)()(a)<=l.
Wir kSnnen also ohne Einschrinkung der Allgemeinheit annehmen,
dass a yon vornherein ein Element aus ist.

Nach Vorbemerkung 1 kSnnen wir a= doe setzen, wo m2 den
i,j-1

Rang yon bedeutet und die d Elemente aus sind. Da a0
ist, so nehmen wit an, dass etwa d0 ist. Nun folgt ohne weiteres

ekaek---- 7" ’di:i ekk 7"2di O,
k-1 k

wenn man wie iiblich .ek= 1 setzt. Da nach Definition die e*k, ei*
2zu gehSren, so gehSrt r d auch zu und feer lt-

(r2d) Max ( (eaef), ) < 1,

weil (eae) (e)(a)(e])< 1 is
Da b=dO zum Durcchnitt von mit gehSrt, so

genfigt einer irreduziblen Gleichung x+Zx-+ +Z 0 in R.
Dai ist natfirlich Z 0. Al ist = -b(b-+ +_ und
ferer ]$ och"

()g (b)(b-+ +_) (b)< 1,

weil b-+ +_ ein Element aus ist.
Hiffatz 2. Ffir ein Element a0 a A ist das Hauptideal (a)

in g auf die Gemtheit faller Elemen von der Form cac,
woi die c, c Elemen aus deun.

weis. Ds fein gleicitiger -Modul ist, fol sofo aus der
Definition yon . Nach Hilfssatz 1 kann man in R s ein Element
0 derart finden, ds a zu o gehS d (a)l ist. Ffir di

Element und ein liebiges Element cac aus f lt offenbar"

i-1

Da Ja 0 ist, so kSnfien wit =a= dov mit mindesns einem

d0 setzen, woi i,j gie Indizes unr 1, m sind. Wie

im weis yon Hilfssatz 1 erhlt man b= ee=TdO, worin b

ein Element aus o und (b)l ist. Es lt feer"

b"+#b"-+ +# 0
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fiir passend gew/ihlte Elemente/, ,/ aus R, wo insbesondere/ :k 0
ist. Wie aus der Kostruktion hervorgeht, gehSrt b einerseits zu und
anderseits zu . Hieraus folgt ohne weiteres, dass -b(b-l+ /_)
=V0 ein Element aus f ist. Damit ist gezeigt, dass f ein a enthaltendes
Ideal in bezug auf ist" f(a). Da aber offenbar (a)fD ist, so
ist f (a), w. z. b. w.

Beweis des Satzea a) Dass ein gleichseitiger o-Modul ist, folgt
sofort aus der Definition von . Nach Hilfssatz 1 gibt es in R ein
Element, dessen Bewertung kleiner ist als 1, und das natiirlich zu
gehSrt. Also ist ein Ideal aus .

b) Es sei a, a, eine Nullfolge in bezug auf . Dann
ist sie auch Nullfolge in bezug auf die Deuringsche Bewertung

i) Wir kSnnen ohne Einschrinkung der Allgemeinheit annehmen,
dass die o(a), (a), alle kleiner sind als 1. Ferner sei das
Hauptideal (a), dargestellt als reduziertes gebrochenes Ideal, von der
Form 5]n, wobei , n Ideale aus o sind. Dann behaupten wir, dass

durch a teilbar ist. Da nmlich (a)n=8 ist, so ist jedes Element

aus von der Form cac mit den c, c aus o, weil (a)(a)o

(a) ist. Ferner ist o(S, ,ac,) < Max (- (c)(a)(),

<= (a)<: 1. Also ist nach der Definition von das Ideal 5 aus o in
enthalten, d.h. 5 ist durch a teilbar.

ii) Nach i) kann man fiir das Hauptideal (a)eine natiirliche
Zahl r und die Ideale 5,n so bestimmen, dass (a)=a ]n,
(a , n)=o und , nicht mehr durch a teilbar ist. Nun behaupten
wir, dass aus lim Ca)=O limr= folgt. Nimlich, es gibt in

ein Element z mit (z)=l, weil 5, nicht durch a teilbar ist. Fiir
ein Element r aus , welches gleichzeitig zu R gehSrt, gilt offenbar"

1 (rzr-)

Wenn also fiir n-- oo r beschr/inkt ist, dann ist fiJr jedes n

(rz)>(r-)->,,> o,

wobei , eine passend gew/ihlte Zahl ist. Anderseits ist rz als Ele-

ment .aus a ,,=(a)a yon der Form cac, wobei die c, Elemente

aus o ist. Es ist also 0 <= n <:(rz)< Max ( (cac), )< (a).
Dies ist offenbar ein Widerspruch, weil sonst 0= lim o(a):>0 sein

miisste.
Aus der Darstellung yon (a) als reduziertes gebrochenes Ideal folgt

ohne weiteres a I e-- Es ist also lim aI= 0, wenn lim o(a)= 0

ist. Somit ist die Behauptung im Anfang yon b) bewiesen.
c) Es sei a, a, eine Nullfolge in bezug auf I. Dann

ist sie auch Nullfolge in bezug auf .
1) Deuring, loc. tit., S. 95.
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Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit kSnnen wir wieder annehmen,
dass die a I, a. I, kleiner sind als 1. Dann kann man
(a)= /. setzten, wobei , Ideale aus o sind, und ( , )=o,
a 5 und r. 1 ist. Ferner ist nach Voraussetzung lim

Da (, .)=o ist, so gibt es in , n Elemente a. resp. r. vonder
Art, dass a/=1 ist. Hieraus folgt ohne weiteres

(a,,,,,,)=(a---a,) < Max ((a), (a)(a)).
Well aber ,(a,)(a,)<Y. (a,) ist, so ist ,(a,,,,)=,(a,). Anderseits ist

a als Element aus o o von der Form ]- ...-’*, wobei
k-I

die a, ., - alle zu a gehSren. Also ist

(a) (a)<Max(

woraus lim (a) lim C=O fol.
Nach a), b) und c) ist der Satz wien.


