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74. Die intrinsike Theorie der Geometrie des Systems
der partiellen Differentialgleichungen.

Von Shisanji HOKARL
Geometrisches Seminar der Hokkaido Kaiserlichen Universitit, Sapporo.
(Comm. by M. FUJIWARA, M.LA., Oct. 12, 1940.)

1. Die Geometrie der Bahnen, die von der Schule von Princeton
zuerst entwickelt wurde, ist im Jahre 1937 von Herren Prof. Dr. A.
Kawaguchi und H. Hombu® im Falle des verallgemeinerten Systems
der partiellen Differentialgleichungen m-ter Ordnung
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erweitert worden. Die dabei verfolgte Geometrie hat wirklich die
Gruppe der Koordinatentransformationen z¥=2x"(2*) und der linearen
Parametertransformationen von der Gestalt

u’ =U%u+ U (U%, U : Konstanten)

zugrundegelegt.

Die sogenannte intrinsike Theorie im Sinne von E. Bortolotti besagt,
dass sie unter der Koordinaten- und den allgemeinen Parameter-trans-
formationen :

@) o =2, 2 .y 1), u=ut(ul, o ..., uk)

invariant ist. Es stellt sich die ausserordentliche Schwierigkeit bei der
Grundlegung der intrinsiken geometrischen Theorie der partiellen Dif-
ferentialgleichungen m-ter Ordnung fir m =38 und K=>2 heraus; und
die intrinsike Theorie im Falle m=8 und K>1 ist neuest vom Ver-
fasser durch die Eliminationsmethode fiir die allgemeine Form von
Hi .., entwickelt worden®.

In der vorliegenden Arbeit méchten wir uns mit der Grundlegung
der intrinsiken Theorie des Systems der partiellen Differentialgleichungen
hoherer Ordnung beschéftigen, indem wir eine solche Voraussetzung an-
nehmen, dass sie sich in den Fillen fiir m=4 und m=>5 erfiillen lésst.

2. Es seien «* die Koordinaten eines Punktes in einer n-dimen-
sionalen Mannigfaltigkeit X, und %* voneinander unabhingige Para-
meter. Mittels dieser Parameter wird jede K-dimensionale Fliche
in X, durch die Gleichungen z‘=x*u*) gegeben. In jedem Punkte der
K-dimensionalen Fliche bestimmt ein Wertesystem der Grossen

1) A. Kawaguchi und H. Hombu, Die Geometrie des Systems der partiellen Dif-
ferentialgleichungen, J. Fac. Sci.,, Hokkaido Imp. Univ., (I), 6 (1937), 21-62.
2) Im Folgenden laufen lateinische Indizes stets von 1 bis 7, griechische von

ibis K (K<n).
3) S. Hokari, Uber die Geometrie des Systems der partiellen Differentialgleichun-
gen dritter Ordnung, Proc. 16 (1940), 104-108.
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ein Hyperflichenelement s-ter Ordnung. Wenn wir jetzt in jedem
Punkte von X, ein beliebiges Wertesystem (3) adjungieren, so kommt
bekanntlich die {("*)+n—1}-dimensionale Mannigfaltigkeit F& zu-
stande, die aus allen K-dimensionalen Hyperflichenelementen s-ter
Ordnung besteht.

Einfachheitshalber benutzen wir die Bezeichnungen (8) fur die
Hyperflichenelemente, wie sie A. Kawaguchi und H. Hombu eingefiihrt ;
dann wird das vorhergehende System (1) der partiellen Differential-
gleichungen m-ter Ordnung mit der Gestalt

) 2 Z(m) +H. Z(m)(uﬁ’ @, p%(l)’ T p%(m—l)) =0

bezeichnet, wo H,i(m) abkiirzend fiir Hf,,az,,_am eingefiihrt ist.

Wir ziehen zuerst dieses allgemeinste System in Betracht. Dabei

setzen wir voraus, dass die Funktionen Hi(m) notwendig vielmal dif-

ferenzierbar und symmetrisch in bezug auf aj, @, ..., @, sind. Wenn
das System (4) eine Losung a*=x%(u?), deren funktionale Matrix

((;)—z;)) den héchsten Rang K hat, gestattet, so ist ihr Ort eine K-

dimensionale Fliche in X,.
Da die Grosse p;'(t) symmetrisch in bezug auf ay,ay, ..., @ ist, de-
. . 2 la,!...a,!
finieren wir den Operator f“w’= _a:f g Qaili--- G af
o ;(t) t! ap;(t)
die Indizes oy, as ..., a; aus ay, @z ---,a, gleichen Indizes bestehen
(a;+az+--+a,=t); dann ist die folgende Schreibweise gestattet :

— acsy), j
af= ?'ﬂ (O dPG, -
Wenn wir nichst die Verkiirzung
m—2 . .
(5) D"‘f= 'f’ @ +,§)ftﬂ.'l(r))p]9(r):’ - f(:a.'l(m—l))H%(m—l)a

fiir die Funktion f(u?, o7, p{;(l), ey p’f}(m_l)) in F{? benutzen, so haben
wir die vollstindigen Integrierbarkeitsbedingungen des Systems (4):

DEHH;]a(m_D =0.

, wenn

Ist (4) dabei vollstindig integrabel, ist die Ableitung (5) nichts
anderes als die Ableitung von f lings der Integralhyperfliche von (4).
Wenn die nK Grossen v** in F*~, welche im allgemeinen u?, o, pj

ey p{,(m_l) abhingig sind, sich bei den simultanen Transformationen (2)
folgendermassen transformieren: v¥'* =v*X¥U?, so nennen wir v* einen
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gemischten kontravarianten Affinor zweiter Stufe, wobei abkiirzend
gesetzt sind :

v ox¥ . ot ,_ ou” u®
Xi="", X Ur="r Us=—s

Y ous
folglich bestehen die Beziehungen
X{Xi=8, XiXi=8, U‘Us=0%, U UL=0f.

Fiir diesen Affinor lassen sich die intrinsiken kovarianten Ableitungen
lings der Integralhyperfliche von (4) durch die Beziehungen

(6) 4 p’l)ia =D p’Uia +1 ‘;;3 it G:B’Uir

deﬁn@eren", wobei die Ubertragungsparameter I% und G% auch von
ub, 7, pfi;(l), s DBim-1y abhiangen mogen und mittels der gegebenen

Grosse H: . sich bestimmen sollen.

%(m)
3. Zur Festlegung der Ubertragungsparameter I'is und G% stellen
wir folgende Voraussetzung auf.

Voraussetzung (a). FEs gibt einen intrinsiken symmetrischen Affinor
(m) ., .
hqg in unserer Mannigfaltigkeit, welcher von u®, o, Phay +*» Phim-1, GDRANGE

(m)
und bei dem die Matrix ((h,g)) den hichsten Rang K hat.
(m)
Da der Affinor h,s sich bei den simultanen Transformationen (2)

(m) (m)
folgendermassen transformiert: hyp=U%h,s so erhalten wir unter
Beriicksichtigung von (5)

(m) 8 m (m 5
(7) D‘r’h’a’ -4 = U:/ B’;’Drhaﬂ + h’aﬁ( U :'T' U g/ + U:/ Uﬁ/rr) y
wobei gesetzt sind :
2U%, o%u®
U Z/g/;:/ = U:/ U g/ U ;/ N :/9/ = auB‘: = aua’au 5 usw..

(m)
Da nach Voraussetzung («) die Matrix ((%,5)) den hochsten Rang

(m)
K hat, so ergibt sich ein symmetrischer kontravarianter Affinor h%,
fir dem die Beziehungen
(m) (m)

(8) Fragh®" =07,
besteht. Wegen (7) und (8) erreichen wir
Satz 1. Die %K2(K+ 1) Grossen

1 ("')a (m) (m) (m)
(9) ‘;B = E h* (D Bhn) +D rhﬁa - DdhrB)

1) Die entsprechenden Beziehungen fiir die kovarianten Bestimmungszahlen v;q
sind 7 gvia=Dgvia— I gvja— G} gVsr-
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transformieren sich bei den simultanen Transformationen (2) wie folgt :
(10) G:;ﬁ/ U:/ = G?p U;/ Ugl+'U?rB/

und sind symmetrisch in bezug auf a und B. ‘
Diese Grosse G2 ist offenbar von uf,z’, p’,;m, vy Dby, 2DhANGIE
und wir konnen sie also als Ubertragungsparameter -aufnehmen. Um

die Funktionen I, aus H;( , und G% zu bestimmen, beweisen wir nun

im Folgenden ein Ergebnis iiber die Transformationsformeln von p}

bei den simultanen Transformationen (2).
Im dllgemeinen gelten die Formeln fir r=2,3, ...

(11) b ;:(r) 2 @r) U:£:3)+rp z.“(v—l),pi")}{::‘;. U:S:’)‘)

+ g KU U+ =21,
wobet wir Glieder, die die Ableitungen von x° nach w' héchstens bis
(r—2)-ter Ordnung enthalten, durch [r—-2],‘;’(r) usammen darstellen.

Beweis. Es ist klar, dass die Formeln (11) fur r=2 richtig sind.
Demnach lassen sich die tibrigbleibenden Beziehungen nach Induktion be-
weisen. Wenn (11) niamlich fiir » richtig ist, so ist es auch gleich fiir
das dem r unmittelbare Nachfolgende, d. h. wenn man (11) nach u%+
differenziert, so ergibt sich

i’ =i V[T %r+1D) i ¥ %+
Piip sy =Py X U“(r+1)+{p“(r) “r+1+rp"r+1(“(r-1)p{‘r’}X” &(r+D)

+{rU&Us - "’ par gy T 'r('r = UaUs - U“:_l“r)U"rﬂ}X:’p"(r)

+ [T 1]“(r+1)

Hier bestehen die Beziehungen

i i i r i i
PP,y T rp%u‘%—nmr =(r+1) {~+—1p,,(r)p’ apsr mp“r+l(“(r—l)p ';r)}

=(r+Dple 2,
und
rUSUS - Uty + -’% U Us ... UL, U,
='f(”'+1) { 2 U=, r r—1 @ Us... U “-1 1%
2 r+1 (af ° "r)“r+1+ r+1 o+ Ual o r+l}

= !(L;'L) U U% .- Uglay 1 »

woraus das Ergebnis unmittelbar folgt.
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Zwischen HZ’(M) und H: . bestehen die Beziehungen gemiss (4)

(m)
und (11)
i — o TTHm) __ i i o T Hmd
(12) Hy = Ha X3 U i) = Ml 1yPapp X33 U ol
m(m—l) 03 i’ TTa a: Cm+1 i’
- — D1y Xt Ut U - Ul s —[m =215 .

Die intrinsike Geometrie ist nichts anderes als die Invariantentheorie
des Funktionensystems H;‘;(m), dessen Transformationsformel bei den

simultanen Transformationen (2) mit (12) gegeben werden. Aus der
Transformationsformel (12) von H,‘;(m) fithren wir durch die Differentia-

tion nach den hochsten Ableitungen pf,

Bty = FE Bem—1 X33 [7%m [T Bln—1
(13) H"im); v H“(m);(mj X’J’Uaim)Uﬁm—n

Bem-D i i vi TT%m  7im-1
("(m—l)p"m)X j4x37/ U“Em) Uﬁ(m—l)

—1) a,, Bl —1))
_m(m )(3;: &{UZZ'“U m—1 ,)U (m—1)

Zm—1%m’ "~ H(m—1)

ein, daraus entsteht durch Uberschiebung in bezug auf a=p;, a;=ps,

vors Om—1=Pm—1

5’ B —_ ) . [¢ - ) 2’7
(19 Hy, oV =Hy, oYX

~p%’s (m—1)%}

_(K+m—1)(K+m—2) ... (K+1) XU XU,
(m—1)!

_ (K+m—1)(K+m—2) ... (K+2) U U .
(m—2)!

Mit Hilfe von (14) und (10) kénnen wir den folgenden Satz behaupten.
Satz 2. Die n*K Grossen

. (m—1)! ; Bm-19
15 ri= Hy Fom
(15 T (Ktm—1)K+m—2) ... (K+1)  ‘famd® 7
m—1
m=—2 %Gz,
+K+1 o

transformieren sich bei den simultanen Transformationen (2) wie folgt :
(16) i, Uy =TI', X5 — XEX0%

Die Ubertragung lings der Integralhyperfliche von (4) wird fiir
beliebigen Affinor v* durch (6) vollstindig bestimmt. Fir anderen
Affinor hoherer Stufe wird die kovariante Ableitung lidngs der Inte-
gralhyperfliche von (4) wie iiblich definiert. Wir erreichen also

Satz 3. Es sei ein System der partiellen Differentialgleichungen
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m-ter Ordnung (4) gegeben. Dann bestimmt sich in F™ P eine in-
trinsike Ubertragung (6) lings der Integralhyperfliche von (4) unter der
Voraussetzung (a).

4. Im Falle, wo die Ordnung m unseres Systems (4) grosser als
5 ist und K> 2 ist, stossen wir auf die Schwierigkeit der Grundlegung
der wirklichen intrinsiken Geometrie. Mit anderen Worten kann der

(m)
in Voraussetzung (a) aufgestellte Affinor h,; im allgemeinen aus H,';(m)
und ihren Ableitungen nach pfgm nicht eingefithrt werden. Wir wollen

demgemiss im Folgenden die Fille fiir m=4 und m=5 verfolgen.
Wir denken uns erstens den Fall m=4. In diesem Falle wird das
System (4) in der Gestalt

an 2 2(4) +H :’(4)(7"3’ &, pﬁ(l)’ p:‘i’a)’ p {’(w) =0

gegeben. Aus (13) konnen wir schliessen, dass hierbei die Groéssen

( ) ( )
H: % %’ die Bestimmungszahlen eines intrinsiken gemischten Affinors

a(4) 7
sind. Da die Grossen H: = den Parameter u? enthalten, so sind die

%4y

¢ By @)k

intrinsiken Grossen H,,“) p¥ im allgemeinen nicht verschwinden.

Setzen wir

@ % 0a 4
Pas— HT“)(B(_.?));(J ) kH\;“)(r(E));(r ’:»B)p;, ,
@
so sind h*® die Bestimmungszahlen eines symmetrischen Affinors zweiter
Stufe. Wir konnen also erhalten den
Satz 4. FEs sei ein System der partiellen Differentialgleichungen
vierter Ordnung (17) gegeben. Damn bestimmt sich in F7 eine in-
trinsike Ubertragung lings der Integralhyperfliche von (17) in der

Gestalt wie (6), wenn die Matriz ((h*6)) den hichsten Rang K hat.

Wir wollen zweitens der Fall m=5 behandeln. In diesem. Falle
haben wir das System der partiellen Differentialgleichungen in der
Gestalt

(18) 2 2(5) +H, 3(5,(’"'3: @, p %(1)’ o p{;“)) =0.

(¢ ) (7 (ay)
Betrachten wir in gerad derselben Weise die Gréssen H o)’ B‘,"; W so

sind sie die Bestimmungszahlen eines intrinsiken gemischten Affinors.
Setzen wir daher

(;Za B H’; (5)(; ﬁ(g)):(ﬁs;aﬁ)p; ,
5
so lauten h%® die Bestimmungszahlen eines symmetrischen kontravarianten
Affinors zweiter Stufe. Dann gilt
Satz 5. Es sei ein System der partiellen Differentialgleichungen
finfter Ordnung (18) gegeben. Dann bestimmt sich in FP eine in-
trinstke Ubertragung limgs der Integralhyperfliche von (18) analog wie

(6) unter der Voraussetzung, dass die Matrix (E;;“")) den hochsten Rang
K hat.
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Wir konnen auch die intrinsike Grundiibertragung geben, und
daraus die intrinsiken kovarianten Ableitungen erhalten.

5. Fir m=38 und K=1, d. h. im Falle des Systems der gewohn-
lichen Differentialgleichungen m-ter Ordnung :

dmyt i ded dm i
HY(t, o, ) ey =0,
(19) dtm + (t & di dgm! ) 0

haben wir die sogenannte intrinsike Theorie systematisch entwickelt®.
Die oben erklirte Methode wird in diesem Falle angewandt. Wenn wir

— i 13
@ = H:m—l)j(m—-l)iw( g

setzen, so ist & ein intrinsiker Skalar mit dem Gewichte 3—m bei der
Parametertransformation £=%(¢). Nun setzen wir voraus, dass die Grosse
S nicht identisch verschwindet, so lautet fiir m >3

(20) oA (@) =2A(t) —a® ,
wobei gesetzt sind :

1 dlg& _dt w_ da
A=""1"% 0 Ta T a

Setzen wir zunidchst unter Beriicksichtigung von (20)
i 1 i —1) &
j=%“{ (m—l):i_‘m(m_z—)_s:i%[} ’

so treten auf
(21) e XY =alXY — aXip® ;

infolgedessen gilt der

Satz 6. Sind v' die Bestimmungszahlen eines Vektors mit dem
Gewichte ¥ bei der Parametertransformation, so wird die intrinsike
kovariante Ableitung vo* lings der Imtegralkurve wvon (19) in der
Gestalt

(22) Vt'vi = Dﬂ)i + [‘;’U’ + f%['vi

gegeben®.

1) S. Hokari, Zur neuen Behandlung der Geometrie des Systems der gewohnlichen
Differentialgleichungen hoherer Ordnung, J. Fac. Sci.,, Hokkaido Imp. Univ., (I), 8
(1940), 47-62.

2) Die intrinsiken Grundiibertragungen und die kovarianten Ableitungen sind
schon gegeben worden ; siche A. Kawaguchi und H. Hombu, a.a. 0. 1) oder S. Hokari,
a.a. 0. 1).



