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73. Die Grundlegung der Geometrie der n-dimensionalen
metrischen Raume auf Grund des Begriffs
des K-dimensionalen Flacheninhalts.

Von Akitsugu KAWAGUCHI und Shisanji HOKARL
Geometrisches Seminar der Hokkaido Kaiserlichen Universitit, Sapporo.
(Comm. by M. FUJIWARA, M.LA., Oct. 12, 1940.)

In einer vorhergehenden Arbeit haben wir die geometrische Theorie
der finf-dimensionalen metrischen Riume auf Grund des Begriffs des
zwei-dimensionalen Flicheninhalts entwickelt”. In der vorliegenden
Arbeit méchten wir uns weitergehend eine geometrische Theorie der
n-dimensionalen metrischen Rdume mit Hilfe des Begriffs des K-dimen-
sionalen Flicheninhalts, jedoch unter einer einschrinkenden Bedingung,
aufstellen.

1. In eider n-dimensionalen Mannigfaltigkeit X, mit den Punkt-
koordinaten ' sei x*=x%(u*) die Parameterdarstellung einer K-dimen-
sionalen Fliache & und

— j ox’ 17,2 K
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ein bei Parametertransformation invariantes, K-faches Integral iiber
einen Bereich der Fliache & erstreckt?, Dabei setzen wir voraus,
dass » und K zwei relativ prime Zahlen sind. Der Wert des Integrals
lasst sich als K-dimensionalen Flicheninhalt eines gegebenen Be-
reiches auffassen. Da der Wert des Integrals stets von dem betreffenden
K-dimensionalen Flichenstiick allein, aber nicht von der Wahl der
Parameter u* abhingig ist, soll das obige Integral bei der Koordinaten-
und Parametertransformation ganz unverindert bleiben. Dafiir ist es
notwendig und hinreichend, dass die Beziehung

@) i(w, 2 )=y, )| 2
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identisch gilt. Somit ist die Grundfunktion S(x’ %) bei der Ko-
U

ordinatentransformation i*=2%%2x’) eine absolute Invariante und bei der
Parametertransformation #*=7%%uf) eine Skalardichte vom Gewichte
eins.

Da o*=x'(u', u? ..., u¥X) eine regulire Parameterdarstellung der
Fliche § sei, habe die daraus durch Differentiation erhaltene Matrix

1) A. Kawaguchi und S. Hokari, Die Grundlegung der Geometrie der metrischen
finf-dimensionalen Riaume auf Grund des Begriffs des zwei-dimensionalen Flichen-
inhalts, Proc, 16 (1940), 313-319.

2) In dieser Arbeit laufen die lateinischen Indizes stets von 1 bis n, griechischen
von 1 bis K (K <m).
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«—2:’; )) den hochsten Rang K. Genau so wie im Falle der vor-

hergehenden Arbeit, sollen die aus der Matrix gebildeten l)etezrmi—
nanten K-ter Ordnung mit p“*--‘c bezeichnet werden, d. h. p™--ix=

K! ox o | OwK Dann kann das betreffende Integral (1) immer

outt au? ouk3’
in die Gestalt
®) o=§ F@, p95) dudduéd ... duk

(K)

gesetzt werden, wobei F' aus & analytisch abgeleitet wird. F ist hier-
bei bei der Koordinatentransformation invariant und bei der Para-
metertransformation eine Skalardichte vom Gewichte eins. Wie iiblich
setzen wir voraus, dass die Funktion F' etwa in einem einfach zusam-
menhingenden Bereich der 2° und fiir alle Wertesysteme der p™%--ix
mit Ausnahme des Falles, wo alle p“®---‘x verschwinden, regulir analy-
tisch, in den Grossen p %' -k positiv homogen von erster Ordnung ist
und wesentlich einen positiven Wert hat.

Es ist zweckmadssig, als geometrisches Element in unserer Mannig-
faltigkeit das orientierte K-dimensionale Flichenelement zu betrachten,
das aus einem Punkte (2°) und den (%) nicht simtlich verschwindenden
Grossen p™®2---’k besteht. Die Mannigfaltigkeit, die aus allen K-dimen-
sionalen Flichenelementen (2, p™®---’x) besteht, bezeichnet man im
Folgenden mit X, deren Dimensionszahl (%)+n—1 ist. Adjungiert
man das Integral (1) zu X bzw. X¥*?, so erhilt man nichts anderes
als den Finslerschen bzw. den Cartanschen Raum.

2. Die (%) Grossen p™---ik sind nicht nur die Bestimmungszahlen
eines K-Vektors vom Gewichte eins bei der Parametertransformation,
sondern auch vor allem einfach, d. h.

ﬁiliz---iK=p‘.liz"'iK ou’ p['iliz...iKpiﬂjzu-jK:O .
ou’

’

Demnach lasst sich ein einfacher K-Vektor I**:---’x vom Gewichte Null
bei der Parametertransformation geben in der Gestalt

(4) liliz...iK__:F—lpi;iz...iK.
Setzt man
_ 2L
(6) Lisiy...igg i ig™ dpitie---iggpivie--ix ’

80 ist L;s,.. .00, jvis...i, €in Affinor vom Gewichte Null, wo L=1p s,
K K 2

Da nach der Voraussetzung 7 und K zwel relativ prime Zahlen
sind, so ergeben sich, wie man wohl weiss, viele positive ganze Werte-
paaren (x,y), die die diophantissche Gleichung an=yK-+1 erfiillen.
Unter diesen Wertepaaren gibt es ein solches Wertepaar so, dass die
Zahlen z,y beide am kleinsten sind; und hiernach bezeichnet man dies
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mit (p,q). Fir den Fall n=>5, K=2; der bereits in der vorhergehenden
Arbeit untersucht wurde, ist das Wertepaar (1, 2).
Denken wir uns die Grosse

6) Miy,...ip_yivn.ipy
= Dty .. by Dbz B Dobigey 1o 10 g1 Foags gy oe e gk gy g

X .. . .. . N . . .
L. .. k(p—l)n]["l"z ety K Yree- h’(p—-l)n][’”’ . "’n—K—lL‘n—K" .1.”_1]. Ip—K-+ ..1”__1] ’

die aus g-fachen Produkten der Lis,.. iy, ..., ®ebildet wird, so
bildet sie eine Affinordichte vom Gewichte 2(p—1). Offenbar ist
M. ..4,_y, iria...i,_, D bezug auf iy, %, ..., %1 SOWi€ Jy, Jz, -+, Ju-1 schief-
symmetrisch. Also konnen wir setzen

(7 979 Wn= M54 ivineenip_y >

wobei die Grosse g'#'a sich bei der Parameter- und Koordinatentrans-
formationen wie ein kontravarianter Tensor zweiter Stufe vom Gewichte
Null verhilt und ¢ die Determinante |g*| bedeutet. Die Beziehung (7)
ist nichts anderes als die direkte Erweiterung von (8) in der vorher-
gehenden Arbeit. Wir nehmen auch an, dass die Matrix ((¢”)) den
hochsten Rang n hat und iiberdies die Determinante |g~%g%| positiv ist.
Dieser Tensor ¢ wird als der Fundamentaltensor angenommen. Da
die Funktion L in den p"%'--‘k positiv homogen von zweiter Ordnung
ist, ist g¥ im allgemeinen von dem Flichenelemente (xf, p"*---°k) ab-
hingig und in den p*%---‘’c homogen von nullter Ordnung.
3. Setzt man zunichst

(8) Miliz ceely 1o du2edy
= Niisi,. iy gy Udze..dy K_lLa',,_ K- tp1% dp K- -dp-11?
s0 ist Nig,...i, p 1. ivis...i,_ g, €ine Affinordichte mit demselben Gewichte

wie Mi,...i, . ivs...i,, und stets schiefsymmetrisch in bezug auf
U1y Tgy ey In-x—1 SOWI€ J1,J2, -+, Jn-x-1. Demgemaiss ist die Grosse

(9) @ = nZKM[i; ”

o, N M 27 W 7 p cee
certy p Ureedy g D ...'L,’:__l. (WY ...g;:__l

X K- _K- K- K-
M[i{n KD | KD pfn-K-D__ n-K-D

X
Ny g, in=K-Dy 1707 jn=K-D

vermoge der Determinanteneigenschaft eine bestimmte Skalardichte vom
Gewichte 2{p(n—K )—1}. Dann besteht eine Identitdt zwischen den
Nisio...ip_ge g itz ip_g, und g

‘ L A ) R
(10)  Nisi,...s, g 1 didenriy_gg1 99 o gin-K-1in-K-1=gPn-K-DE

die aus (8) und (9) unmittelbar folgt.
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Wir konnen nach einer etwas komplizierten Rechnung ermitteln,
dass die wichtige Identitit

(11) (n—K)!ghtUigide ., gia-gln-K]

_ ,nn—ZK—l }2 1
_{ n—1)(n—2)...(K+1)) (n—K)!

x L;

g?('n—K ) [0y

n—K+1n—K+2- " In-K+19n-K+2-+In

wegen der Definitionsgleichungen des Fundamentaltensors besteht, die
nichts anderes als die Verallgemeinerung der Identitit (12) in der vor-
hergehenden Arbeit ist. Da wegen der Determinanteneigenschaft die
Beziehung

K 99ri, 032 G -+ Gig i 1= (n—K)! gtin-k\Vn-K+1gin-Kr2in-K+2 ... ginl7n!
gilt, so wird (11) in die folgende Form umgeschrieben :
(12) K griy v 9ini -+ 9ig2i1=SLisvia. .50 in. e »

wobei gesetzt ist:

= nn_ZK_l ? 1 on—-K)-1
s s {(n—l)(n—2)...(K+1)}(n—K)!g ¢.

Hier ist S ein gewohnlicher Skalar, der in den Fall n=5, K=2 eine
bestimmte Konstante ist.

4. Im allgemeinen sind alle Grossen in X% von dem Flichen-
elemente (x%, p™™---‘k) abhingig, und wir diirfen von jeder Grosse an-
nehmen, dass deren Bestimmungszahlen in den p™%--‘x homogen von
nullter Ordnung sind. Mit Hilfe des Fundamentaltensors g¢;; kann
man das Quadrat der Linge eines Vektors »* im Flichenelemente
(a?, p*2---°k) durch v*=g;v%’ definieren.

Nun erkldren wir die sogenannte Paralleliibertragung in X¥&. Fir
einen kontravarianten Vektor +* konnen wir das kovariante Differential
Dv* definieren in der Gestalt

(19) Dvi=dv'+ (Dt + Clt... AP F5)

wobei die Ubertragungsparameter I, und Cliks... ke VON dem Flichen-
elemente abhingig sind. Da die Dv’ in den p“%'--x homogen von

nullter Ordnung sein sollen, sind I}, in den p®®---x homogen auch von
derselben Ordnung und Cj,g,... kg von der Ordnung —1.

Um die Parameter [} und C}}qkz,__,,K aus der Grundfunktion zu

bestimmen, wird wie iiblich verlangt, dass der durch die Paralleliiber-
tragung erzeugte Zusammenhang euklidisch sein soll. Dies ist gleich-
bedeutend mit der Beziehung Dg;=0; und daraus ergibt sich die
folgenden Beziehungen :



324 A. KAWAGUCHI und S, HOKARL [Vol. 16,

z_i"% =gnil b+ ginl =i+ iz »

(15) 99i;

=q,.C" : _Ck
Py 91iCilerter... kg + 9inCilk. . 1

= Gjitsta... ket Citrtn.. e »

Setzen wir hier voraus, dass die Funktionen Cijryu...z, in bezug auf
die Indizes < und j symmetrisch sind, d.h. Cistk... k= Gty ... 1y SO
folgt aus {(15), sogleich

(16) Cits.. -"K=% _apT?rg%,; )

Wenn eine Grosse f in X in den p“---‘x homogen von nullter
Ordnung ist, so erhalten wir wegen der Homogenititseigenschaft
& piirix=0, Aus diesem Grund besteht fir Ci..s, die

ap‘iliz...iK

Beziehung
(17) C‘ijklkz. .. kaklh. hg= 0 H
und die Grossen
(18 Asititr... . ee=FCiitrte... ke = %:gij//k,kz. kg

sind die Bestimmungszahlen eines Affinors, die in den p™*:-*ix homogen
von nullter Ordnung sind.
Die beiden Seiten von (4) differenzierend, haben wir

dlivie--ix= -1dpivie-- ik 4 pitie. - ig g -1 ;
infolgedessen gilt unter Beriicksichtigung von (17) die Identitét
Clien.... e QP2 K= Ay . 1y VP,
Somit lisst sich das kovariante Differential Dv* auch in die Gestalt

(19) .D’Ui = d’Ui + (I?kdmk + A;:klkz . delklkg ver kK),vi

umschreiben.

5. Zunichst wollen wir die Grundiibertragung in unserem Raume
ableiten. Nach der Regel (19) folgt sogleich das kovariante Differential
von [#%---ik, d, h.

(20) Dlin’z el — dliriz s
+K{[{;;Klﬁ...ix_ﬂhdw,,_{_Ai«.;ﬂ,fkalﬁ...iK_thdlkl...kK} )
Es kann leicht gezeigt werden, dass

[z T1eeet __]h P1P2...D inn; izm %
KAwis.. 1l =Kl Ky gt L g KK

X {Gom, o1 Imaps -+ ng]pK]}//klkz--.kK
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ist ; deshalb haben wir mittels (12)

KAl;:j]gfk,z. .kKlil. ..iK__l:lh= (log S)//klkz"_ kKliliz... ig .

Dann ergibt sich

@1) Dl‘iu’g...iK=dliniz...iK+K[£;"Kli1...iK_1]hdxk

+K(08 S) ...yl ke
was nichts anderes als die gewiinschte Grundiibertragung in unserem
Raume X ist.
Abkiirzend setzt man G K, =KIF %, [* 5 dann wird das

kovariante Differential Dv* durch

(22) Dv'=dv*+(I55'da" + Alpug,... 1, DI *K)0?
gegeben, wobei gesetzt ist:

(23) L =T~ Aja... 1, G K

daraus bekommen wir die kovarianten Ableitungen eines Vektors v*

. afv" . . s
nw=— + Vi haha...ng G KA D7

(24) ot

Vhsha ... bV =V hsta... gt At g0«

Es ist selbstverstandlich, dass die beiden Grossen ;v und Ppgp,...n, 0"

in den p“---*c homogen von nullter Ordnung sind und iiberdies die
letztere schiefsymmetrisch beziiglich k4, Ay, .. .., hx ist.

Zur Festlegung der Ubertragungsparameter I3 stellen wir eine
Forderung ganz analog zu der in der vorhergehenden Arbeit. Dann
erhalten wir

(25) =7~ Abimha... e G K= Ajpnaty .. 1y G K,

?
hahs.. B
+ Aijpanz...n g G K

wobei 7; rein formelhaft das aus g;; gebildete Christoffelsche Symbol
ist. Setzen wir I'yy;=7i;+Sij, so ist Sy; allerdings in bezug auf die
ersten zwei Indizes schiefsymmetrisch. Mit Hilfe der Beziehung Siz;;=0
ergibt sich

(26) Sk" = KAi’ihlhz R 3 K(TE),:Kk + anh K]‘,)lhlh‘ll oo hK—l]m
—KApnps,... hK(YE»’:K; Sfit’fg)l""’" ~hg_m,

Die Grossen S; sind im allgemeinen aus diesem Gleichungssysteme be-
stimmbar, und die gesuchten Ubertragungsparameter I7,; sowie I,
lassen sich infolgedessen eindeutig bestimmen. Aber es ist schwer,
ihre explizite Form hinzuschreiben.



