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73. Die Grundlegung der Geometrie der n.dimensionalen
metrischen Rume auf Grund des Begriffs

des K-dimensionalen Flichenir&alts.

Von Akitsugu KAWAGUCHI und Shisanji HOKARI.
Geometrisches Seminar der Hokkaido Kaiserlichen Universitt, Sapporo.

(Comm. by M. FUJIWARA, M.I.A., Oct. 12, 1940.)

In einer vorhergehenden Arbeit haben wir die geometrische Theorie
der finf-dimensionalen metrischen Riume au Grund des Begriffs des
zwei-dimensionalen Flicheninhalts entwickelt1). In der vorliegenden
Arbeit mSchten wit uns weitergehend eine geometrische Theorie der
-dimensionalen metrischen Riume mit Hilfe des Begriffs des K-dimen-
sionalen Flcheninhalts, jedoch unter einer einschrinkenden Bedingung,
aufstellen.

1. In eirIer n-dimensionalen Mannigfaltigkeit X. mit den Punkt-
koordinaten x sei x=x(u) die Parameterdarstellung einer K-dimen-
sionalen Fliche und

(1) O= I (#, ox ) duidu; du:
(K)

ein bei Parametertransformation invariantes, K-laches Integral iiber
einen Bereich der Fliche erstreckt2). Dabei setzen wir voraus,
dass n und K zwei relativ prime Zahlen sind. Der Wert des Integrals
lsst sich als K-dimensionalen Flicheninhalt eines gegebenen Be-
reiches auffassen. Da der Wert des Integrals stets von dem betreffenden
K-dimensionalen Flchenstiick allein, aber nicht von der Wahl der
Parameter u abhngig ist, soll das obige Integral bei der Koordinaten-
und Parametertransformation ganz unverindert bleiben. Dafiir ist es
notwendig und hinreichend, dass die Beziehung

( ) bei der Ko-identisch gilt. Somit ist die Grundfunktion z,
u

ordinatentransformation =() eine absolute Invariante und bei der
Parametertransformation =(u) eine Skalardichte vom Gewichte
eins.

Da z=z(ui, u,---, uk) eine regulire Parameterdarstellung der
Fliche sei, habe die daraus dutch Differentiation erhaltene Matrix

1) A. Kawaguchi und S. Hokari, Die Grundlegung der Geometrie der metrischen
f5nf-dimensionalen Riume auf Grund des Begriffs des zwei-dimensionalen Flichen-
inblts, Proc. 16 (1940), 313-319.

2) In dieser Arbeit laufen die lateinischen Indizes stets yon 1 his n, griechischea

von i bis f (K< n).
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((x den hSchsten Rang K. Genau so wie im lalle der vor-
\\ //

hergehenden Arbeit, sollen die aus der Matrix gebildeten Determi-
nanten K-ter Ordnung mit p,’-’..K bezeichnet werden, d.h. p’’-’"K=

Dann kann das betreffende Integral (1)immer

(3) O F(x, pC"’"g) duidu.., duk
(K)

gesetzt werden, wobei F aus analytisch abgeleitet wird. Fist hier-
bei bei der Koordinatentransformation invariant und bei der Para-
metertransformation eine Skalardichte vom Gewichte eins. Wie iiblich
setzen wir voraus, dass die Funktion F etwa in einem einfach zusam-
menhingenden Bereich der x und fiir alle Wertesysteme der
mit Ausnahme.des Falles, wo alle p,’-’..K verschwinden, regulir analy-
tisch, in den GrSssen p’"’K positiv homogen yon erster Ordnung ist
und wesentlich einen positiven Wert hat.

Es ist zweckmsig, als geometrisches Element in unserer Mannig-
faltigkeit das orientierte K-dimensionale Flichenelement zu betrachten,
das aus einem Punkte (x) und den () nicht mtlich verschwindenden
GrSssen p’’---’ besteht. Die Mannigfaltigkeit, die aus allen K-dimen-
sionalen Flichenelementen (X,p’’"’K) besteht, bezeichnet man im
Folgenden mit (K), deren Dimensionszahl ()/n- 1 ist. Adjungiert
man das Integral (1) zu ~.v(D bzw. ~v(’-), so erhilt man nichts anderes
als den Finslerschen bzw. den Cartanschen Raum.

2. Die () GrSssen p,....K sind nicht nur die Bestimmungszahlen
eines K-Vektors vom Gewichte eins bei der Parametertransformation,
sondern auch vor allem einfach, d.h.

Demnach 1/isst sich ein einfacher K-Vektor lii"’"ig vom Gewichte Null
bei der Parametertransformation geben in der Gestalt

Setzt man

(5) L,....% ,...= p,...p....

so ist L,....% Cz....x ein Affinor vom Gewichte Null, wo L=I.F ist,
2

Da nach der Voraussetzung n und K zwei relativ prime Zahlen
sind, so ergeben sich, wie man wohl weiss, viele positive ganze Werte-
paaren (x,y), die die diophantissche Gleichung xn=yKA-1 erfiillen.
Unter diesen Wertepaaren gibt es ein solches Wertepaar so, dass die
Zahlen x, y beide am kleinsten sind; und hiernach bezeichnet man dies



322 A. KAWAUCH und S. HOKARL [Vol. 16,

mit (p, q). Fiir den Fall =5, K:2 der bereits in der vorhergehenden
Arbeit untersucht wurde, ist das Wertepaar (1, 2).

Denken wir uns die Gr6sse

(6)

die aus q-fachen Produkten der L,,...K....K gebildet wird, so

bildet sie eine Affinordichte vom Gewichte 2(p-1). Offenbar ist
M,,....,n_l, JJz’’"Jn-1 in bezug auf i,,/, ..., i_, sowie j,, j2,.--, j-i schief-

symmetrisch. Also k6nnen wit setzen

(7)

wobei die Gr6sse gCJ- $ich bei der Parameter- und Koordinatentrans-
formationen wie ein kontravarianter Tensor zweiter Stufe vom Gewichte
Null verhlt und g die Determinante [gi bedeutet. Die Beziehung (7)
ist nichts anderes als die direkte Erweiterung von (8)in der vorher-
gehenden Arbeit. Wir nehmen auch an, dass die Matrix ((g))den
hSchsten Rang n hat und iiberdies die Determinante g-’gl positiv ist.
Dieser Tensor g wird als der Fundamentaltensor angenommen. Da
die Funktion L in den p,’.’-’K positiv homogen yon zweiter Or(hung
ist, ist g im allgemeinen von dem Flichenelemente (x, p...K) ab-
hngig und in den p,’-...K homogen yon nullter Ordnung;

3. Setzt man zunchst

(8)

so ist N,i....i,_K_l,d....n_z_ eine Affinordichte mit demselben Gewichte

wie M,...._r-e...._ und stets schiefsymmetrisch in bezug auf
i, iz, ..., i,-K- sowie ji, j,, ...,j,__. Demgems ist die GrSsse

(9)

verm6ge der Determinanteneigenschaft eine bestimmte Skalardichte vom
Gewichte 2{p(n-K)- 1}. Dann besteht eine Identitit zwischen den

N...,,_K_r ,_...,,_:_ und g

(I0) Ni,i. i,_K_I.
,. ...in_K_

die aus (8) und (9) unmittelbar folgt.
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Wir kSnnen nach einer etwas komplizierten Rechnung ermitteln,
dass die wichtige Identitt

(11) (n-K) gC’, g’- giw-K]’n-K-I

_.{ nn-2K’-I }21g,(n_K)(n-- 1) (n-- 2) (K+ 1) (n-K)

Ln_K+in_K+2...in, Jn_K+l.n_K+2...:in

wegen der Definitionsgleichungen des Fundamentaltensors besteht, die
nichts anderes als die Verallgemeinerung der Identitit (12) in der vor-
hergehenden Arbeit ist. Da wegen der Determinanteneigenschaft die
Beziehung

K! ggE,c,g.. giK--1.iK:l (n-K) g-i"-K+lEn-K+lgi’n-K+21n-K+2

gilt, so wird (11) in die folgende Form umgeschrieben"

(12) K! g[,,g. gg]K]= SL,_... g" Z’"K
wobei gesetzt ist"

Tn-2K-1 }2 1 gp(n-K)-l,(13) S= (n_l)(n-: (K-t-I) (n-K)!

Hier ist S ein gewShnlicher Skalar, der in den Fall n=5, K--2 eine
bestimmte Konstante ist.

4. Im allgemeinen sind alle GrSssen in it!(K) von dem Flichen-
elemente (x, p’’"’g) abhingig, und wir diirfen von jeder GrSsse an-
nehmen, dass deren Bestimmungszahlen in den p,...g homogen yon

nullter Ordnung sin& Mit Hilfe des Fundamentaltensors g kann
man das Quadrat der Liinge eines Vektors v im Flichenelemente
(Xi’, pi’i’2""iK) durch v2--gi:iViVi definieren.

Nan erkliren wir die sogenannte Paralleliibertragung in (g). Fiir
einen kontravarianten Vektor v kSnnen wir das kovariante Differential
Dv definieren in der Gestalt

(14)

wobei die Obertragungsparameter F und C’----g von dem Flichen-

elemente abhingig sind. Da die Dv in den p,"...g homogen von
nullter Ordnung sein sollen, sind F- in den p’--" homogen auch von
derselben Ordnung und C,.-.’g vonder Ordnung -1.

Um die Parameter F und C,....,g aus der Grundfunktion zu
bestimmen, wird wie iiblich verlangt, dass der durch die Paralleliiber-
tragung erzeugte Zusammenhang euklidisch sein soll. Dies ist gleich-
bedeutend mit der Beziehung Dg=O; und daraus ergibt sich die
folgenden Beziehungen
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(15) gi. Ch .kK_gihCjhklk2 kK

C’klk2" /+C.12-.
Setzen wir hier voraus, dass die Funktionen C,,,,....,: in bezug auf
die Indizes und symmetrisch sind, d.h. C...:=C....K, so
olgt aus (15)2 sogleich

(16) C’"’K-- 2 ph’"K

Wenn eine Gr6sse f in K in den p----K homogen yon nullter
Ordnung ist, so erhalten wir wegen der Homogenittseigenschaft
f p’"K=0. AUS diesem Grund besteht ffir C K diep---K

Beziehung

C...KP""K=0(17)

und die Gr6ssen
1(18) A,. g=’FC,,. ’g -g’//k,,,.. ,:

sind die Btimmungszahlen eines Affinors, die in den p’"’ homogen
yon nullr Ordnung sind.

Die iden in yon (4) differenzierend, hahn wit

ili2---ig=F-dp, ig+pi’is""gdF-infolgen lt unr Berficksichting von (17) e Identit

d, kg=A ,Cjkk2... kg jkxkz.., kK

mit lt sich das kovarian Differential auch in die lt

(19) Dv dv + (1-,dx’+ Aj,,,. ’Kdl"" ’K)V
umschreiben.. Zunichst wollen wir die Grundiibertragung in unserem Raume
ableiten. Nach der Regel (19) folgt sogleich das kovariante Differential
yon l’"’, d.h.

(20) Dl1- iK dl,i.. K

"I’K "’"’K-1]h AEiK .kKli’’"’K-13h "kI.+K{ l" d+ ,.. dl’’"
Es kann leicht gezei werden, dass
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ist; deshalb haben wir mittels (12)
,. ig_l]h /,i, *K

a*,h *g1 (log S)//k,, *K
Dann erbt sich

iKli,...iK_ldk(21) Dl’’ "-" "’+,,
+,K(log S)Z,...Kl’" Z, "g

W nich ander als die gewfinhte Gmndfirtrang in unrem
ume ist.

Abkzend tzt man G’’"--Kl’’’’g-, dann wird d
kovarian Differenal Dv durch

(22) Dye=dr +(I}*dx /A ’- K)Vj,....KD1
gegeben, wobei gesetzt ist"

daraus bekommen wir die kovarianten Ableitungen eines Vektors v

(24)
.i ?) _j_,.i f_hth2...hK _t_ l,*i,.$VkV --k Tt//hxh2...hK k

T jkt/

.vi_ A

Es ist selbstverstfindlich, dass die beiden GrSssen ’v und h,...gv
in den p,’----g homogen von nullter Ordnung sind und iiberdies die
letztere schiefsymmetrisch beziiglich h, h2, hg ist.

Zur Festlegung der bertragungsparameter j stellen wir eine
Forderung ganz analog zu der in der vorhergehenden Arbeit. Dann
erhalten wir

(25) *
hK

G’ "K

woi r rein formelhaft das aus g gebilde Cstoffelsche Syml
ist. tzen wir F=r+S, ist S allerdings in zug auf die
emn zwei Indizes schiefsymmetrisch. Mit Hilfe der Beziehung Sc=0
erbt sich

[hK hg lh, hK_l(26) S-=KAh,...hr + ,
KA.,...g(r + ,

Die GrSn S sind im allgemeinen aus diem Gleichungssysme -stimmbar, und die guchn Ortragunparameter e E*
ln sich infolgn eindeutig timmen. Ar ist hwer,
ihre explizi Form hinzhrein.


