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110. Sur les espaces a connexion conforme normale
dont les groupes d’holonomie fixent une sphere
a un nombre quelconque de dimensions I.

Par Kentaro YANo.
Mathematical Institute, Tokyo Imperial University.

Shigeo SASAKI.
Mathematical Institute, Tohoku Imperial University, Sendai.
(Comm. by S. KAKEYA, M.LA., Oct. 12, 1944,)

§1. Un des présents auteurs S. Sasaki® a récemment étudié la
structure des espaces & connexion conforme normale dont les groupes
d’holonomie fixent un point ou une hypersphére et il a obtenu le
théoréme fondamental suivant: Si le groupe d’holonomie d’un espace
C. & connexion conforme normale est un sous-groupe du groupe de
Mobius qui fixe un point ou une hypersphére, le C, est un espace &
connexion conforme normale correspondant & la classe des espaces de
Riemann qui sont conformes les uns aux autres et parmi lesquels se
trouve un espace d’Einstein 3 courbure scalaire nulle ou non nulle
suivant que le sous-groupe fixe un point ou une hypersphére. La
réciproque est aussi vraie. Comme nous avons déja remarqué®, le C,
ayant cette propriété peut contenir un point singulier ou une hyper-
surface totalement ombiliquée exceptionnelle.

En généralisant ce probléme, nous allons, dans cette Note, étudier
la structure des espaces & connexion conforme normale dont les groupes
d’holonomie fixent une sphére & un nombre quelconque de dimensions® ¥,

§2. Supposons que le groupe d’holonomie d’'un espace C, & con-
nexion conforme normale & » dimensions fixe une sphére S,,—; & (m—1)
dimensions. Alors, on peut trouver m—m-+1 spheres 4 (n—1) dimen-
sions ou n—m-+1 hypersphéres contenant la sphére S,.-, fixée par le
groupe d’holonomie, dont n—m hypersphéres R,.i, Ry+2 -, Bn sont
supposées passant par le point courant 4,%, et la derni¢re R, ortho-
gonale aux autres hypersphéres R.,..j, ..., Bn. Comme il existe m+1
hypersphéres linéairement indépendantes, orthogonales aux hypersphéres

1) S. Sasaki: On the spaces with normal conformal connexions whose groups of
holonomy fix a point or a hypersphere, I, II, III, Japanese Journal of Math,, 18 (1943),
615-622 ; 623-633; 791-795.

2) K. Yano: Conformal and concircular geometries in Einstein spaces. Proc. 19
(1943), 444-453.

8) Les mémes problémes pour les espaces de Riemann et pour les espaces & con-
nexion affine ont été traités par M, M. Abe: Sur la réductibilité du groupe d’holonomie.
I, Les espaces 4 connexion affine. Proc. 20 (1944), 56-60; II, Les espaces de Riemann.
Proc. 20 (1944), 177-182.

4) Pour les notations adoptées ici, voir par example, K. Yano: Sur la théorie des
espaces A connexion conforme. Journal of the Faculty of Science. Imperial University
of Tokyo, Section I, Volume IV, Part 1, (1939), 1-59.

5) Si le point courant Ay est sur Sm-1,\le raisonnement tombe en défaut. L’en-
semble de tels points constitue une variété totalement ombiliquée & m~1 dimensions.
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Rty +o0y Bay R, choisissons, parmi ces hypersphéres, m hyperspheres
Ry, R,, ..., R, passant par le point courant A, et I’hypersphere R,
orthogonale aux Ry, ...,R,. On normalise ici les hypersphéres R, et
R. de manitre qu'on ait ByRy=—1 et R.R.=1.

Les hypersphéres Ry, R, R;, R,V formant un repére dans chaque
espace tangent conforme, le point courant A, peut étre représenté, par
rapport & ce repare, par la formule de la forme

Ay=d"Ry+0a°R,+o'R;+a”R..
ce qui se réduit, le point A, se trouvant sur les hyperspheéres R, et
R;, & la forme suivante
Ay=a"Ry+a”R..,
ou a’ et o™ doivent satisfaire &
—(a%*+(a*)*=0,
A, étant une hypersphere de rayon nul, Donc, on peut poser
4o=a(Ry+R.),
en changeant au besoin le signe de R...
Appelant A.. le deuxieme point d’intersection des » hyperspheres
A.=R, et A;=R;,

A.. S'exprime, comme on peut le vérifier facilement, par la formule de
la forme

A.=bR)—R.).

Le point 4. étant déterminé & un facteur prés, on peut fixer ce
facteur par la condition

. Aera= -1 ,
ce qui nous donne

p=-1_.
2a

En définitive, nous avons défini un repere mobile [Ao, Aq, 45, Aol
par les relations

Ar=a(R)+R.),
2.1) A.=R,,
A€=Rt' »
Au=(Be=R.),
a
ou par définition
A0A0=0; AOAa=0’ AOAl'=0’
(2.2) { AaAu=0 ’ Ag‘Aw=0 ) AmAeor"O F)
Adu=-1, AAi=0n, Adi=gu=0, AiA;=¢:;.

Ay, 1, 2 .,m,
1) Les indices {a,d,c, ..., prennent respectivement les valeurs {1, 2, ..., m,
Hhk m+l, ..., n
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§8. Le fait que la sphére S,.; & (m—1) dimensions est fixée
par la connexion conforme de C, est représenté par les formules de
la forme

8.1) { dR,'=¢7)jRi+55 R,
dRoo= E)&R{'"U-):Ree y

les @ étant des formes de Pfaff par rapport aux coordonnées x* de C,.
Ces équations peuvent é&tre encore écrites sous la forme

{ RdR;=0, R,dR;=0,
RdR.=0, RdR.=0.
En substituant les relations

(3.2)

By=o-Artade,

Ra= Au ’ Ri =Ai ’

R°.=—2—1;Ao—aAo.,
tirées de (2.1), dans (8.2), on trouve

(_21;.4,+a.4“)d‘4,~=o )
AdA;=0,

L adaa)~adud(La)=0,
a a
A,.d(-zlng)-A,d(aA...)=o :

(3.3)

Or, la connexion conforme de C, étant représentée, par rapport
au repere [A4,, Aq, A;, A), par

dAo = (Dng']‘ w“Aa + (D‘A; M
dAb = (l)ng + nga + ngg + w‘;’,‘Aa ’

(3.4)
dA;=04y+ 0?Ast iAi+ of A,
dA.= w3 Aat b A+ w3Ao ,
ol
08geet 0 =dgo;  wigutwigi;=dga,
35) oa—of=0, ogy—af=0,

w}gii+ ©3ga =0, w+o2=0,
)= wiga=0, oj—okg;=0,

nous avons, de (3.3), les relations
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P +20%0}=0,
=0,
(] — 2da

W Wwe= ,
a

(3.6)

w®—20%0%=0,

ol les w sont aussi les formes de Pfaff par rapport aux coordonnées x’.

La sphere S,.-1, qui est lintersection & (m—1) dimensions de n—
m+1 hyperspheres R,..1, Rmsz s Bn, Re, étant fixée par le groupe
d’holonomie de C,, la sphere S,_..-1, qui est lintersection & (n—m—1)
dimensions de m+1 hypershéres Ry, Ry, ..., R, orthogonales toutes aux
Ryisgy ooy By R, st évidemment aussi fixée par le groupe d’holonomie
en jeu. Done, d’aprds un méme procédé que le précédent, on a

R.dR,=0, R;dR,=0,
®.7) { Bammo. RidRy=0,
d’od
Wy —202w)=0,
wi=0,
(8 - oz=2d0
a

ot +20 0wt =0 .

Ces relations sont équivalentes aux (3.6), comme on le voit facile-
ment en tenant compte des (3.5).

§4. Nous allons montrer dans ce paragraphe que si les conditions
(8.6) ou (8.8) sont satisfaites, il existe dans C, une famille des co™™
surfaces totalement ombiliquées & m dimensions et une famille des o™
surfaces totalement ombiliquées & n—m dimensions, une des surfaces
de la premiére famille étant toujours orthogonale & une des surfaces
de la seconde famille.

En effet, les équations de structure étant

B=—(af) +[o*0],

2= — (") +[wfo']+ [0 wf]

2= —(wl) + el ]+ [wol] +[ofwl] ,
L= — (o)) +[0ff]+[wlwl],

(4.1)

on en trouve
(4.2) (0*Y =[wf0"]+ [0 wl],

puisque notre connexion conforme normale est sans torsion. En posant,
dans (4.2), 1=a, A=1 respectivement, on trouve, grice aux deuxiémes
équations de (3.6) et de (3.8),

4.3) (0”) =[wf ] +[o"f],
et
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(4.4) (oY =[wio]+[wiwi].

Or, les équations (4.4) nous montrent que le systdme des équations
de Pfaff

(4.5) ot=

est complétement intégrable et définit, dans notre espace & connexion
conforme normale, une famille des «* ™ surfaces & m dimensions le
long desquelles nous avons

"dAy=wiAp+o®A,,
dA,=widot+ofAa +oihe,
dA;=w)4A, +oidit+of Aw,
d4.= 0% A+ ot 4+ oA,

et auxquelles les n—m hypersphéres A; sont tangentes. De plus, le
long de ces surfaces, nous avons

(d4,)4.=0.

Done, d’aprés un théoréme bien connu®, nous savons que toutes
ces surfaces sont totalement ombiliquées.
De méme, le systeme des équations de Pfaff

4.6) w®=0

étant complétement intégrable, il définit, dans notre espace 4 connexion
conforme normale, une famille des o™ surfaces & (n—m) dimensions le
long desquelles nous avons

dAo = ngo + w"A.- N
dA,=wld)+oid, + o074,
d4 i= w?Ao + w;:A,; + w;'voo )

dA.= iAot At oA,

et auxquelles les m hypersphéres A; sont tangentes. De plus, le long
de ces surfaces, nous avons

(dAb)Aj =0 .

Done, ces surfaces sont aussi totalement ombiliquées.

En définitive, nous savons que notre espace & connexion conforme
normale contient une famille des ™™ surfaces totalement ombiliquées
a4 m dimensions et une famille des ™ surfaces totalement ombiliquées
4 n—m dimensions, deux surfaces appartenant respectivement & chaque
famille étant toujours orthogonales 'une & 'autre. Done, ds® de notre
espace 4 connexion conforme normale doit étre conformément séparable?,

1) K. Yano et Y. Muté: Sur la théorie des espaces 4 connexion conforme normale
et la géométrie conforme des espaces de Riemann, Journal of the Faculty of Science,
Imperial University of Tokyo, Section I, Volume IV, Part 8, (1941), 117-169.

2) K. Yano: Conformally separable quadratic differential forms., Proc. 16 (1940),
83-86.
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cest-3-dire, si 'on choisit un systéme de coordonnées dans lequel la
famille des «™ surfaces totalement ombiliquées & (n—m) dimensions est
représentée par les équations

4.7 a'=constante, x®=constante, ...... , ¥™=constante,

et la famille des oo™ ™ surfaces totalement ombiliquées & m dimensions
par

(4.8) a2™*'=constante, x™*?=constante, ...... , &"=constante,
le ds® de notre espace peut s'écrire sous une forme séparée :
(4.9) ds’= f (") gbe(a®) da®dar® + Ila*) g (o) dl® .
§5. Des équations

o+ w3=0,
W)= wE= -————~2da ,
a
nous avons
w8= dql. , w:= — dg
a a

En substituant ces relations dans les équations (8.4), on trouve

a(Lar)= < At A,
a a a
dA,,=aw2( i Ao) +ofA, + “gf (@4.) ,
dA,=aw2(%Ao) i+ —“—Z.:(aAo.) ,
d(ad.)= awtA.+awiA;.

Done, en écrivant 4y et A. au lieu de —(1; A, et aA. respective-

ment et en changeant un peu la notation, on obtient

d4,= o®4A.+ 0’4,
6.1) dA,=w}As+wiA, +o7ls,
) dA;=ul4, +wid;+ of Ao,
dA.= Wi A+ olA;.

Pour ce repere, les conditions (3.6) se réduisent aux deux équations
suivantes :

P+ 2wl=0,
(5.2) {w,+ wj

0®—2w%=0.

Les m—m hyperspheéres A; étant orthogonales aux surfaces a
(n—m) dimensions définies par

x'=constante, a*=constante, ...... , ¥™=constante,
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si 'on déplace sur une de ces surfaces, dA4, doit étre une combinaisons
linéaire des n—m hyperspheéres A;. Done, si ’on pose dx®*=0, les form..
de Pfaff »® doivent étre nulles, et par conséquent »® doivent avoir la
forme

= p;,dw"
Par un raisonnement analogue. on trouve aussi
= pida’.

Done, la premiére équation de (5.1) s’éerit
dA,=pidab A+ pidaiA; .

~ En écrivant respectivement Ay, 4,, 4, A au lieu de A, pi4.,
pid;, A, on obtient. de (5.1), les équations de la forme

dA4,= datAg+datd;,

5.3) dA,=olds+wid, +orde.
dA;=al4, +oid;+ofAh.,
dA.= wiA,+olA;,

et les équations (5.2) sont encore valables. Nous les écrivons encore
ici,
(5.4) { o +265=0,
0*—20% =

Les formes de Pfaff » satisfont aux équations
05Gact 030 =dGs,  wiga+owigii=dgi,
dxagab—w?=0 ) dwigij_a)?=0 ’
= 0lf=0,  oj—wlg;=0,

done, en posant

=whde’, ob=aod,da", wh=wk,dz’,
nous avons
= aa!::o ’ wjvgtk'l"w}wgw ag;:
65 ©pe=Go, =0,  ©;=0y,
")gv = w,Ja » wgv = wgevg'i.i .

Par conséquent, les équations (5.4) sont équivalentes aux

(5.6) wgc = ’]2;‘960 ’ “’gk = wgc =0, w(a)'lc = '%“g.ikn:

1) Si n=:m, nous avons w2y=%g,‘,, d’ol on conclut que l'espace ambiant est un

espace d’Einstein, “’Z ayant la forme oY, =-~1—i,-”1-+ o Bgm Voir, S. Sasaki,

n—1)(n—2
déja cité. A ) 2
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d’ou
(6.7) %= —;8‘2 y 0= ok.=0, wlp=-— ; 5.

En substituant (5.6) et (5.7) dans la derniere équation de (5.3),
on trouve

1 1,
dA.= ~ dx"A,——da’A;,
2 2
done, cette équation et la premiére équation de (5.8) nous donnent

d(»; Ao-—Aw) =duiA,,
.8)
d( ; Aot Aw>=dx"Aa :

Par conséquent, si 'on déplace sur une des surfaces définies par

a™=constante, ..... , #"=constante,
I'hypersphere —;—AO—A«, est fixée par la connexion de C,, de méme,

si 'on déplace sur une des surfaces définies par

a'=constante, ...... , ¥"=constante,
I'hypersphere —;—A0+Aw est fixée par la connexion de C.,.

§6. Nous avons, dans les paragraphes précédents, démontré que,
si le groupe d’holonomie d’ud espace C, & connexion conforme normale
& n dimensions fixe une sphére S,.r & (m—1) dimensions, alors la
forme quadratique différentielle fondamentale de 'espace C, doit étre
séparable conformément, soit, il doit exister un systéme de coordonnées
tel que la forme fondamentale a la forme séparée suivante :

6.1) dé =1 (a")gra*)da’da’ + h(a)gsi(x ) da'd®

les surfaces C,, & m dimensions définies par les équations x’=constantes
et les surfaces C,-, & (n—m) dimensions définies par x*=constantes
étant toutes les deux totalement ombiliquées et orthogonales les unes
aux autres, et de plus, si 'on déplace le long d’une surfaces C,, la con-
nexion de C, fixe une hypersphére R. qui est orthogonale aux toutes
les hypersphéres passant par le point courant et le point d’infini et,
si l'on déplace le long d’une des surfaces C,_,., la connexion de C, fixe
Phypersphére Ry qui est orthogonale 4 R. et aux toutes les hyper-
spheéres passant par le point courant et le point d’infini.

Cela étant, nous allons montrer que la réciproque est aussi vraie.

Supposons d’abord que la forme fondamentale soit séparable con-
formément et prenons un systéme de coordonnées tel qu’elle s’écrit
sous la forme (6.1).

En désignant par [A,, A, 4;, A.] un repére semi-naturel par rap-
port & ce systtme de coordonnées, on voit que les hypersphéres A

N

sont orthogonales 4 C,, définies par x°=constantes et tangentes &
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C,.-m définies par x*=constantes, et les hyperspheres A, sont orthgonales
a4 C,-m et tangentes & C,.

Comme l'on suppose qu’il y ait une hypersphére R. orthgonale &
toutes les hypersphéres A, et A4; qui est fixée par la connexion con-
forme de C, quand on déplace le long de C,, on a

R.=d"A¢+0”A .
En supposant, ce qui ne restreint pas la généralité, que
R.R.=+1,
on en tire
20%0”=—1.
Done, ’hyperspheére R.. peut s’écrire

Ro= 1 A—aA...
2a

Comme l'on suppose encore que 'hypersphére R, orthgonale aux hyper-
sphéres A, A; et R. est fixée par la connexion de C, si I'on déplace
le long de C,.,., 'hypersphére R, peut s’écrire

Rl):: 1 Ao+a«Aeo.
2a

Done, en écrivant respectivement A4, et A. au lieu de le et ad.,
a
R, et R. prennent la forme suivante

Ro-_- ; A0+ Aeo 9
(6.2) 1
Roo:‘"z"‘AO—Aw .

Comme R. est fixée par la connexion conforme de C, quand on
déplace sur C,, on a

dR.=uR. ,
d’olt

(6.3) A,.dRN,=AidRm=(-% A+ Aw)de:O ,

pourvu qu'on pose da*=0 dans ces équations.
dR. étant donné par

dR.= d(%Ao - Aw) = ; (wddo+ datA,) — (i As+ ol A+ 02AL) ,
on obtient des (6.3)
(6.4) v-lz-ag—wz,;o . wis=0, —adtes=0,

ol 'on a posé

wﬂ; = wgeydwy .
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De méme, en partant de la condition que R, est fixée par la
connexion de C, quand on déplace sur C,.., on trouve

(6.5) %8}'*'(0293':0, 0%;=0, - w3=0.

La forme de Pfaff j-ws étant nulle si 'on y pose da*=0 ou
de*=0, elle est identiquement nulle, d’ou, en tenant compte de la
relation o)+ w3=0, on trouve

(6.6) W}=w2=0,
Les autres équations de (6.4) et (6.5) nous donnent

(6.7 030 =00 , w‘}c-—- wh=0, w?:c = lg.ﬁc

2 2

Les formes de Pfaff o} et o? étant nulles 3 cause du fait que
les C,, et les C,.,, sont toutes totalement ombiliquees, on a, comme
les équations définissant la connexion conforme de C,,

dAo = dqua + dx‘Ai ’
dAb=%gbcdx°Ao+ wid, + 042 Aes
©.8) ) dA;=— *;—‘gjkdxk Ao +oid;+ gpdat Ao ,
1 1,;
dAoo = o a * iy
3 daA, 3 datA
d’ot

dAy=ofA.+ gb.,da:"(—;—Ao+Aw) :
d(—;—Ao+ Au)=darA,,

dA,-.—.-w;tA,-—g,-kdxk(.%Ao—A.,) ,

k d(%Ao—Ag)=dx‘Ai.

ce qui montre que Pintersection & (n—m —1) dimensions des hypershéres
A, et ; A+ A, et Pintersection & (m—1) dimensions des hyperspheéres

4; et %AO—A“, sont fixées par le groupe d’holonomie de 'espace C,

& connexion conforme normale. Ainsi avons nous démontré la réci-
proque, done, nous avons le

Théoreme : Pour que le groupe d’holonomie d’un espace C, & connexion
conforme normale @ n dimensions fiwe une sphere & (m—1) dimensions,
i faut et il suffit que la forme quadratique différentielle fondamentale
8oit séparable conformément sous la forme
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ds*= f (e gi(x*)dabda® + W@ gz dada®

les surfaces C, définies par a*=constantes et les surfuces Cy.,, définies
par x*=constantes étant toutes les deux totalement ombiliguées et ortho-
gonales les unes aux autres, et qu'il existe une hypersphere orthogonale
aux toutes les hypersphires passant par le point courant et le point
d'infini qui est fixée par la connexion de C, quand on déplace sur C,
et Uhypershpere orthogonale & Uhypersphere précédente et aux toutes
les hyperspheres passant par le point courant et le point dinfini soit
Sixée par la connexion de C, quand on déplace sur Cp-m.



