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un hombre quelconque de dimensions L
Par Kentaro YANO.

Mathematical Institute, Tokyo Imperial University.

Shigeo SASAKI.
Mathematical Institute, Tohoku Imperial University, Sendal
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1. Un des prents auteurs S. SasakiD a r&emment tudi( la
structure des espaces t connexion conforme normale dont les groul)es
d’holonomie fixent un point ou une hypersphre et il a obtenu le
thorme fondamental suivant: Si le groupe d’holonomie d’un espace
C t connexion conforme normale est un sous-groupe du groupe de
Mbius qui fixe un point ou une hypersphibre, le Cn est un espace it
connexion conforme normale correspondant it la classe des espaces de
Riemann qui sont conformes les uns aux autres et pami lesquels se
trouve un espace d’Einstein it courbure scalaire nulle ou non nulle
suivant que le sous-groupe fixe un point ou une hypersphire. La
r6ciproque est aussi vraie. Comme nous avons d6jit remarqu), le C
ayant cette proprit peut contenir un point singulier ou une hyper-
surface totalement ombiliqu6e exceptionnelle.

En gnralisant ce problibme, nous allons, dans cette Note, tudier
la structure des espaces it connexion conforme normale dont les groupes
d’holonomie fixent une sphbre it un hombre quelconque de dimensionsa) 4).

2. Supposons que le groupe d’holonomie d’un espace C it con-
nexion conforme normale it n dimensions fixe une sphibre S,-x it (m-1)
dimensions. Alors, on peut trouver n-m/1 sphires it (-1) dimen-
sions ou -/1 hypersphres contenant la sphire S_ fixe par le
groupe d’holonomie, dont -m hypersphres R+,R,,+s,...,R sont
supposes passant par le point courant ,40, et la dernire R. ortho-
gonale aux autres hypersphbres R,+, ..., R. Comme il existe mq-1
hypersphibres linairement indpendantes, orthogonales aux hypersphres

1) S. Sasaki: On the spaces with normal conformal connexions whose groups of
holonomy fix a point or a hypersphere, I, II, III, Japanese Journal of Math., 18 (1943),
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2) K. Yano: Conformal and concircular geometries in Einstein spaces. Proe. 19
(1943), 444-453.

3) Les mmes problmes pour les espaces de Riemann et pour les espaees & con-
nexion zttine ont t traits par M.M. Abe Sur la rductibilit du groupe d’holonomie.
I, Les espaces t connexion affine. Proc. 20 (1944), 56-60; II, Les espaces de Riemann.
Proc. 20 (1944), 177-182.

4) Pour les notations adoptes ici, voir par example, K. Yano: Sur la thorie des
espaces connexion conforme. Journal of the Faculty of Science. Imperial University
of Tokyo, Section I, Volume IV, Part 1, (1939), 1-59.

5) Si le point courant A0 est sur S,m-, le raisonnement tombe en dfaut. L’en.
semble de tels points constitue une varit totalement ombiliqu&/t m-1 dimensions.
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@,,,+,, ..., R,,, Ro., choisissons, parmi ces hypersphres, m hypersphres
R,R,, ...,R,, passant par le point courant Ao, et l’hypersphre Ro
orthogonale aux R,, ..., R,. On normalise ici les hypersphres Ro et
R. de manire qu’on air RoRo---1 et R..R(R)--1.

Les hypersphres Ro, R, R, Rx) formant un repute dans chaque
espace tangent conforme, le point courant Ao peut tre representS, par
rapport i ce repute, par la formule de la orme

Ao ffi aRo+aR,,+a’R,+
ce qui se rduit, le point Ao se trouvant sur les hypersphres R et
R,, t la forme suivante

Ao ffi aRo+a’R,
ou a et a" doivent satisfaire/t

-(a)+(a)= 0,

Ao tant une hypersphre de rayon nul, Donc, on peut poser

Aoffia(Ro+R..)
en changeant an besoin le signe de R.

Appelant A. le deuxime point d’intersection des n hypersphres

A,,ffiR,, et A, ffiR,,

A, s’exprime, comme on peut_le v4rifier facilement, par la formule de
la forme

A(R) --(Ro R..
Le point A. tant d4termin/t un facteur pros, on Imut fixer ce

facteur par ta condition
AoA,ffi 1,

ce qui nous donne
b_- 1__o

2a

En d4finitive, nous avons d4fini un repute mobile [Ao,
par les relations

A,,fR,,,

o par d.finition

AoAo ffi O, AoA, ffi 0, AoA ffi O,
(2.2) AA..ffiO, A,A..ffi 0,

AoA.. -1, AAb-- gb AAi gffi O

1) Les mdics b, , prennent rpectivernent ls valeurs 1, 2, m,
k, tm+1, n.
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3. Le fait que la sphere S_ iZ (m-l) dimensions t
par la connexion conforme de C est repr&en par les foules de
la fore

(3.1) dR-wR,+

l nt des form de Pfaff par rap aux crdonn
uations uvent entre ri us la forme

(3.2) { RffiO, RbdRffiO,

R.=0, RbdR. ffi O

En substiant l relations

tir de (2.1), dans (3.2), on trouve

(Ao+A.)dA,=O
(3.3) A(A.)-A()O,

Or, la coexion confoe de C nt repn, r rap
au re [A0, A, A,, A.], par

dAbffiAo+A A+(3.4)
dA=Ao+A.+A,+ A.
dA.= " ’

(3.5)

nous avons, de (3.3), Ies relations
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7+2’ O,

=0,

,o 2da

-2affi0,

[Vol. 20,

ot les sont aussi les formes de Pfaf[ par rapport aux coordonnes .
La sphere S_, qui est l’intersection (m-l) dimensions de n-

m/l hypersphres R/I, R=+, ..., R, R, tant fixe par le groupe
d’holonomie de C, la sphere S__, qui est l’intersection (n-m-l)
dimensions de n/ 1 hypershres R0, R, ..., R orthogonales toutes aux
R+, ..,, R, R., est videmment aussi fixe par le groupe d’holonomie
en jeu. Donc, d’aprs un mme procd que le pr4cdent, on a

RoodRb= O, RdRb O,
(8.7}

R..dRo=O RflRo=O

(3.s)

,o7- 2a,o = O,
i=0,_
2da
a

+2awL O

Ces relations sont quivalentes aux (3.6), comme on le voit facile-
ment en tenant compte des (3.5).

4. Nous allons montrer dans ce paragraphe que si les conditions
(3.6) ou (3.8) sont satisfaites, il existe dans C une famille des -’
surfaces totalement ombiliques n dimensions et une famille des
surfaces totalement ombiliques n-m dimensions, une des surfaces
de la premiere famille tant toujours orthogonale une des surfaces
de la seconde famille.

En effet, les quations de structure tant

(4.1)

on en trouve

[,4,o +
puisque notre connexion conforme normale est sans torsion. En posant,
dans (4.2), =a, 2---i respectivement, on trouve, grace aux deuximes
quations de (3.6) et de (3.8),

(4.3)
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(4.4) ----Or, le quafion (4.4) nou mongreng que le ytme de quagion
de Pfaff

(4.5) =0

est compltement intgrable et dfinit, dans notre espace connexion
conforme normale, une famille des 0o- surfaces i m dimensions le
long desquelles nous avons

dAo oAo+oA,
dab obAo+obA +
dA=oAo +oA,+oTA..
dAoo

et auxquelles les n-m hypersphres A son tangenCs. De plus,
long de ees surfaces, nous avons

(dA)A.=0.

Done, d’aprs un th6orme bien eonnu
ees surfaces song totalement ombiliqu6es.

De mme, le systeme des 6quations de Pfaff

(4.6) o=0

6rant eompltement int6grable, il d6finit, darts notre espaee connexion
conforme normale, une famille des o surfaces t (-m) dimensions le
long desqelles nous avons

dAo oAo +oA
dA
dA =oAo +oA+o

et auxquelles les m hypersphres Aa sont tangentes. De plus, le long
de ces surfaces, nous avons

(dA}A=O

Donc, ces surfaces sont aussi totalement ombiliqu6es.
En d6finitive, nous savons que notre espace connexion conforme

normale contient une famille des o-- surfaces totalement ombiliqu6es
m dimensions et une famille des oo surfaces totalement ombiliqu6es
n-m dimensions, deux surfaces appartenant respectivement t chaque

famille 6tant toujours orthogonales l’une t l’autre. Donc, ds de notre
espace t connexion conforme normale doit tre conform6ment s6parable),

1) K. Yano et Y. Mut5 Sur la th6orie des espaces it connexion conforme normale
et la g$om6trie conforme des espaces de Riemann. Journal of the Faculty of Science,
Imperial University of Tokyo, Section I, Volume IV, Part 3, (1941), 117-169.

2) K. Yano Conformally separable quadratic differential forms. Proc. 16 (1940),
83-86.
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c’est-t-dire, si l’on choisit un systme de coordonnes dans lequel la
amille des surfaces totalement omiliqus (-m) dimensions est
reprsent par les quafions

(4.7) ffi constante, =constante,
et la famille des - surf,s talement omiliqus m dimensions
par

(4.8) *fficonstan, *fficonstan, fficonstante,

le de notre espace ut s’rire sous une orme spar
(4.9) d f(z)gb( )dz d +(z)g(z)’d.

5. Des 6quations

+=ffi0,

nous avons

=) da da
0)

En substituant ces relations dans les quations (3.4), on trouve

d A = ---..+-A,
a

1 A)+oA
dA$=

+ (aA.),

+,}A,+ ---(aA..)
d(aA..)=

Donc, en crivant Ao et A au lieu de __1 A0 et aA. respective-
a

ment et en changeant un peu la notation, on obtient

dAo= o/’A,,+A
dAb Ao+A +

(5.i)
dAffiAo +oA+A,
dA.ffi A+

Pour ce re.re, les conditions (3.6)se rduisent aux deux quations
suivanbs

+2ffio,
(5.2) ,-2=0.

s -m hypersphres
(#-m) dimensions dfinies par

constanb, constante, constanb,
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si l’on dplace sur une de ces surfaces, dAo doit tre une combinaisons
linaire des n-m hypersphres A. Doric, si l’on pose dffi0, les form
de Pfaff doivent tre nulles, et par consequent w doivent avoir la
forme

p’dx,b.

Par un raisonnement analogue, on trouve aussi

=pd.
Donc, la premiere quation de (5.1) s’rit

dAo pdxA+
En rivant resptivement Ao, A,A,A au lieu de Ao, pA,

pA, A, on obtient, de (5.1), les quations de la forme

dAo= dA+dxA
dA ogAo+oA +A

(5.)
dA=oAo +A+TA
dA SA+oLAi,

Nous les crivons encoreet les quations (5.2) sont encore valables.
ici,

o +2=0,(5.4)
-25=0.

Les formes de Pfaff to satisfont aux 6quations

donc, en posant

nous avons

(5.5)

Par cons6quentl, les 6quations (5.4) sont 6quivalentes aux
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1 1(5.7) 0, --2
En substituant (5.6) et (5.7) darts Ia dernire 6quation de (5.8),

on trouve
1 dxA_dxA,aA =

done, et 6quation et la premiere 6quation de (5.3) nous donnent

d 21 Ao+A) dx"A

Par ons6quent, si l’on d6place sur une des surfaces d6finies par

x+ constante, x constante,

l’hyrsphre Ao-A est fix6e par la connexion de C, de m6me,
2

si l’on d6place sur uff des surfaces finies par

x constante, x constante,

l’hyrsphre -1-A0+A est fix6e par la connexion de
2

6. Nous avons, dans les paragraphes pr6c6dents, d6montr6 que,
si le grou d’holonomie d’ufi espace C connexion conforme normale
a n dimensions fixe une sphere S_’ (m-l) dimensions, alors la
forme quadratique diff6rentielle fondamentale de l’espace C,, doit 6tre
s6parable onform6ment, soit, il doit exister un systme de crdonn6es
tel que la forme fondamentale a la forme s6par6e suivante

(6.1) d f(x)g(x’)dxdx +h(x)g(xqdx:dx

lea surfes C m dimensions d6finies par les 6quations x =constantes
et les surfaces C,_ (n-m) dimensions d6finies par x=constantes
6rant us lea deux totalement ombiliqu6es et orthogonales les unes
aux autres, et de plus, si l’on d6place le long d’une surfaces C,, la con-
nexion de C fixe une hyrsphe R qui est orthogonale aux tous
les hypersphres passant par le point courant et le poin d’infini et,
si l’on d6plaee le long d’une des surfaces C,,_,,, la connexion de G fixe
l’hyrsphre Re qui est orthogonale R et aux routes les hyper-
sphr passant par le point courant et le point d’infini.

la 6rant, nous allons montrer que la r6ciproque est aussi vraie.
Supposons d’ard que la forme fondamentale soit s6parable con-

form6ment et prenons un systme de coordonn6es tel qu’elle s’6crit
sous la forme (6.1).

En d6signant par [Ao, A, A, A] un repre semi-namrel par rap-
port ce sysme de coordonns, on volt que les hypersphres A
sont orthogonales K C d6finies par x=constans
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C_= dflnies par --constantes, et les hypersphres A sont orthgonales
C_= et tangentes C.
Comme l’on suppose qu’il y air une hypersphre R orthgonale

routes les hypersphres A, et A. qui est fixe par la connexion con-
forme de C quand on dplace |e long de Cm, on a

En supposant, ce qui ne restreint pas la gnralit, clue

RR..=+I
on en tire

2aa 1.

Done, l’hypersphSre R peut s’crire

R..,= 1 Ao-aAoo.
24

Comme l’on suppose encore [ue l’hypersphre Ro orthgonale aux hyper-
spheres A,, A. ct R est fixe par la connexion de C,, si l’on dplaee
le long de C,...,, l’hypersphre Ro peut s’crire

R,,= 1 A0+aA.
24

l)onc, en crivant respectivement Ao et Aoo au lieu de 1A0 et aAo.,
a

Ro et R prennent la forme suivante

Ro 1 Ao/A
2

(6.2)
1Ro --2-.Ao- Ao

Comme R= est fix6e par la connexion conforme de C,, quand on
dplace sur C,,, on a

dR=zR

(6.3) A,dR.. AdRo 2 Ao+ Aoo dRoo.= O,

pourvu qu’on pose dx=O dans ces 6quations.
dRoo 6rant donn6 par

,oLAdRo d Ao Aoo
2

on obtient des (6.3)

(6.4) "-b ,Oaoob O (.Ob O ,0 "" oo._.

off l’on a pos
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De mme, en partant de la condition clue R0 est fixe par la
connexion de C quand on dplace sur C_, on trouve

(6.5) +--0, 0, 3-=0.

La forme e Paff -- tant nulle si l’on y pose d=0 ou
dffi0, elle est identiquement nulle, d’ou, en tenant compte de la
relation w+ 0, on trouve

(6.6)

s autres quations de (6.4) et (6.5) nous donnent

1 1(6.7) = gb, =+ w O, = g
S tormes de Pfaff w et =] 6rant nu]]es cause du ft que

]es C et ]es C,_ sont tous tota]ement ombiliquees, on a, comme
]es 6quations d6finlssant ]a connexion conforme de

dAo d=A=+dA
dAb gdAo+gA= +gdA=

(6.s) 1
dA -gdAo +A+gdA

i d=A=_

ce qui montre que l’intersection t (n-m-1) dimensions des hypershres
1 A0/A et l’intersection t (m-1) dimensions des hypersphresA= et 2
1A et Ao-A= sont fixes par le groupe d’holonomie de l’espace C,

/t connexion conforme normale. Ainsi avons nous dmontr la rci-
proque, done, nous avons le
Thdorme Pour que le groupe d’holonomie dun espace C, 4 connexion
conforme normale a n dimensions fixe une sphere a (m-1) dimensions,
il faut et il sut que la forme quadratique diffdrentielle fondamentale
soit sparable conformdment sous la forme
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ds =f(x)g(xa)dbd -[-h()g()d’d,
les rfac C., dfini pr =on et s rfes C
par ffictans Stan t deuz otament omb et tho-
gonal s un aux au, e qu’ te une hypersphre orthoga
at hyp8res psan r in crant et l
d’ini qui t fi r onion d C. nd oner C

e ar xi de C quand pe r C_.


