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Résumé

Dans ce travail on définit la notion d’un polyndéme homogénéisable a
coefficients dans un corps gradué de groupe de grades totalement ordonné
et on établit une caractérisation ainsi qu’'une expression d’un tel polynéome en
fonction d’un polynoéme a coefficients de grades zéro, voir la propositionl.1 et
le théoréemel.3. Cette expression nous permet de donner un critere d’irréductibilité
et de séparabilité d’'un polynome homogénéisable, voir la propositionl.4.

Une application de la notion du polynéme homogénéisable est donnée dans
le cas ou le corps gradué est le gradué d’un corps valué (F,v) (voir[2] ou
[8]). Ceci en généralisant la notion du polynéme résiduel d’un polynéme a
coefficients dans I’anneau de valuation de F', & un polynéme de F[X] vérifiant
la condition (*x), condition équivalente & toutes les racines du polynéme dans
(une cloture algebrique) ont la méme valuation, on obtient des criteres de
réductibilité pour de tel polynome, voir la proposition 2.3 et le corollaire2.2,
et le résultat principal du présent travail est une généralisation du lemme de
Hensel aux polynomes a coefficients dans un corps valué vérifiant la condition
(#x) : Théoreme2.5.

1 Graduations de I'anneau des polyn 6mes a coefficients dans
un corps gradu é
Soit I' un groupe additif commutatif totalement ordonné et R un anneau commutatif

unitaire.
On dit que R est gradué de type I si le groupe additif de R se décompose en
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somme directe de sous-groupes :

R=@R,

el

de maniere compatible avec la multiplication, c’est-a-dire que la condition suivante
est satisfaite :

Ry\.Rs C Ry
pour A\, 0 € I'.

Pour A € T, les éléments de Ry sont appelés éléments homogenes de degré ou de
grade X. On note :

r={AeD | Ry #{0}}.

L’ensemble I'g est appelé le support de I’anneau gradué R.
On dit que R est un corps graduési R # {0} et si tout élément homogene non nul est
inversible. L’ensemble I'r est alors un groupe et il est appelé, le groupe des grades
de R. Dans tout ce qui suit R est un corps gradué de support ['g.

Pour tout A élément d'une extension du groupe I'r, on définit une graduation
de 'anneau R[X] de support I'[A] (le semi groupe engendré par I' et ) et ou la
composante homogene de grade § € I'g[\] est donnée par :

R[X]s = {Za; X" tel que a; homogene et grade(a;) + i\ = §}.

L’anneau R[X] muni da la graduation définie par A est noté R[X]™).
A remarquer que dans R[X ](’\), le polynome X est homogene de grade 7.

Dans toute la suite un polynéme P(X) = ¥p;X* de R[X]™ sera dit homogene
s'il est homogene comme élément de I'anneau gradué R[X]™). Donc P(X) = Xp; X*
de R[X]™ est homogene dans R[X]W si grade(p;) + i\ = grade(p;) + j\, des que
p; et p; sont non nuls.

Ezemple :
Soit K un corps quelconque et R = K[T, T~ = @, KT", alors :
1)F(X) = 2T* +4T X3 4+ X* est homogene dans R[X]D.
2G(X) = T? +TX2+ X* est homogene dans R[X](2).

Soit P(X) = Ip; X" € R[X]. On dira que P(X) est homogénéisable s'il existe \
dans une extension du groupe I'p tel que P(X) est homogene dans R[X]|™).
F(X) et G(X) cités dans I'exemple cidessus sont donc des polynomes homogénéisables
de K[T,T7[X].

Proposition 1.1. P(X) =X ;p; X" € R[X] est homogénéisable si et seulement si

grade(p;) — grade(p;)
j—i

est indépendant du couple (i,7) dans I'r @, Q, pour tous p; et p; non nuls.
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Démonstration: La condition est nécessaire, car dire que P(X) est homogénéisable
c’est dire qu’il existe ¢ dans une extension de I'g tel que :
grade(p;) + 10 = grade(p;) + jo, pour p; et p; non nuls. Donc

grade(p;) — grade(p;)

= 0 est indépendant du couple (3, j).

J—1
La condition est suffisante. En effet, le groupe I'r @, Q est bien une extension de
[, et pour § = grade(pjz):jgrade(pi) on a P(X) est homogene dans R[X]®). n

Dans la suite posons A = I'r ®; Q.
Remarquons que si P(X) est homogénéisable pour la valeur § et s’il n’est pas un
monodme, alors § est d’ordre fini sur I'g et I'g(J), groupe engendré par 'y et J, est
un sous groupe totalement ordonné de I'r @, Q. En effet soient i # j tel que p; et
p; non nuls, alors (i — j)o = grade(p;) — grade(p;) € [x.

Corollaire 1.2. Si P(X) est homogéne dans R[X|N et différent d’un mondme,
alors tout diviseur de P(X) est homogéne dans R[X]|™.

Démonstration: P(X) n’est pas un monome, donc A est d’ordre fini sur I'p et ['g()\)
est un sous groupe totalement ordonné de I'r ®, Q. Donc R[X] est un anneau gradué
integre de semi groupe de graduation totalement ordonné, alors il est connu que dans
un tel cas que tout diviseur d’'un élément homogene est homogene. [

Soit P(X) = X! 1p, X" € R[X] un polynome non égal & un monéme, homogenéisable
pour une valeur A € A et d le dénominateur de A\ (le plus petit entier d tel que
d\ € T'r ) dans T'g, si n = kd + r est la division euclidienne de n par d et si a
(resp.b) désigne un élément non nul de R de grade d\ (resp. de grade gr(p,) + kd),
alors :

Théoréme 1.3.
P(X)=0bX"H(a'X?),

ot H(X)=X5_ob 'pni(-maa’ X7 € Ro[X].

Démonstration: P(X) homogene donc gr(p;) — gr(p;) = (j — )\, des que p; et p;
sont non nuls i.e. (j — ) est divisible par d des que p; et p; sont non nuls. Comme
pr, est non nul, les autres coefficients non nuls sont les p,_;q pour 0 < j < k. Ainsi

P<X) = Z?:1pn—jdX”_jd = Z?len_jan—kdXd(k_j)

— Xn—kdz;’b 1pn—(k—j)dde — bXn—kdz;’LZIb—lpn_(k_j)d(a—le>j

= bX"H(a 'X%), avec H(X) = X5 b 'p,(j-maa? X7 € Ro[X].
]

Proposition 1.4. Soient P(X) un polynéme non égal a un mondéme, homogene de
R[X]™ et H(X) le polynéme de Ro[X] donné par le théorémel.3. Alors :

1) P(X) est irréductible dans R[X] si et seulement si H(X) est irréductible dans
Ry[X].

2) P(X) est séparable sur R[X| si et seulement si H(X) est séparable sur Ry et p
la caractéristique de Rg ne divise pas d.
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Démonstration:
1) Si P(X) = Pi(X)Py(X) alors P,(X) et Py(X) sont homogenes dans R[X]™ et
le théoreme 1.3 donne que :

Pi(X)=bH (a7 X?) et Py(X) = byHo(a ' X),
d'ott bH(a ' X?) = b Hy(a ' X byHo(a ' X
et donc H(X) est réductible. Il est trivial que si H(X) est réductible dans Ry[X]

alors P(X) est réductible dans R[X].
2) Une simple application de la définition de la séparabilité d’un polynome. [ |

Proposition 1.5. Soit P(X) un polynéme homogéne de R[X|™N. Alors
1. Tout polynéome de R[X] admet une division euclidienne par P(X).
2. SiU(X)=Q(X)P(X)+S(X), est la division euclidienne de U(X) par P(X),
alors dans R[X]Y on a :

grade(U(X)) = grade(Q(X)P(X)) = grade(S(X)).

Démonstration: Pour un anneau de polynomes integre la division euclidienne par un
polynome est possible des que celui-ci est a coefficient dominant invérsible. Or R
est un corps gradué, donc tous les éléments homogenes non nuls de R ( qui sont les
coefficients des polyndémes homogenes de R[X]|? ) sont invérsibles.

Pour montrer la deuxiéme partie de la proposition, la premiere affirmation nous
donne que :

RIX] = RIX]P(X)@ N,
ou N est le R-module gradué des polynomes de degré inférieur strictement a celui de

P(X). Or I'idéal engendré par P(X) est aussi gradué, donc si U(X) est homogene,
Q(X)P(X) et S(X) sont aussi homogenes et ont le méme grade que U(X). ]

Corollaire 1.6. Soit L une extension graduée de degré fini sur R. Si o est un
élément de L annulant un polynéme homogénéisable de R[X]| alors :

1. Il existe un polynéme de degré minimal irréductible homogénéisable de R[X]
annulé par o, appelé le polynome minimal homogéne de « et noté fo(X).

2. Tout polynéme homogénéisable annulé par o est un multiple de fo(X).

3. Rla] est un anneau gradué et un R-module gradué libre de rang le degré de
fo(X).

Démonstration: Pour montrer la premiere affirmation, f,(X) sera le polynéme homogénéisable
de degré minimal annulé par «, le corollairel.2 nous assure alors l'irréductibilité de
fo(X).
Pour la seconde assertion du corollaire, tout polynome homogénéisable de R[X]
annulé par a doit avoir un reste nul dans la division euclidienne par f,(X) ( voir le
corollairel.2).
Pour la derniére proposition, R[a] est bien un anneau gradué de type I'g(grade(a))
(sous groupe de I';, engendré par I'p et grade(a)) et ou :

R[a],, = {¥7}'a;a’ tel que a; homogene et grade(a;) + iw(a) = m}

1=

avec degré de f,(X) égal a n. Ceci prouve bien que (1, a, a?,...,a" ') est une base
de R[a]. ]
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Comme conséquence immédiate de ce corollaire est que R[a] ~ R[X]/(fa(X)).

Polynoéme résiduel d’ordre « : )
Soit (F,v) un corps valué de groupe de valuation I'p et de corps résiduel F'. Pour
A € I'p, on définit :
Fy={z e Fluv(zx)> )},
Fyxr ={z € K |v(x)> A},
et note gr(F)y le groupe additif égal & Fy/Fy+. En particulier gr(F)o = F (corps

résiduel de F'). Alors gr(F') = @r gr(F), est un groupe additif gradué de type I" et
la multiplication définie entre éléments homogenes de gr(F') par :

(a + F)ﬁ-)(b‘i‘ F5+) = (ab—|— F(>\+5)+),

et prolongée par linéarité, fait de gr(F') un corps gradué de support I'r appelé le
gradué du corps valué (F,v).

Pour A € A, on note : m, , 'homomorphisme projection canonique de F) dans
gr(F)x et pour € F on pose : T = Ty (x). I'r étant totalement ordonné, gr(F)
est integre et a donc un corps de fraction qu’on note F dans la suite de ce travail.
Il est & noter que si E//F est une extension de corps valués alors gr(F') est un sous
corps gradué de gr(FE). Pour plus de détails sur le gradué d’un corps valué voir [1]
ou [2].

Pour le reste de ce paragraphe posons : R = gr(F), A = Q®;I'r, Q la cloture
algébrique de F', et S le gradué de Q ( il est simple de vérifier que S est une
extension graduée de R de groupe de grade A et () est la cloture algébrique de Ry

).
Soit a € A et f(X) =X ,a;X" un polynoéme unitaire de F[X] tel que
v(a;)) > a(n—i):  (*).

On définit : . A
f(a) (X) = E?:lﬂa(n—i)(ai>Xza

lequel polynome est appelé reste résiduel d’ordre o de f(X).
Posons f(X) = [T, (X — To(zy)(Ti)) € S[X]. Ou 2y, .....,x, sont les racines de

f(X) dans . .
Remarquons que f(®(X) et f(X) sont homogenes de grade na dans R[X]().

Ezemple :
Soit p un entier premier, F' = @, et v la valuation p-adique sur Q,,.
R=gr(Q,) =Z/pZ|T, T "] et f(X)=p"+p°X +p"X? - 2pX° + X*.
Le polynéme f(X) vérifie la condition v(a;) > (n — 1) et

fOX) =T*—2TX® + X* € Q,[X].
De méme que f(X) vérifie la condition v(a;) > (n —1)3 et

F@(X) = x4
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2 Applications

Soit (F, v) est un corps valué hensélien, désignons par R son gradué associé gr(F').
Dans cette section montrons un énoncé renforcant le lemme de Hensel. Cet énoncé
s’étend a tout polynome f(X) de F[X] vérifiant la condition () qui généralise
I'hypothese du lemme de Hensel : f(X) est a coefficients dans I’anneau de valuation
de F'.

Lemme 2.1. f(X) =X a;, X" est tel que

v(a;) > v(ag)(1 — %) : (xx).

si et seulement si toutes les racines de f(X) ont la méme valuation.

Démonstration: Si f(X) vérifie (%), notons alors 1, . . . ,x, ses racines dans une
cloture algébrique de F' et ordonnons les v; = v(x;) dans le sens croissant :

v <vy < ... <uwp. Soit [; = {x; | v(z;) = v,;} et posons s; le cardinal de I;, on
a alors Xs; = n.

Qp—gy = 2¢1<...<31$¢1...3¢z‘51, entraine que

V(ap—s,) = ’U(H x;) = $101

i€lq

car I'inf;, <. <5, v(24,...75,, ) est atteint en I'unique terme [[;c;, ; de Xa;,...2;, .
n—(n—sl))

n

Du fait que v(ag)( = v(ap)** et de la condition (**) du lemme on a

v(ao)

(e

Donc ¢’il existe un des v; différent de v;, on aura :
v(ag) = v(Ilx;) > v(ap).

Inversement, supposons que les racines zi, ..., x, de f(X) ont la méme valuation,

v(ao)

alors cette valeur est . Or de a,—r = ¥z;,...7;, on a bien

v(ao)

v(ap_y) >r -

A remarquer qu'un polynome a coefficients dans 'anneau de valuation de F
vérifie (sx*) si v(ag) = 0.
Corollaire 2.2. Si f(X) € F[X] est unitaire et ne vérifie pas la condition (xx)
alors f(X) est réductible.

Démonstration: En effet si f(X) est irréductible alors toutes les racines de f(X) ont
la méme valuation, puisque (F,v) est hensélien. Donc f(X) doit vérifier (x*). =

Proposition 2.3. Soit f(X) = Yga,X* € F[X] vérifiant la condition (xx) et ”(#"O)
v(ag)

est d’ordren sur Up. Alors f(X) (resp. fC7)(X) est irréductible dans F[X] (resp.
dans R[X]).
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Démonstration: f(X) vérifie la condition (x*) donc toutes les racines de f(X) ont

o)y o Fe ) = )

la méme valuation ( a savoir

Si f(X) = g(X)h(X) dans F[X] (resp. si f(X) = G(X)H(X) dans R[X]) et si r, le
deg(h(X)) ou le deg(g(X)) ( resp. le deg(H (X)) ou le deg(G(X))) est strictement
plus petit que n alors r est l'ordre des valuations des racines de f(X) (resp. de
f(X)), absurde. ]

Lemme 2.4. Si f(X) est tel que

oe) = vlao)(1 - 3) (s5),

Alors e )
FERNX) = F(X) = 1(X = Ty (21)).

Démonstration: D’apres le lemme précédent, les v(z;) sont tous égaux.

Notons cette valeur commune § = ”(#"")
Posons :

(X — Toey (7)) = Bb; X7
Alors,

bj = Zirsi,_ T Ems (i)
= Zi12i(n—j)7r(n—j)5(xi1Exi(n—j))
= ﬂ-(nT_j)v(do) (Ez‘lzz‘n_].l'z‘l El'z‘(n_].))

= T (n=putag) ().
n

Théoréme 2.5. (lemme du Hensel généralisé ) Si f(X) est tel que :
Cula) 2 (o(a) (x4
- FEE(X) = g(X)R(X) dans R[X] et (g,h) = 1.

Alors f(X) est réductible dans F[X].

Démonstration: D’une part le lemmeZ2.4 nous assure ’existence de deux racines t;
et ty de f(X) telles que :

— t1 = Ty, (t1) = a est une racine de g(X).

— ty = Ty(1,)(t2) = B est une racine de h(X).
D’autre part, si f(X) est irréductible dans F[X] alors F'(t;) ~ F(t2) par un F-
isomorphisme ¢ qui transforme t; en t,. L’isomorphisme ¢ induit un R-isomomorphisme

o de R[a] ~ R[f] par :

et prolongé par linéarité a R[a]. Donc le polynéme minimal de « est annulé par (.
D’ou g(X) et h(X) ne sont pas premiers entre eux. ]
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Ezemple
Considérons la valuation p-adique de Q,, (p # 2) :
1) f(X)==3p? +p*X — 2pX? + p? X3 + X* alors f(X) vérifie la condition (x*) qui
n’est rien d’autre que v(a;) > M‘—ZQ.
F(X) = f2(X) = =3T2—2T X4+ X* = (X2—37)(X2+T). Donc f(X) est réductible
dans Q,[X].
2) f(X) =p*+p°X — 2pX? + X*.
f(X)=T?—2TX + X* = (X2 —T)2 Dans ce cas on ne peut pas conclure que f(X)
est réductible dans Q,(X), vu que la décomposition n’est pas a facteurs premiers

entre eux.

A remarquer aussi que si v(ag) = 0, alors le théoreme qu’ on vient d’établir n’est
rien d’autre que le lemme de Hensel. Mais si v(ag) # 0 et si f(X) vérifie (xx), alors
le théoreme ci-dessus peut s’appliquer et le lemme de Hensel est inappliquable, car
méme si f(X) = bH(a ' X%) ( d’aprés le théoremel.3) et si H(X) se décompose
en facteurs premiers entre eux dans Ry[X]. On ne peut pas affirmer que I'un des
polynémes P(X), de la forme u™' f((wX)4) avec & = b et @ = a, est dans A,[X] (ol
A, est Panneau de valuation de F'), pour pouvoir écrire P(X) = H(X) et appliquer
par la suite le lemme de Hensel. Regardons d’ailleurs 1’exemple suivant :
considérons la valuation p-adique de Q, :

f(X) = =3p* +p*X — 2pX? 4+ p? X? + X* alors f(X) vérifie la condition (%) qui
n’est rien d’autre que v(a;) > @.

fIX)= =317 —2TX? + X' = (X2 - 3T)(X*+41T), (p #2).

Il est vrai que f(X) = T?H(T 'X?) avec H(X) = X2 — 2X — 3, et que
H(X)=X?—-2X —3= (X +1)(X —3). Donc les Q(X) € Z,[X] tel que Q(X) =
H(X) sont décomposable dans Z,[X]. Mais aucun des P(X) = v~ ' f((wX)?2) avec
a=T?et w=T n'est dans Z,[X].

Corollaire 2.6. Soient K un corps valué hensélien et f(X) € K[X] tel que :

v(ag)

v(a;) > (=t)v(ag), et FEN(X) a une racine simple o dans R = gr(K).
Alors f(X) a une racine x dans K telle que T = «.

Démonstration: Notons f(X) = [I(X — Ty(z,) (7). D’apres le lemme2.4 on a :

f(x) = JUel(x).
Soit alors P(X) un facteur irréductible de f(X) tel que :
P(X) = (X — a)g(X);
alors le lemme 3 montre que P(X) est réductible, donc P(X) est de degré un. =

Ezemple
Soit (p # 2) un entier premier, K = Q, et v la valuation p-adique sur Q,,.
Le gradué de K est gr(K) = Z/pZ|T,T~'] ot T est une indéterminée égale & m(p).
Soit f(X) = p* +p° X +p"X? — 2pX3 + X4, ce polynome vérifie la condition v(a;) >
(m*)v(ao) et

FEED(X) = T4 — 2T X3 + X4,

a une racine simple égale a T" dans gr(K).
Donc f(X) a une racine z dans Q,, divisible par p et non divisible par p*.
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