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1. Einleitung.

Wir behandeln hier die Taylor-Verfahren Tp der Limitierungstheorie (Reihe-
Reihe-Form, reelle Ordnungen). Bei Beschrankung auf regulare Summierbarkeit
sind alle diese Verfahren miteinander vertraglich (vgl. [4]). Nachstehend unter-
suchen wir die Vertraglichkeitsfrage in den bei Zulassung der singularen Sum-
mierbarkeit neu hinzukommenden Fallen. Das Ergebnis ist: Sofern (beim Ver-
gleich zweier verschiedener unserer Verfahren) singulare Limitierung beteiligt ist
und sofern sich das Problem uberhaupt stellt (was dies heiBt, siehe in 2.2), liegt
Unvertraglichkeit vor.

Wegen des Vertraglichkeitsproblems fur die ganze Klasse der Kreisverfahren,
von der die Taylor-Verfahren eine Teilklasse bilden, sei auf [4] und [5] sowie
dort zitierte weitere Literatur verwiesen. Generell ist darύber zu sagen, daβ
einerseits in vielen Fallen die Antwort auf die Vertraglichkeitsfrage sehr leicht
gegeben werden kann, andererseits aber zahlreiche Falle ϋbrigbleiben, bei denen
die mit Reihenkonvergenzproblemen kombinierte funktionentheoretische Situation
nicht unmittelbar voll ύbersehbar ist und deshalb zur Klarung herausfordert.

Unsere Note bildet eine Fortsetzung von [4]. Jedoch reichen die dortigen
Methoden bei Hereinnahme der singularen Falle nicht mehr aus. Das Haupt-
hilfsmittel besteht jetzt (wie beim Nachweis der Existenz singular Taylor-sum-
mierbarer Reihen vgl. [7]) in der Auflδsung gewisser unendlicher linearer Glei-
chungssysteme. Die Mδglichkeit der Auflosung wird dabei jeweils durch ein
Kriterium von G. Pόlya ([10] Naheres siehe in 2.3) gesichert. Im Zusammenhang
damit sei vermerkt, daβ es bei unseren Untersuchungen um in der Sprache der
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Limitierungstheorie behandelte Fragestellungen geht, die einen Ausbau von bei
Pόlya den Ausgangspunkt bildenden funktionentheoretischen Aufgaben darstellen.

Nach Vorbereitungen in Nr. 2 behandeln wir in Nr. 3 die Vertraglichkeit von
T'l und Tf, in Nr. 4 die Vertraglichkeit von Tζ und Tf (wegen T£ usw. vgl. 2.1).
In einer SchluBbemerkung (Nr. 5) erlautern wir die Mόglichkeit, bei den benίitzten
unendlichen linearen Gleichungssystemen anstatt des Pόlyaschen Auflosbarkeits-
kriteriums ein damit eng verwandtes Kriterium von M. Eidelheit ([2], [3])
heranzuziehen.

Auf weitere Vertraglichkeitsuntersuchungen im Bereich der Kreisverfahren
werden die Verfasser zurϋckkommen. Zusatz bei der Korrektur : Vgl. K. Ishiguro
und W. Meyer-Kδnig, Uber das Vertraglichkeitsproblem bei den Kreisverfahren
der Limitierungstheorie, International Series of Numerical Mathematics, Vol. 25,
Linear Operators and Approximation II, Birkhauser Verlag (1974), S. 547-558.

1 2
Zwei Berichtigungen dazu: Auf S. 550, letzte Zeile, muβ es statt -g- heiβen -g-

auf S. 554, erste Zeile, muβ es statt S^3 heiBen Sf.

2. Bezeichnungen und Hilfsmittel.

2.1. Unter dem Taylor-Verfahren Tp (p die im Einzelfall jeweils feste reelle
Ordnung, PΦQ, P Φ I ] vgl. [12], S. 140) verstehen wir das zu der oberen Dreiecks-
matrix mit den Elementen

(1) fln*=(l-ί

gehόrige Reihe-Reihe-Verfahren. Die unendliche Reihe Σ^n (Σ steht stets fur
Σ~=o die Reihenglieder an sind komplexe Zahlen) heiβt also Tp-summierbar, und
zwar zum Wert s, geschrieben Tp—Σ^n—s, wenn die Tp-Transformation von Σ^,
namlich die Reihe

Σ«n mit α n =Σfln*α* (n=0, 1, •••)
k=n

existiert und konvergent, und zwar zur Summe s, ist. Genau dann ist Tp auf
Σ Q-n anwendbar, d. h. genau dann existiert Σ an, wenn die f olgende Bedingung
erfύllt ist: Fur jedes feste n—0,1, ••• gilt

(2) ak=O(k~n\p\-k} fur k—oo.

Der Reihe Σ#n ordnen wir die Potenzreihe Σanz
n vom Konvergenzradius r

(Oίgr^oo) zu wir setzen

(3) f(z}=Σanz
n fur \z\<r.

Ist (2) erfϋllt, so ist r^\p\ ist zudem f(z) bei z—p regular, so gilt

(4) f&=Σ(1l
npγ(z-pr (\z-p\ klein).

Tp ist auf Σ«n sicher dann anwendbar, wenn \p\<r ist. Permanenz von Tp liegt
genau fur 0<p<l vor.
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Wir unterscheiden regulare und singulare Tp-Summierbarkeit. Tξ- oder
regulare Tp-Summierbarkeit von Σan bedeutet, daβ Σαn durch Tp summiert wird
und zudem f(z) bei z= p regular ist T£- oder singulare Tp-Summierbarkeit von
Σo-n bedeutet, daβ Σβ/ι durch Tp summiert wird und zudem f(z) bei z=p singular
ist. Damit ist klar, was unter einer Aussage wie Tξ—^Σan=s zu verstehen ist.
Gilt Ts

p— Σ«n— s, so ist die Funktion

wohldefiniert aber φ(z) ist, weil f(z) bei z= p singular ist, nicht die analytische
Fortsetzung von f(z).

In [4] handelte es sich bei der Taylor-Summierbarkeit stets um den regularen
Fall. Das Tp-Verfahren in [4] ist also dasselbe, was wir in der gegenwartigen
Note als T^-Verfahren bezeichnen.

2.2. Es wurde schon gesagt, daβ irgend zwei Verfahren

T$, T* (p, q reell; jMO, pΦl,

miteinander vertraglich sind ([4], S. 120, 6.7), d. h. aus Tξ—Σan=s und T^-^an

= t folgt s=t. Zu untersuchen sind jetzt also noch die Paare

(T*,Tξ) und (T«T|).

Es handle sich z. B. um T| und T^ mit p——2, #=3. Dann liegt kein Problem
vor: Es gibt keine Reihe Σ^n, die gleichzeitig Ts

p- und Tf-summierbar ist, weil
dazu Σanz

n regular fur \z\<3 und singular bei z— 2 sein muBte. Solchen
Vorkommnissen Rechnung tragend, verabreden wir bei Vorliegen eines Paares
( V , W ) von Limitierungsverfahren die folgenden Ausdrucksweisen. Gibt es keine
Reihe Σ^n, die gleichzeitig V- und ^F-summierbar ist, so sagen wir, das Vertrag-
lichkeitsproblem stellt sic-h nicht fur das Paar (V, W\ Die Feststellung " V und
W sind vertraglich" soil andererseits heiβen : Es gibt mindestens eine Reihe Σ^n,
die sowohl V- als auch FF-summierbar ist; und immer wenn eine Reihe Σ^n mit
V—Σbn=s, W—Σbn=t vorliegt, folgt daraus s=ί. Die Feststellung " V und W
sind nicht vertraglich" soil schlieβlich bedeuten : Es gibt eine Reihe Σ^ mit

2.3. Die fur unsere Untersuchungen zentrale Bedeutung des Pόlyaschen
Auflόsbarkeitskriteriums wurde in Nr. 1 betont. Wir stellen dieses Kriterium
jetzt bereit. Vorgelegt sei (im Komplexen) das unendliche lineare Gleichungs-
system

(5) ΣcΛkXk=dn (n=0, 1, -),
Λ = 0

wo die cnk gegebene Koeffizienten, die dn gegebene rechte Seiten, und die x0, xlt ~
die gesuchten Groβen sind. Die Koeffizienten cnk denken wir uns zu der Matrix
C zusammengefaβt. Von einer Losung des Gleichungssystems sprechen wir, wenn
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die linken Seiten von (5) im gewδhnlichen Sinn konvergieren und die Gleichungen
(5) erfύllt sind. Nach [10] S. 234-235 und S. 252 gilt:

Kriterium 2.3.1. Das Gleichungssystem (5) besitzt sicker dann mindestens
eine Losung, wenn die folgende hinreichende Bedingung erfilllt ist: In jeder Zeile
der Matrix C stehen hochstens endlich viele Nullen, und fur jedes n=Q, 1, ••• gilt

(6) —^ >0 fur k^oo.
Cn+lfk

Nach [10] lassen sich schwachere hinreichende Bedingungen angeben. Jedoch
ist fur unsere Zwecke das formulierte Kriterium bequem und ausreichend. Auch
mogliche Zusatze (ύber die Anzahl der Lδsungen Oder ϋber die Existenz von
Lόsungen mit absolut konvergenten linken Seiten) benotigen wir hier nicht.
Weitere Literatur zu diesem Fragenkomplex : [2], [3] [1] S. 32 [12] S. 33, III
(auch S. 32, II) [9], [8] und dort zitierte Arbeiten.

2.4. Es sei 0<p<l. Dann ist Tp sowohl permanent (wie oben schon ver-
merkt wurde) als auch absolut permanent (wie man mit Hilfe von [6] Satz 1
feststellt). Damit ergibt sich ein Zusammenhang zwischen der Konvergenz (bzw.
der absoluten Konvergenz) der Potenzreihe (3) bei z—1 einerseits und der Potenz-
reihe (4) bei z=l andererseits. Wir stellen diesen Zusammenhang fur unsere
nachherigen Zwecke in folgender Fassung bereit:

Satz 2.4.1. Die Potenzreihe

(7) λ(*)=ΣCn(*-*o)n

konvergiere an der Stelle z~zλ zum Wert s, wobei zλφz0 vorausgesetzt ist. Weiter
sei zfo—z0-}-p(z1—z0), wo p eine feste reelle Zahl undQ<p<l ist. Dann konvergiert
die Taylor-Entwicklung

(8) λ(*)=Σc;(*-*βn

bei z—zλ ebenfalls zum Wert s. Ist uberdies (7) bei z—zλ absolut konvergent, so
ist auch (8) bei z—z^ absolut konvergent.

3. Vergleich von Ts

p und Tf.

3.1. Wir beginnen mit dem Vergleich zweier singularer Taylor-Verfahren.
Fur die (fest gedachten) Ordnungen p und q gelte

(9) p und q reell, p-^Q, pΦl, qφΰ, qφl.

Eine Reihe Σαn mit

(10) Ts

p-Σan=s, T£-Σα»=f

liege vor. Die Funktion f(z)= ^Σanz
n ist dann regular fur M<|£ | und regular

fur M < M , ferner sind z—p und z=q singulare Punkte von f(z). Daraus folgt
notwendig \P\ = \ q \ . Das Vertraglichkeitsproblem fur T^ und Tf stellt sich also
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nicht, wenn \ P \ Φ \ q \ ist. Im Fall p=q hat man trivialerweise Vertraglichkeit.
Zu untersuchen bleibt daher nur noch der Fall p=—q.

3.2. Das Ergebnis fur den letzteren Fall ist enthalten in

Satz 3.2.1. Fur die Ordnungen p und q gelte (9), ferner sei p=—q. Dann
sind Tp und Tf nicht vertrdglich.

Zum Beweis kόnnte man an Pόlya [10] S. 247, Aufgabe 4, anknύpfen. Damit
wurde man von [10] S. 241, Satz II (vgl. dazu [11] S. 129, FuBnote) Gebrauch
machen. Dieser Satz II ist komplizierter als [10] S. 234, Satz I, bzw. Kriterium
2.3.1. Wir zeigen jetzt, wie man mit dem letzteren Kriterium auskommt. Dabei
nύtzen wir die wegen P——q vorhandene Symmetrie aus.

Beweis von Satz 3.2.1. Wir setzen p<Q voraus, was offenbar erlaubt ist.
Wegen p=—q ist pφ — l. Die Elemente der Matrizen Tp und Tq bezeichnen wir
mit ank bzw. bnk, wobei dann

ank (n=0,
VJ- FJ

gilt. Ferner setzen wir

Cn = -2-(-l,

statt des Faktors l/(n !) ware vieles andere ebenfalls mδglich, wie nachher deutlich
wird. Wir fύhren den Beweis nun so, daβ wir die Existenz einer Reihe ^Σan

aufzeigen, fur die (10) mit sφt gilt. Dazu betrachten wir die beiden unendlichen
linearen Gleichungssysteme

(11) 0,^0,0+an2a2+ ••• — cn (n—0, 1, •••),

(12) αnιflι+β»8fl8+ - =-cn (n=0, 1, -)

fur die Unbekannten a0, a2, ••• bzw. altas, . Die Existenz jeweils (mindestens)
einer Losung ist nach Kriterium 2.3.1 gewahrleistet. Eine Losung von (11) ver-
einigen wir mit einer Losung von (12) zu der jetzt festen Folge {α0,

 aι, - }^
{0,0,—}. Aus (11) und (12) ergibt sich durch Addition

woraus Tp—Σ^n—0 folgt. Wurde es sich hierbei um regulare Summierbarkeit
handeln, so mϋβte f(z)=^anz

n nach (4) identisch verschwinden, was wegen
{α0, alt - }Φ{Q,0, •••} nicht der Fall ist; somit gilt

(13) T^-Σαn=0.

Aus (11) und (12) ergibt sich weiter durch Subtraktion

Σ(-l)*αn*α*=2cn (n=0, 1,-),
ft = 0

und hieraus, indem wir beide Seiten multiplizieren mit (—l)~n(l+ί)n/(l—ί)n,
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woraus Tq— Σ«n— £ folgt. Wϋrde es sich hierbei urn regulare Summierbarkeit
handeln, so hatte die Potenzreihenentwicklung von f(z) in der Umgebung der

Stelle z=q die Gestalt
1 f ~ _ /7\π

1 ^ ^

f(z) ware als eine ganze Funktion, im Widerspruch zu (13) somit gilt

(14) Ts

q-^an=e.

Im Hinblick auf (13) und (14) ist Satz 3.2.1 nun bewiesen.

4. Vergleich von T* und Tf .

4.1. Fur die Ordnungen p und q gelte wieder (9). Die vollstandige Antwort
auf die Vertraglichkeitsfrage jetzt ist in dem die p, tf-Ebene zeigenden Bild 1
enthalten. Die Punkte der vier Geraden p=Q, p=l, g=Q, q=l bleiben ganz auBer
Betracht. Durch Schraffierung sind die beiden Bereiche

(15)

gekennzeichnet.

X

^-^-e+L^p^-q} und {l<q«*>, -q^P^

\
\

\
\

Bild 1

X
X

X
X

X

,, O L q=~-p

\
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Die Randpunkte nach links und nach rechts sind den Bereichen zuzurechnen

der zum unteren Bereich gehδrige Eckpunkt hat die Koordinaten (-H-, — o~).

Liegt der Punkt (p, q) in einem dieser Bereiche, so sind T$ und TJ nicht ver-
traglich. Fur alle anderen Punkte (p,q) stellt sich das Vertraglichkeitsproblem
fur T$ und Tf nicht. Diese letzteren Falle lassen sich durchweg und unmittelbar
durch die folgende Uberlegung erledigen : 1st

(16) T*-Σα»=s, Ts

q-Σan=t,

so kann die Stelle z=q der komplexen Zahlenebene weder im Kreis \z\ < \p \ noch
im Kreis \z—p\<\l—p\ liegen. Wir brauchen uns jetzt also nur noch mit dem
schraffierten Teil der p, g-Ebene zu beschaftigen.

•«.
4.2. Zuerst betrachten wir diejenigen beiden schraffierten Teilbereiche, die

im ersten bzw. dritten Quadranten der p, g-Ebene liegen. Wir beschranken uns
auf den im dritten Quadranten gelegenen Teilbereich ganz analog wύrde man
die dem Teilbereich im ersten Quadranten entsprechenden Falle behandeln. Es
sei also

(17) -

Wir knύpfen an das unendliche lineare Gleichungssystem

α0+ aλ+ a2+ ••• =1

(18) b00aQ+b01aί+b02a.2

J

Γ ••• =0

b10a0

Jrbua1

Jrb12a2

Jr ~ =0

fur die Unbekannten a0, aί} ••• an; dabei sind die bnk die Elemente der Matrix Tq.
Die Auflosbarkeitsbedingung des Kriteriums 2.3.1 ist erfϋllt, wobei \q\ > 1 von
Bedeutung ist. Eine Losung {a0ίalf" }9 die notwendig =^{0,0, •••} ist, halten
wir nun fest. Offenbar ist Tq—Σ^n—O, genauer sogar (vgl. die zu (13) fύhrende
SchluBweise)

(19) Tf-Σα»=0.

Unser Ziel ist jetzt (20), womit der erstrebte Unvertraglichkeitsbeweis gefύhrt
sein wird. Fur den Konvergenzradius r der Potenzreihe f(z)=^anz

n gilt r=\q\
^l—2p. Insbesondere liegt die Stelle z=l in diesem Kreis, woraus /(!)—! folgt
(vgl. die oberste der Gleichungen (18)). Ferner liegt die Stelle z=p in diesem
Kreis; also ist Tp auf Σ^n anwendbar und es gilt (4). Nun sind zwei Falle zu
unterscheiden. Erstens sei q<2p—l. Dann ist f(z\ weil regular fur M<|# | ,
regular im Innern und auf dem ganzen Rand des Kreises \z—p\ = \l—p\ nach
(4) ist also Σ#n— /(!)—! und somit

(20) Tf-Σfln=l.
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Zweitens sei q=2p—l. Da ~Σanz
n (wegen der Anwendbarkeit von Tq auf Σ^n)

fur z=q absolut konvergent, schlieBen wir in diesem Fall nach Satz 2.4.1, daB die
Potenzreihe (4) bei z=q ebenfalls absolut konvergiert und damit bei z— 1 jeden-
falls konvergiert, womit (20) auch jetzt wieder gesichert ist.

4.3. Die Methode, nach der wir alle restlichen Falle (es handelt sich nur
noch um Unvertraglichkeitsfalle) erledigen, erlautern wir an Hand des Falles
{ — oo<p<— 1, q=—p}. Es sei also

(21) q>l\

verglichen werden T-q und Tf. Wir setzen

(22) ^"^Γ2"" (man beachte: -̂ -

und betrachten das unendliche lineare Gleichungssystem

(23)

... = 0

fur die Unbekannten Λ0tΛlt" f die hinreichende Bedingung von Kriterium 2.3.1
ist erfύllt. Eine Lδsung {A0,Alt ' }, fur die notwendig

(24) {A, A,-}* {0,0, -}

ist, halten wir jetzt fest. Wir setzen

(25) F(w)=ΣAkw
k fur \w\<l, mitF(r)=l.

^=0

Fiir n=0,l, — ist

kw
k-n fur \w\<l;

wegen der Konvergenz der rechten Seite fur w=l folgt daraus

(26) lF™(w^

Ware also w=l eine regulare Stelle von F(w\ so ware F(1)=FX(1)= •-• =0, d. h.
F(w) wύrde identisch verschwinden, im Widerspruch zu (24). Damit wissen wir,
daβ w=l singulare Stelle fur F(w) ist. Vermδge

(27) w = ' z=q(2w-ΐ),
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gehen wir von unserer w- zu einer ^-Ebene ύber; f(z) ist regular im Kreis
\z+q\<2q, singular bei z= q, und Σanz

n hat den Konvergenzradius r=q. Fur
n=0,1, - und \z+q\ <2q gilt

wobei die rechte Seite fur z—q konvergiert. Andererseits ist fur dieselben n und
fur \z\<q

(28) -Γ/ c n ) W=

und nach Satz 2.4.1 konvergiert auch hier die rechte Seite fur z=q. Daraus
schlieβen wir, daβ die Tq -Transformation Σβπ von Σβπ existiert :

-"α* (n=0,l, ).

Fur die βn gilt weiter (z und w; reell vgl. (28), (27), (26))

2nqnn ! \ 2q

q n i w_ι-

Also ist Tg— 2αn=0. Weil /(^) bei >ε=^ singular ist, gilt genauer

(29) Tf-Σα^O.

Mit Tq ist auch T_2 auf ^Σan anwendbar (vgl. (2)). Dies, zusammen mit dem
Umstand, daβ f(z) fur \z+q\<2q regular und q>l ist, ergibt

(30) τ*β-Σfl»=/(D=F(r)=l.

Damit sind wir am Ziel : Wir haben die Existenz einer Reihe Σ«n nach-
gewiesen, fur die (29) und (30) gilt. Beilaufig erwahnen wir noch, daβ sich die
an leicht in den Ak ausdrύcken lassen man findet

(rc=0, 1, •••),

mit gesicherter Konvergenz der rechten Seite.

4.4. Wir haben in 4.3 bewiesen: T?q und Tf sind fur <?>! nicht vertraglich.
Unser Beweis zeigt mehr: Liegt neben dem q aus (21) noch ein p mit —q<p<Q
vor und ist Σ^ die durch (27) definierte Reihe, fur die (29) und (30) gilt, so ist
auch Tp auf Σ^n anwendbar, und wegen der Regular it at des f(z) fur \z+q\<2q
gilt

(31) T*-Σan=f(ϊ)=l.

T$ und T£ sind also nicht vertraglich, wenn der Punkt (p,q) im zweiten Qua-
dranten und gleichzeitig im (oberen) schraffierten Bereich der p, #-Ebene (vgl.
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Bild 1) liegt.
Jetzt handelt es sich nur noch um diejenigen Punkte (p, q), die im vierten

Quadranten und gleichzeitig im (unteren) schraffierten Bereich der p, g-Ebene
liegen. Wir begnύgen uns mit dem Hinweis, daβ sich alle diese Falle nach der
in 4.3 dargestellten Methode erledigen lassen. Bei den Randfallen macht man
teilweise (namlich dann, wenn 0<ί^l/3 ist) auch von dem auf die absolute Kon-
vergenz bezύglichen Teil des 'Satzes 2.4.1 Gebrauch (vgl. die SchluBύberlegung
von 4.2).

Damit dϋrfen wir das in Bild 1 niedergelegte Ergebnis ύber den Vergleich
von Tf und Tf als bewiesen ansehen.

5. Schluβbemerkung.

M. Eidelheit ([3] S. 153) hat bezϋglich der Losbarkeit des Gleichungssystems
(5) das nachstehende Kriterium 5.1 angegeben. (Wegen der Notwendigkeit, dabei
zusatzlich etwas ϋber die nullte Zeile von C vorauszusetzen, vgl. [9] S. 5 Mitte.)

Kriterium 5.1. Das Gleichungssystem (5), dessen Matrix C in der nullten Zeile
unendlich viele Nichtnullen* aufweist, besitzt sicker dann mindestens eine Losung,
wenn die folgende hinreichende Bedingung erfϋllt ist: Fur jedes n=Q, 1, ••• gibt
es eine Folge { ξ k } so, dass

π p / konvergiert fur ra—0, ••• , n .
^o \ divergiert fur m— n+1.

Statt des Kriteriums 2.3.1 hatten wir bei unseren Unvertraglichkeitsbeweisen
auch Kriterium 5.1 verwenden kδnnen. Daβ z. B. im Fall (18) die Bedingung von
Kriterium 5.1 erfϋllt ist, zeigen nacheinander die Folgen

1 » _ 1 . 1
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