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UBER DIE VERTRAGLICHKEIT DER KREISVERFAHREN
DER LIMITIERUNGSTHEORIE BEI
KOMPLEXEN ORDNUNGEN

Von Kazuo IsHIGURO*

Einleitung.

Die vorliegende Arbeit ist eine Fortsetzung derjenigen von Strasser [9] und
Meyer-Konig, Strasser und dem Verfasser [5]. Gegeben seien irgend zwei Ver-
fahren A und B zur Summierung unendlicher Reihen. A und B heiBen ver-
traglich, wenn aus A-}a,=s und B-}a,=t stets s=¢ folgt. In seiner Arbeit
untersuchte Strasser [9] die Vertraglichkeit der Limitierungsverfahren E, (p reell,
p=x0), By (q reell, g=0) und S, (a reell, =0, a=x1). Er studierte weiter in dieser
Arbeit etwas iiber die Vertriglichkeit der Limitierungsverfahren E, B, und S,
mit komplexen Ordnungen. Seine Arbeit ist eine Fortsetzung derjenigen von
Agnew [1] und Meyer-Konig und Zeller [8] iiber die Vertriglichkeit der Verfahren
E, und B, mit komplexen Ordnungen.

In der vorliegenden Arbeit sollen die entsprechenden Fragen fiir die Verfahren
E,, By und S, behandelt werden. Es handelt sich nun immer um die reguliren
Verfahren (vgl. §1) wie bei Strasser [9] und bei Meyer-Konig, Strasser und dem
Verfasser [5].

In §1 werden grundlegende Eigenschaften von Verfahren £, B, S. und 7,
bereitgestellt. Die Sitze E, B und S sind besonders wichtig fiir die vorliegende
Arbeit.

Von §2 bis §4 untersuchen wir die Vertraglichkeit der Verfahren £, B, und
S. mit komplexen Ordnungen.

Herrn Professor Dr. W. Meyer-Konig danke ich am herzlichsten fiir die
Anregung zu der vorliegenden Arbeit und die wertvollen Ratschlige wihrend der
Durchfithrung der Arbeit,

§1. Die Verfahren E, B, S, und 7.
1. Das E, Verfahren. Das Euler-Knopp-Verfahren £, definieren wir als das
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zu der Matrix £, gehdrige Folge-Folge-Verfahren. Dabei sei £, die Dreiecksmatrix
mit den Elementen

Eoo= (2 )P A= 120,15 5=0, 1, )

Die Ordnug p sei eine beliebige komplexe Zahl mit p=0, unter 0° sei 1 verstanden.
E, ist die Einheitsmatrix. Ist {s,} (#=0, 1, ---) mit

Sp=@t+ai+--+a,

eine Folge komplexer Zahlen und p fest, so bezeichnen wir die Folge {f,} mit

n n )
tn:EP(n; S,,)= ZL(V )p (l_p)n—vsv (ﬂ-’:O, 1’ "')
als die £,-Transformation von {s,} in der Folge-Folge-Form (FF-Form). Die ent-
sprechende Reihe-Reihe-Transformation (RR-Form) ist

= oot 505 ) pa-prrann
=0 v=0 p=0 ﬂ

Wenn {#,} gegen s filr n—oco konvergiert, so nennen wir {s,} zum Wert s E,
limitierbar oder Xp_,a, zum Wert s E,-summierbar und schreiben

Eylims,=s oder Ey- i An=s.

n—sco n=0

Das Verfahren E), ist, wie wohl bekannt ist, genau dann permanent, wenn 0<p=1,
d.h. aus lims,=s folgt E,-lims,=s. Fiir dieses Verfahren bewies Meyer-Konig

[7] den folgenden

SaTz E. Es sei px0 und es besitze das Funktionselement
(L 1) F@=3 " =(1=2) 3 sud
n=0 n=0

einen positiven Konvergenzradius. Dann stimmt die Folge der Teilsummen der in
der Umgebung von z=oc0 gewif} vorhandenen Entwicklung der Funktion f(1/z) nach
Potenzen von {z—(p—1)[p}~* fiir z=1 iiberein mit der Folge E,(n;s,), so daf also
dann und nur dann Ep-Yn-an=s ist, wenn die genannte Entwicklung fiir z=1 zum
Wert s konvergiert.

BeEMERKUNGEN zU SATz E. Die Voraussetzung fiir das Funktionselement (1.1)
schrankt die Anwendbarkeit des Satzes auf E,-summierbare Reihen nicht ein. Der
Beweis von Meyer-Konig 146t sich leicht auf beliebige komplexe Ordnung p mit
p=0 iibertragen.

Uber die Vertriglichkeit aller E,-Verfahren bewies schon Agnew [1] den
folgenden
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Satz 1. Irgend zwei Verfahren E, und E, (p=0, ¢=0) sind vertriglich.
Meyer-Konig und Zeller [3] brachten einen neuen Beweis davon.

II. Das B, Verfahren. Das verallgemeinerte Borel-Verfahren von Knopp
definieren wir nach der Bezeichnung von Meyer-Konig und Zeller [8] als das zu der
Matrix B, gehorige Folge-Folge-Verfahren. Dabei habe B, die Elementen

1
(Bos.v=—ye(qz)”  (#>0; »=0,1, ).

Die Ordnung g sei eine beliebige komplexe Zahl, jedoch sei ¢=0. B, ist die
gewohnliche Borel-Matrix B. Eine Rechnung, die zuerst Knopp ausgefiihrt hat,
liefert bekanntlich die Matrixbeziehung

ByEy=Byp (p=0, g=0).

Genau dann ist B, permanent, wenn ¢ reell und positiv ist. Ist ¢/p>0, so sind
die Verfahren B, und B, offenbar #quivalent.?
Das B,-Verfahren (g=0) ist auf die Folge {s,} genau dann anwendbar, d. h.

v

o(x)=By(x; s,)=e"9" 3, qyx' S,
»=0 .
ist genau dann fiir alle >0 vorhanden, wenn Y (@,/n!)z" fiir alle z konvergiert,
d. h. wenn
_ & Qns1 ,
¢(Z)—7§0—n! 2
eine ganze Funktion von z ist. Dies sei jetzt der Fall. Dann ist auch ¢(z) eine
ganze Funktion von z; weiter ist fiir alle z

0'(2)=qe~%¢(qz).
Somit ist
o<z>=ao+qS:e-q€so<qc> dc=ao+gzze-cso(c>dc,

wobei das letzte Integral lings eines beliebigen von 0 nach ¢z fiihrenden Weges
zu erstrecken ist. Bglims,=s heit nun also, daBl

etl.o
S e~*p(Q)dC konvergent zur Summe Ss—a,
0
mit g=|qle? (0=60<2r) ist. Dabei bedeute fg”'w das in der {-Ebene lings des-

jenigen Halbstrahls zu erstreckende Integral, der von (=0 ausgeht und durch
{=e" lauft.

1) Aus Bglim sp=s folgt Bp-lim sp,=s und umgekehrt, Wir schreiben B,=B).
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Ist By Xin-0@n=s, S0 sprechen wir von reguldrer, bzw. singulirer BgSummier-
barkeit, wenn das Funktionselement

f@)= goa,,z"

vom Konvergenzradius 7 (0=7=c0) bei 2=0 regulir, bzw. singulir ist. Der folgende
fundamentale Satz ist schon bekannt (vgl. Doetsch [2] S. 384, Meyer-Konig und
Zeller [8)]).

Satz B. FEs sei g=|qle?® mit 0=0<2r. Ist By auf Ya.,an anwendbar, so ist
diese Reihe dann und nur dann reguldr Bg-summierbar zum Wert s, wenn das
Funktionselement f(2) bei z=0 reguldr ist und wenn die in einer durch

z=zo+—2—e” <z0=1zole“” fest, 2,x0; p>0, —%<r<%>

charakterisierten, weder den Ursprung noch den Punkt z2=1 enthaltenden offenen
Halbebene H, geltende Gleichung mit gesicherter Kovergenz des Integrals

7(2)=at{ empa

0

fiir z=1 zum Wert s konvergiert, wobei

Q=3 Lt

n=0 n!
(vgl. Fig. 1).
Meyer-Konig und Zeller [8] bewiesen die folgenden Sitze II, III, IV iiber die
Imz

/ )
1 R

ez

g

0

AN

Fig. 1
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Verfahren E, und B, mit komplexer Ordnung.
Satz II. Aus Eylims,=s folgt By lims,=s (p fest, p=x0).»

Satz III. Gegeben secien die Ordnungen p und q (|p|=l|q|=1). Ist g=xp, so
sind By und By nicht vertriglich. Ist g —p, so sind B, und By vertriglich, wenn
es sich um reguldre Summierbarkeit handelt. Ist q=—p, so sind B, und By auch
dann nicht vertraglich, wenn man sich auf veguldre Summierbarkeit beschrinkt.

SAaTz IV. Gegeben seien die Ordnungen p und q (p=0, |q|=1). Dann sind
die Verfahren E, und By vertriglich.

Wir arbeiten im folgenden stets mit der reguliren Summierbarkeit des
By,-Verfahrens.

III. Das S,-Verfahren. Wir definieren das S,-Verfahren von Meyer-Konig [6]
und Vermes [10] als das zu der Matrix

Snu==ay (") 1,501, )

gehorige Limitierungsverfahren in der Folge-Folg-Form. Dabei sei die Ordnung «
eine beliebige komplexe Zahl, jedoch seien a=0 und a=1. Das Verfahren S, ist
dann und nur dann auf eine Folge {s,} anwendbar, wenn sie der Bedingung

s”:O(Wlal”) fiir jedes feste #=0, 1, :-- bei yv—co

geniigt. In diesem Fall heit die Folge {f,} mit

tn=Sa(n; Su):(l—a)n+1 i <n+y)avsu (nzoy 17 '")
v=0

v
die S,-Transformation (FF-Form) von {s,}. Die Anwendbarkeit von S, auf {@,} ist
gleichbedeutend mit der Anwendbarkeit von S, auf {3;™,a,} (vgl. Meyer-Konig [6]).
Liegt die Anwendbarkeit vor, so nenen wir S, auf X 5.,a, anwendbar, und unter
der S.,-Transformation von Y%_,a, in der RR-Form verstehen wir die Reihe X 5-vn
mit den Teilsummen

t¥= Y v,=ata),(l1—a) 2, <v+‘u)a"a;,+l.
v=0 y=0 2=0 2

Konvergiert {f,*} gegen s, so nennen wir Y& ,a, zu diesem Wert S,-summierbar
und schreiben

(-] (]
Se= 23 @n= D, 0n=S$
n=0 n=0

Fiir 0<a<1 sind diese beide S,-Verfahren in der FF-Form und in der RR-Form
permanent.

2) Wir schreiben E,C By.
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Ist S, auf X%,a@, anwendbar, so ist die Funktion f(2)= -, a,2" (mindestens)
in |z]<]a] regulir. Wir nennen nun eine S,-summierbare Reihe reguldr S.-
summierbar, wenn die ihr zugeordnete Funktion f(z) auch noch beim Punkt z=«
reguldr ist. Meyer-Konig [7] bewies den folgenden fundamentalen

SATz S. Ist S, auf X3-.an anwendbar (a fest, ax0, ax1), so ist diese Reihe
dann und nur dann rvegulir S.,-summierbar zum Wert s, wenn die Funktion f(1/z)
bei z=1/a regulir ist und wenn ihre Entwicklung nach Potenzen von z—1la fir
z=1 zum Wert s konvergiert.

Der Beweis von Meyer-Konig fiir 0<a<1 li8t sich leicht auf beliebige kom-
plexe Ordnung a mit a0, a1 iibertragen.

Fiir |a|=1 sind die FF-Form und die RR-Form des S,-Verfahrens nicht mehr
Aquivalent. Wir arbeiten im folgenden stets mit der RR-Form sowie mit der
regulidren Summierbarkeit des S,-Verfahrens.

IV. Das T,-Verfahren. Im AnschluB an Hardy, Littlewood und Fekete de-
finieren wir das T,-Verfahren als das zu der Matrix

(Tnu==ay( 2 ) (1,5=0,1, )

gehorige Limitierungsverfahren in der Folge-Folge-Form, das wir mit Wais [11]
als Taylorsches Verfahren der Ordnung « bezeichnen. Die Ordnung « sei eine
beliebige komplexe Zahl, jedoch seien a0 und a=1. Das Verfahren 7, ist dann
und nur dann auf eine Folge {s,} anwendbar, wenn sie der Bedingung

s,=0<7,ﬁ> fiir jedes feste #=0, 1, --- bei yv—oo
geniigt. In diesem Fall heift die Folge {£,} mit

ta=Tsn; s,)=(1—a)**? f} ( ;;)a"-"s,

v=n

:(1_a)n+1 Z <7’L+v>avsn+”
v=0\ 7
die 7T,-Transformation (FF-Form) von {s,}. Die Anwendbarkeit von T, auf {a,} ist
gleichbedeutend mit der Anwendbarkeit von T, auf {3%,a,} (vgl. Meyer-Konig
[6]). Liegt die Anwendbarkeit vor, so nennen wir T, auf Y %_,a, anwendbar, und
unter der 7,-Transformation von 3.%_,a, in der RR-Form verstehen wir die Reihe
e, v, mit den Teilsummen

tn*z i v,= i (1—a)” i <y-;#>0(”dv+#.

Konvergiert {#,*} gegen s, so nennen wir die Reihe Y2 ,a, zu diesem Wert T,-
summierbar und schreiben
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Fiir 0<a<1 sind diese beide T,-Verfahren in der FF-Form und in der RR-Form
permanent.

Ist T, auf Y2_,a, anwendbar, so ist die Funktion f(2)=Y.,a,2" (mindestens)
in |z|<|a| regulir. Wir nennen nun eine 7,-summierbare Reihe reguldr T,-sum-
mierbar, wenn die ihr zugeordnete Funktion f(z) auch noch beim Punkt z=«
reguldr ist. Meyer-Konig [6] bewies den folgenden fundamentalen

Satz T. Ist T. auf ¥2_,a, anwendbar (a fest, ax0, ax1), so ist diese Reihe
dann und nur dann veguldr T,-summierbar zum Wert s, wenn die Funktion f(z) bei
z=a reguldr ist und wenn ihre Entwicklung nach Potenzen von z—a fily z=1 zum
Wert s konvergiert.

Der Beweis von Meyer-Konig fiir 0<a<1 148t sich leicht auf beliebige kom-
plexe Ordnung « mit a0, a1 iibertragen.

Fiir |a|=1 sind die FF-Form und die RR-Form des 7,-Verfahrens nicht mehr
dquivalent. Wir arbeiten im folgenden stets mit der RR-Form sowie mit der
reguliren Summierbarkeit des 7,-Verfahrens.

§2. Vergleich der Verfahren S, und S,.

Nach dem Abelschen Grenzwertsatz (Stolzsche Verallgemeinerung) bewies
Strasser [9] den folgenden

SAaTz V. Gegeben secien die komplexen Pavameter a und p. In folgenden
Fdllen liegt Vertrdglichkeit zwischen den zugehorigen Verfahren S, und S; vor:

(a) |a|>1, p beliebig,

(b) la|=1, |pl=1 (B=—1 zugelassen),

24
(c) lal=1, ﬁ#m (B<0).

Zunichst beweisen wir den folgenden

Satz 1. Das Verfahven S, mit |a|=1 und die gewihnliche Konvergenz sind
vertraglich.

Beweis. Ist a reell, so ist die Behauptung klar nach Satz 5 von Strasser [9] (vgl.
[5], 6.5), denn die Konvergenz ist das E)-Verfahren. Ist « nicht reell, so ist die Zahl
alfa+k(1—a)} (B<0) auch nicht reell. Nach (c) des Satzes V, sind die Ver-
fahren S, und S,,» vertriglich. Da das Verfahren S,;,, permanent ist, folgt die
Behauptung.

Wir untersuchen jetzt die Fille, die er ausschloB.

SATz 2. Gegeben seien die komplexen Parameter a und p. (a) Sind |a| <1,
1BI<1 und B=alia+kl—a)} (£<0), so sind die Verfahren S. und S; nicht ver-
traglich. (b) Sind |a|=1 und |B|<1, so sind die Verfahren S, und Sp vertrdglich.
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Beweis. (a) Fiir den Beweis in diesem Fall benutzen wir einen Satz von
Fejér wie bei [5, Beweismethode III]. Die Entwicklungskreise S,, und S der
zugehorigen Verfahren S, un S, (vgl. Satz S) liegen auf verschiedenen Seiten des
Punktes z=1, wobei

Sez:

z—l‘<ll—ll
[24 24

und

z—%‘<ll—%l

sind.

1/«

Fig. 2

In den abgeschlossenen Zwickel, der von den Kreisen S,, und S, sowie dem-
jenigen der beiden Kreise |z|=1/|a| und |z|=1/|8], der den kleineren Radius besitzt,
begrenzt wird, legen wir einen kreisférmigen oder geradlinigen Schlitz mit den
Endpunkten A und B so, daB dieser Schlitz symmetrisch zur Strecke durch
die Punkte z=1/a und z=1/8 liegt und durch den Punkt z=1 hindurchgeht
(vgl. Fig. 2).

Dann bekommen wir die Abbildung w=F(z) von der z-Ebene auf den inneren
Teil des Einheitskreises in der w-Ebene. Der Schlitz AB geht auf den Einheits-
kreis iiber, und die Gebiete S,;, und S;; gehen auf die Gebiete S,», und Ss, iiber
(vgl. Fig. 3). Wir setzen nun

o

1 1
w=F(z)= f(z) =S
Nach einem Satz von Fejér® [3] iiber die Konvergenz der Potenzreihe anf ihrem
Konvergenzkreis gibt die Reihe Y5-,a, ein Beispiel fiir die Unvertriglichkeit der
Verfahren S, und S,.
(b) Ist Yw-oasn S.-anwendbar (Jaj=1), so muB3 die Reihe

3) Vgl Satz VI,
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S,Sw

Fig. 3

<”+ﬂ>a"a,,+1
(A

©

fiir jede positive ganze Zahl v konvergieren. Wegen
%)
a4

arr=o(—c)
T\ al”

fir jedes v bei p—oo. Hieraus folgt

n

¢ .
—y—‘— bei p—> 0

ist

Ms

|@,| <eo.

2=0

Aus Satz 1 folgt die Behauptung.

Wir zitieren hier den Satz von Fejér [3] in der originalen Form.

Satz VI Ist die Summe der fir |z|<1 konvergenten Potenzreihe
CotCrz+ e cn2"ee

fiir |z2|=1 stetig, und entwirft sie auf die Ebene der Funktion ein schlichtes Bild
des Innern des Einheitskreises |z|<1, so ist die Potenzreihe Y n-,cn2" am ganzen
Einheitskreise |z2|=1 gleichmdifig konvergent.
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§3. Vergleich der Verfahren S, und E,.

Nach dem Abelschen Grenzwertsatz bewies Strasser [9] den folgenden
SATz VII. Gegeben seien die komplexen Parameter « wund p. In folgenden
Fillen liegt Vertraglichkeit zwischen den zugehirigen Verfahren S. und E, vor:

(a) l|a|>1, p beliebig,

a
11—«

(b) lal=1, pxk (B<0).

Wir untersuchen nun die Fille, die er ausschloB.

SATz 3. Gegeben seien die komplexen Parameter a und p. (2a) Ist |a|=1 und
p beliebig, so sind die Verfahren S. und E, vertrdglich. (b) Sind |a|<1 und
p=ka|l—a) (—1=k<0), so sind die Verfahven S, und E, nicht vertrdglich. (c)
la|<1 und p=ka/(l—a) (k<—1), so sind die Verfahrven S. und E, vertrdiglich.

Beweis. (a) Wie beim Beweis des Satzes 2 (b) ist die S.,-anwendbare Reihe
mit |a|=1 konvergent. Da das Verfahren E; die gewohnliche Konvergenz, folgt
die Behauptung aus Satz I.

(b) Wir beweisen den Satz in diesem Fall nach dem Fejérschen Satz wie
beim Beweis des Satzes 2 (a). In diesem Fall haben die Entwicklungsgebiete S..
und E,, der Funktion

(2)-gark

fiir die Verfahren S, und £, (vgl. Sitze S und E) keinen gemeinsamen Teil, und
die Kreise liegen auf der gleichen Seite des Punktes z=1.

In den abgeschlossenen Zwickel, der von den Kreisen S,, und E,,, sowie vom
Kreis |z|=1/|a| begrenzt wird, legen wir einen kreisformigen Schlitz mit den
Endpunkten A und B so, daB dieser Schlitz symmetrisch zur Strecke durch die
Punkte z=1/a und z=1-1/p liegt und durch den Punkt z=1 hindurchgeht (vgl
Fig. 4).

Dann bekommen wir die Abbildung w=F(z) von der z-Ebene auf den inneren
Teil des Einheitskreises in der w-Ebene. Wir setzen nun

o

=F@=f(7)= L v

n=0

Nach Satz VI von Fejér gibt die Reihe Y2_,a, ein Beispiel fiir die Unvertraglichkeit
der Verfahren S, und E,.
(c) Wir heweisen zundchst den folgenden
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E,,

Fig. 4

HiLrssaTz 1.2 Sei f(2)=X5-0@n2", sei X 5..bn die S.,-Transformation (RR-
Form) von Y 5-.an mit |a| <1 und sei die Foige {b,} beschriankt. Sei Yig-,cn die Eyp-
Transformation (RR-Form) von Y,p-.a. und sei die Folge {c.} beschrinkt. Sei
ferner p=ka/(l—a) (k<—1). Dann ist f(1/z) abgesehen vom Punkt z=1 reguldr
in der vollen z-Ebene einschliefilich des Punktes z=co, und zwar ist g(w)=f(w|(w+1))
ein Polynom von hiochstens zweitem Grad (vgl. Fig. 5).

S" 2z
B2

R |~

Fig. 5

Beweis. Es sei [b,|=M und |c,|=M (#=0,1, --). Nach Satz S haben wir die

Entwicklung
1 _ o _l -n ——l n
1(D=2n(-2) 2)"

4) Vgl. Meyer-Konig und Zeller [8], Hilfssatz 1.
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Setzen wir hier z=1+1/w, so erhalten wir

o= ()= 5 |+ |

=5 _LY
_nZ=:obn< kw) )
Da |b.|=M ist, ist g(w) reguldr fiir
_b
3.1) ll kw{<1,

und weiter gilt dort

M
lg(w)| = i_—llW

Nun seien w=w#+iv und p=r+is. Dann ist das Gebiet (3. 1)

7+
2k

3. 2) ru+sv— <0.

g(w) ist reguldr im Gebiet (3. 2), und dort gilt

Mlw|{|w|+|w—p/k|}
lw|*—|w—plk|*

(3.3) lgw)|=
Da Y5.,c. die Ep-Transformation von X5, @, ist, haben wir die Entwicklung

13)=E Feim

Wir setzen z=1+41/w und dann erhalten wir

g(w)=§0c,.( wl_t.b )

Wegen [c.|=M ist g(w) regulir fiir

3.4 L5,
w

und dort gilt

M
3.5 <
3.5 lg(w)l_l—jw/(w+p)]

Das Gebiet (3. 4) ist

(3. 6) ru+sv+ rts >0

2
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(vgl. Fig. 6).

st
2kr
s
2r
rts
2ks
. 7’2+32
(r, s>0) 7 NG
Fig. 6

g(w) ist reguldr fiir w in (3. 6) und dort gilt

Mwo-+plljw-+2l+lwl)

3.7 lgw)| = [w-+p|P— [w]?

Aus (3.2), (3.3), (3.6) und (3.7) zusammen ist g(w) ein Polynom von hichstens
zweitem Grad wie bei Meyer-Konig und Zeller [8], Hilfssatz 1, z. B.

g(W) =d0 +d1w+d2w2.

Ist Xw-oan regulir S,-summierbar, so ist die Funktion f(1/z) regulidr bei
z=1/a, und ihre Entwicklung nach Potenzen von z—1/a konvergiert fiir z=1.
Also hat die analytische Funktion f(1/z) einen endlichen Wert bei z=1. ¢(w) bleibt
daher beschrinkt fiir w—oo. Somit ist dy=d,=0 und a=d,, ay=a,=---=0, d. h.
{sa} konstante Folge {d,, dy, ---}, woraus folgt die Behauptung (c).

§4. Vergleich der Verfahren S, und B,.
Strasser [9] bewies den folgenden Satz nach dem Abelschen Grenzwertsatz.

SaTz VIII. Gegeben seien die komplexem Parameter o wund g=e*. In fol-
genden Fdllen liegt Vertaglichkeit zwischen den zugehorigen Verfahrven S. und
By vor:

(a) Im ax0, g==+1,

(b) l|al>1, 6 beliebig (0<0<2r, Or),

(c) lal=], %#l—pe-“ (p>0; 0<0< 2z, 0x).

Wir untersuchen nun die Fille, die er ausschloB.

SATz 4. Gegeben seien die komplexen Pavameter a und g=e¢*. (a) Ist |a|=1
und 0 beliebig (0=0<2r), so sind die Verfahren S, und By vertrdglich. (b) Sind
la| <1 und lla=1—pe* (0>0, 0=0<2x, so sind die Verfahren S. und B, nicht
vertraglich.
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Beweis. (a) Wie beim Beweis des Satzes 2 (b) ist die S,-anwendbare Reihe
(le|=1) konvergent. Die Behauptung folgt aus Satz IV, da die gewshnliche Kon-
vergenz das E,)-Verfahren ist.

(b) Nach der Voraussetzung und dem Satz 3 (b) sind das Verfahren S, mit
la|<1 und das Verfahren £, mit

—pe"‘"=l—1=i (—1=£<0)
« b
nicht vertriglich. Nach Satz II gilt E,SB,. Da p=|k/ple” ist, sind die Verfahren
B, und B, idquivalent (vgl. §1, II), so daB3 die Verfahren S, und B, nicht vertrig
lich sind (vgl. Fig. 7).

Ep:
1 Sz
=3
1
(24
B,
9 1
Fig. 7
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