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UBER ANALYTISCHE PUNKTIONEN, DIE IN EINER HALBEBENE

POSITIVEN REELLEN TEIL BESITZEN

VON YUSAKU KOMATU

1. Problemstellung.

Um die in einem Kreis regular analytischen Funktionen zu untersuchen, wird
die Darstellung von Herglotz [1] manchmal als ein nίitzliches Mittel erkannt. Es
sei Φ eine analytische Funktion, die im Einheitskreis regular ist und dort positiven
reellen Teil besitzt. Dann laβt sie sich durch die Herglotzsche Formel

ausdrϋcken, worin p eine fur —π^t^π definierte reellwertige zunehmende Funktion
ist. Die totale Schwankung von p ist offenbar gleich 3£$(0); vgl. auch [3], [4],

Indem man notigenfalls (Φ(z)—i$Φ(Q))/$tΦ(Ό) statt Φ(z) betrachtet, kann man
annehmen, daβ Φ durch Φ(0) = l normiert ist. Dann ist die totale Schwankung von
p gleich Eins. Durch Abtrennen des reellen Teils sowie Differenzieren ergeben sich
aus der Herglotzschen Formel die Beziehungen

S π 2f>U

..ό?=
Beide folgende Satze sind wohl bekannt und tatsachlich zwar mit dem Schwarz-
schen Hilfssatz nahezu Equivalent. Aber sie konnen auch als fast unmittelbare
Folgerungen aus diesen Beziehungen angesehen werden.

SATZ 1. Jede analytische Funktion Φ, die im Einheitskreis regular ist und dort
positiven reellen Teil besitzt und ferner durch Φ(0) = l normiert ist, genugt der
Ungleichung

An jeder vorgeschriebenen Stelle z0^0 tήtt das Gleichheitszeichen rechts oder links
dann und nur dann auf, wenn Φ die lineare Funktion
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ist.

SATZ 2. Jede im Satz 1 angegebene Funktion Φ genugt ferner der Ungleichung

An jeder vorgeschriebenen Stelle zQ^Q tritt das Gleichheitszeichen nur fur Φ(z)
= (ZO+\ZQ\Z)/(ZO— \ZQ\Z) auf, wάhrend es an zQ=Q nur fur Φ(z) = (l+εz)l(l—εz) mit
beliebigem ε (|ε|=l) auf tritt.

Indem man mittels einer linearen Transformation z\(l—z)/(l+z) das Grundgebiet
aus {|z|<l} in {3tz>0} umformt, lassen sich die Satze 1 und 2 in die folgenden
Gestalten transformieren.

SATZ 3. Jede analytische Funktion f, die in der rechten Halbebene regular ist
und dort positiven reellen Teil besitzt und ferner durch /(!)=! normiert ist, genugt
der Ungleichung

z+2

z+z z2-l\
»/(*)-!

An jeder vorgeschriebenen Stelle z0^l tritt das Gleichheitszeichen dann und nur
dann auf, wenn f die lineare Funktion

/•/ \ ZQ
fto=-t

ist, wobei f(z]—\\z gesetzt werden soil, falls ZQ reell und kleiner bzw. grόβer als 1 ist.

SATZ 4. Jede im Satz 3 angegebene Funktion f genugt ferner der Ungleichung

An jeder vorgeschriebenen Stelle Zo^l tritt das Gleichheitszeichen nur fur die im
Satz 3 angegebene Funktion mit dem oberen Vorzeichen auf, wάhrend es an z0 = l
nur fur f(z)=(1—isz)/(z—is) mit beliebigem reellem s auf tritt.

Nun bezeichne jR die Familie derjenigen analytischen Funktionen, die den im
Satz 3 angegebenen Bedingungen genugen, i.e. 9t/(z)>0 in $tz>0 und /(!) = !.
Bezuglich dieser Familie ist schon auf verschiedene Weise bemerkt worden, daβ
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der Begriff der Winkelderivierte manchmal eine wichtige Rolle spielen kann. Fur
jedes f$Sl wird sie durch den Grenzwert

bestimmt, wobei z in einem Winkelraum |arg£ ^a<π/2 zu oo streben soil. Ihre
Existenz wurde bekanntlich von Julia [2] und Wolff [8] sowie in expliziter Weise
von Landau-Valiron [6] bestatigt. Der Wert der Winkelderivierte ist stets reell
und ferner genϋgt der Beziehung O^c^l, wobei das Gleichheitszeichen c— 1 nur
fur f(z)=z erreicht werden kann; vgl. [5].

Hier blicke man die im Satz 3 erscheinende extremale Funktion zurϋck. Da
der Koeffizient z0— ZQ von z im Nenner nicht verschwindet, so ist sie eine echt
gebrochene lineare Funktion, sofern ZQ nicht auf der (positiven) reellen Achse liegt.
Demgema'β muβ ihre Winkelderivierte verschwinden. Daher werden die Funktionen
mit nicht verschwindenden Winkelderivierten mindestens scheinbar auβer acht
gelassen. Von diesem Standpunkt aus scheint es plausibel, die obigen Abschatzungen
noch verscharfen zu konnen, indem man die Winkelderivierte geeignet in Betracht
zieht.

Doch muβ hier eine Entschuldigung darίiber erwahnt werden, daβ die herzu-
leitenden Resultate selbst keine wesentlich neue Tatsache enthalten, sondern nur
als triviale Verscharfungen angesehen werden konnen. Namlich ist es bekannt,
daβ die Winkelderivierte auch durch

charakterisiert wird. Es ist also ersichtlich, daβ fsSί gleichzeitig

nach sich zieht. Daher bleibt jede in der ganzen Familie 31 richtige Beziehung
gewiβ auch dann gel ten, wenn darin f(z) ϋberall durch (f(z)—cz)/(l—c) ersetzt
wird. Die folgenden Resultate werden gerade von dieser Art sein.

Trotzdem sollen sie im folgenden wiedergegeben werden. Aber die Beweisgange
beruhen einheitlich auf derjenigen Strukturformel fur die Familie ,̂ die durch ein
Integral vom Stieltjesschen Typus dargestellt wird und auch in anderen verwandten
Aufgaben wirksam benutzt worden ist. Unter diesen Umstanden besteht ein Zweck
der vorliegenden Note noch darin, daβ alternative Beweise fur die Satze 3 und 4
in systematischer Weise angegeben werden.

2. Schranken f iir reellen Teil.

Zuerst soil die Strukturformel fur die Familie 31 erwahnt werden, Namlich
sich jede Funktion f$3{ in der Form
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ausdrίicken, worin c mit der Winkelderivierte von / ϋbereinstimmt und λ eine fur
— oo<s<oo definierte reellwertige zunehmende Funktion bedeutet, deren totale
Schwankung gleich 1— c ist. Diese Formel, die in ein wenig roher Form von Tsuji
[7] herrϋhrt, wird mittels geeigneter Umformung aus der Herglotzschen Formel
erhalten; vgl. [5].

SATZ 5. Jede Funktion fsSl, die mit z nlcht ϋbereinstimmt, genugt der
Ungleichung

Z I Z t/V_/ \Λ>/ l^l/l Aj _|

\z\*+l 1-c MM-l

worin c die Winkelderivierte von f bedeutet. An jeder vorgeschriebenen Stelle ZQ,
die nicht auf der (positiven) reellen Achse liegt, gilt die Gleichheit

z+z
M2+ι i-c M2+ι

dann und nur dann, wenn f die rationale Funktion

ist. Wenn die betreffende Stelle x auf der reellen Achse liegt, so vereinfacht sich
die Ungleichung in der Gestalt

An jeder vorgeschriebenen Stelle XQ gilt die Gleichheit (l—x2)c=1.~x'3tf(x) (X=XQ)
Aann und nur dann, wenn f dieselbe rationale Funktion

ist, die nicht von xύ abhάngt.

Beweis. Aus der Strukturformel fur ^ ergibt sich durch Abtrennen des
reellen Teils die Gleichung

S l _ l _ c 2
. . I8 dλ(s\

—oo \Z—IS\

Da stets dt^Q gilt, so handelt es sich nur darum, beide GroBen
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SUP 1 + 52

ω±(z)= mf __• |2

in expliziter Gestalt zu bestimmen. Namlich wird sich dann die Abschatzung

ergeben, die mit der im Satz angegebenen Equivalent sein soil. Nun, um ω±(z) zu
bestimmen, erhalt man zuerst

3 1+52 2,%z(l-s2)+(\z\2-l)s
3s \z-is\2 ~ \z-is\*

Durch Nullsetzen dieses Ausdrucks bekommt man die quadratische Gleichung in 5

deren Wurzel im Falle %z^Q durch

z—z

gegeben werden. Ferner sieht man leicht ein, daβ

ω±(z)=
\z-iσ±(z)\*

ist und also die gewϋnschte Abschatzung sofort folgt. Da (l+s2)/\z—is\2 als
Funktion von 5 ihr Maximum bzw. Minimum an σ±(z) und zwar im engeren
Sinne annimmt, so werden die extremalen Funktionen an der Stelle z0 dadurch
charakterisiert, daβ die Funktion λ ihren totalen Sprung l—c lauter an σ±(z0)
erleidet. Dies zeigt die Extremalbehauptung fur S^o^O. Im Falle $z=Q setze man
z=x. Dann artet die dort auftretende quadratische Gleichung einfach zu 5=0 aus.
Ferner nimmt die Funktion (l+52)/O2+52) von 5 den Wert 1/x2 als das strenge
Maximum bzw. Minimum an, je nachdem 0<x<l oder x>l ist, was sofort nach
sich zieht, daβ die letzte Behauptung des Satzes richtig ist.

Nebenbei bemerkt, gibt der Satz 5 tatsachlich eine Verscharfung des Satzes 3
an. Namlich laβt sich die Abschatzung im Satz 5 in der Gestalt

2 ' v ' z+Z

schreiben. Die Koeffizienten von c in beiden Schranken sind gleich

z+z |z|2+l±|z2-l| __ \z2-
2 z+z

und also fur 9tz>0 negativ oder positiv bleiben, insofern g nicht auf der reellen
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Achse liegt. Daher sind die im Satz 5 angegebenen Schranken besser als die im
Satz 3 angegebenen Schranken, die gerade dem besonderen Falle c=Q entsprechen.

Die Ursache dieser Verscharfung besteht darin, daβ die im Satz 5 gewonnene
Abschatzung auf der fur (R eigentlichen Strukturformel beruht, wahrend die im
Satz 3 gewonnene mittelbar aus dem Falle des Grundgebietes {|z|<l} umgeformt
wurde und also die Winkelderivierte darin nicht abgetrennt worden ist.

3. Schranken fur Ableitungen.

Die Strukturformel fur die Familie <R gestattet auch die Ableitung von / in
der im Satz 4 erwahnten Gestalt abzuschatzen.

SATZ 6. Jede Funktion f€<R genugt der Ungleichung

worm c die Winkelderivierte von f bedeutet. Fur den triυialen Fall f(z)=z mit c=l
besteht das Gleichheitszeichen an jeder Stelle. Andernfalls tritt es an jeder vorge-
schriebenen Stelle z0, die nicht auf der reellen Achse liegt, dann und nur dann auf,
wenn f die rationale Funktion

ist. Wenn die betreffende Stelle x auf der reellen Achse liegt, so wird die Unglei-
chung in scheinbar noch einfacherer Gestalt

\f'(x)-c\ ^Λ-

geschrieben. Hier kann das Gleichheitszeichen nur an den Stellen XQ mit
auftreten, wobei fur 0 < XQ < 1 die extremale Funktion

nicht von x0 abhάngt, wahrend fur α?o = l die extremalen Funktionen

,
. +cz

z — i

die einen beliebigen reellen Parameter s enthaltende Schar bilden.

Beweis, Durch Differenzieren der Strukturformel fur & entsteht die Gleichung
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1-J-S2

woraus unmittelbar die Ungleichung

folgt. Die gewίinschte Abschatzung ergibt sich also aus dem Satz 5 oder vielmehr
geradsinnig durch denselben Beweisgang wie dort. Die Behauptung iiber das
Gleichheitszeichen laβt sich auch mittels des Beweisgangs des Satzes 5 bestatigen.

In bezug auf den Vergleich mit dem im Satz 4 gestellten Resultat ist der
Umstand ganz ahnlich wie fruher. Namlich ergibt sich aus der Abschatzung im
Satz 6 die Doppelungleichung

.-2(1-.)

Der Koeffizient von c in der rechten Schranke ist gleich

und also negativ bleibt, insofern z nicht 32=0 und 9te^l geniigt. Die im Satz 4
angegebene Abschatzung entspricht gerade dem besonderen Falle .=0. Ferner
wird nebenbei bemerkt, daβ die linke Schranke der obigen Doppelungleichung fur
jede feste Stelle z positiv wird, wenn c beim Wert 1 nahe genug ist, und also dann
eine wirksame Rolle spielen kann.

Die Ableitung hoherer Ordnung von f^Sl l&Bt sich prinzipiell auch in derselben
Weise abschatzen. Im Falle der ersten Ordnung wurde die vorliegende Frage auf
eine Extremalaufgabe in der Differentialrechnung reduziert, wobei zwar eine
quadratische Gleichung auftrat. Im Falle hoherer Ordnung erhδht sich aber der
Grad der auftretenden algebraischen Gleichung, doch nicht so sehr, sondern nur
urn Eins.

SATZ 7. Jede Funktion /€.£R genugt der Ungleichung

\ f ( n\z)\^n\(l-G)ωn(z) (»=2,3, ;

worin c die Wίnkelderivierte von f bedeutet und ωn durch

1-h s2

ωn(z)= max <- - ̂ — —
^ } -oo<S<oo \Z~ lS\n + 1

definiert wird. Fur jede s z gilt ωn(z) = (l+ σn(z)2)/\z— iσn(z)\n+1, worin σn(z) diejenige
Wurzel der kubischen Gleichung in s
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bedeutet, die das Maximum angibt und notiυendig dasselbe Zeichen wie 3^ besίtzt,
falls z nicht reell ist. An jeder vorgeschrienenen Stelle z0, die nicht auf der reellen
Achse liegt, tήtt das Gleichheitszeichen in der Abschάtzung dann und nur dann
auf, wenn f die rationale Funktion

/1 x l—iσn(zo)z

ist, insofern f nicht zu z ausartet.

Beweis. Aus der Strukturformel fur & ergibt sich

S
oo -J I ς2

oo (Z-is}^

woraus die gewϋnschte Abschatzung sofort folgt. Es bleibt also nur ίibrig, das
Verhalten von ωn(z) zu untersuchen. Die Funktion φn(s\z)=(L-\-s<2>')l\z— is\n+1 mit
72^2 genϋgt der Grenzbeziehung ψn(s] z)-*Q (s— »±oo) und erreicht also ihr positives
Maximum an einer inneren Stelle s=σn(z). Aus

3 , , x 3>z(n+I-(n-3)s2)+(2\z\*-n-l)s-(n-l)s*

sieht man ein, daβ σn(z) eine Wurzel der genannten kubischen Gleichung ist. Da
fur s^z>0 die Ungleichung φn(s\ z)>φn(—s\ z) besteht, so besitzt σn(z) dasselbe
Zeichen wie 30 und ferner wird das Maximum im engeren Sinne angenommen.
Die Behauptung liber die Extremalfunktion folgt dann wie ublich.

Hier soil nebenbei bemerkt werden, daβ fur nicht reelles z die Ungleichung
!σn(z)\>\Sz\ stets gilt. In der Tat besitzt die GrόΊBe

d 2s\z—is
— ψn(s] Z) =

im Intervall O^s^^z dasselbe Zeichen wie 30. Also muβ die Stelle σn(z\ die das

Maximum von ψn angibt, vom Ursprung mehr entfernt als 3<z liegen.
Wenn die Wurzel σn(z) der im Satz 7 auftretenden kubischen Gleichung explizit

bestimmt wird, so la'Bt sich demgemaβ die betreffende Abschatzung in mehr
konkreter Gestalt ausdrucken. Dies ist tatsachlich der Fall, wenn z auf der reellen
Achse liegt. In bezug auf diesen Umstand als auch die explizite Behauptung ίiber
extremale Funktionen soil hier der Satz 7 wie folgt erganzt werden.

SATZ 8. Jede Funktion /€5£, die mit z nicht ubereinstimmt, genugt fur reelles
und jedes n=2,3, ~ der Ungleichung
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An jeder vorgeschriebenen Stelle x<, tήtt das Gleichheitszeichen dann und nur dann
auf, wenn f von der Gestalt

/(*) =

1-c

/
\ 2

ist, worin σn(x) = Λ/(2x2—n—V)/(n—l') gesetzt wird und μ eine beliebige reelle Zahl
mit 0<μ<l bedeutet.

Beweis. Dieselben Bezeichnungen wie im Beweis des Satzes 7 beibehaltend,
erhalt man zuerst

= max
1+52

Der das Maximum ωn(x) ergebende Wert von s wird wie oben durch die Gleichung

Q^ a 1+s2

 = s(2x2-n-l-(n-l)s2)

bestimmt. Die betreffenden Werte von 5 sind 5=0 bzw. s=±σn(x), je nachdem
2x2—(n+l) nichtpositiv oder positiv ist. So erhalt man

1

(θ<x^

/^+Γ\>v-^—)>
woraus sich die gewunschte Abschatzung ergibt. Die Behauptung ίiber extremale
Funktionen ist auch ersichtlich.

4. Abschatzung fiir Winkelderivierte.

Die Ungleichungen, die oben vom Satz 5 bis zum Satz 8 erwahnt worden sind,
enthalten wirklich die Winkelderivierte c der betreffenden Funktion /e^. So
lassen sie sich umgekehrt als eine Art Abschatzungen fur die Winkelderivierte c
ansehen, wenn die auftretenden Werte des reellen Teils bzw. der Ableitung an
einer bestimmten Stelle z vorgeschrieben werden. Von diesem Gesichtspunkt aus
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kδnnen diese Satze umschrieben werden.

SATZ 9. Es sei f eine beliebige Funktion von «<R, die mit z nicht iibereinstimmt.
Dann wird ihre Winkelderivierte c durch

c—~—Γ^
und insbesondere

1 ™<rt> -f( ~Λ

(0<a?<oo)

abgeschάtzt, worin x^Ί. angenommen wird oder vielmehr die rechte Seite an x=\
als den Grenzwert (l+3t/'(l))/2 fur x—»I verstanden werden soil. An jeder Stelle
ZQ bzw. XQ gilt das Gleichheitszeichen dann und nur dann, wenn f die im Satz 5
angegebene rationale Funktion ist.

Beweis. Die erwahnten Abschatzungen sind nichts anders als diejenigen, die
durch Auflosung der im Satz 5 angegebenen Ungleichungen in bezug auf die
Unbekannte c entstehen.

Beide Satze 5 und 9 sind natίirlich Equivalent. Aber in der vorderen Fassung
wird behauptet, daβ fur jedes z mit ^>0 die Beziehung

c=inf -!£-
/

gilt, worin / ίiber alle Funktion von jR mit der Winkelderivierte c durchlauft,
wahrend in der hinteren Fassung behauptet wird, daβ fur jedes /€£R mit der
Winkelderivierte c die Beziehung

r< inf

gilt, wo das Gleichheitszeichen nur fur die rationalen Funktionen von der im Satz
5 angegebenen Gestalt bestehen kann.

Die Umstande sind ahnlich auch in den folgenden Satzen.

Satz 9 enthalt eine Verscharfung von der primaren Beziehung c
Auf Grund der ubrigen Ungleichungen im Satz 5 ergibt sich namlich

1—x2 x x(l—x2)

In bezug auf die Abschatzungen von c mittels der Ableitungen sollen die
betreffenden Stellen der Einfachheit halber auf die reelle Achse eingeschrankt
werden,
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SATZ 10. Es sei f eine beliebige Funktion von £R, die mit z nicht ubereinstimmt.
Dann wird ihre Winkelderivierte durch

l-\f'(x)\z

2 l-gt/'fa)

1-x*
(a?>1)

abgeschάtzt, worin an jeder Stelle x0 das Gleichheitszeichen nur fur die im Satz 6
angegebenen rationalen Funktionen gelten kann.

Die im Satz 10 enthaltene Abschatzung an # = 1, i.e.

^= 2 ι-gt/'(i)

wurde fruher in [5] hergeleitet.υ Nebenbei bemerkt, ist die Abschatzung fur
0<#^il nur eine einfache Folgerung aus diesem besonderen Fall. Namlich fur
jede feste Stelle x>0 gehort zusammen mit / auch f(xζ)/x als Funktion von ζ der
Familie SI. Auf diese Funktion die Abschatzung an ζ=l angewandt, ergibt sich
die Beziehung

die sogar auf der ganzen positiven reellen Achse gelten bleibt.

SATZ 11. Es sei f eine beliebige Funktion von £R. Dann wird fur jedes
n=2,3,'~ ihre Winkelderivierte durch

abgeschάtztj worin an jeder Stelle x0 das Gleichheitszeichen dann und nur dann
besteht, wenn f die im Satz 8 angegebene Gestalt besitzt.

1) Diese Gelegenheit ausnutzend, soil em in [5] enthaltener Fehler beπchtigt werden.
Der Ausdruck

dort an der von unten siebenten Zeile auf Seite 177 ist durch

/M-,_ (i-cχι-/'(D)(««-i) Wlth c=/W_* (ι_/'(1))z+1+/'(ι)_2c W ΐ

ersetzt zu werden.

2 !-
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