ZUM BEWEIS DER VERAILGEMEINERUNG DES FIXPUNKTSATZES

Von Hukukane NIKAIDD

Es sei X eine kompakte, konvexe
Fenge in einerm n-dimensionalen Eukli-
dischen Raurme, und #£(x> eine trans-
formation, die fiir alle Punkten xe¢ X
definiert ist und als ihre Werte
abgeschlossene, konvexe Untermengen
von hat. F(x) heisst nach
oben halbstetlig, wenn: aus x, —» X ,
Yo —> 4 und Jn € fCxa)  folgt
4 € FCXO o

Fiir jede nach oben halbstetige f(x)
von X glibt es einen solchen Punkt
x , dass X € giz). Diese Ver-
allgemeinerung des Brouwerschen Fix-
punktsatzes wurde von J. von Neumann
{1] initiert und von S. Kakutani [2]
aufgestellt und bewiesen. Letztlich
hat K. Pan [3] diesen Kakutanischen
Satz auf lokal konvexe topologische
lineare Rdume erweitert; dabel heisst
f¢*) nach oben halbstetig, wenn es
fir jede ft(x) enthal tende offene
Menge (O eine solche Umgebung von
X gibt, so dass f(wWx) ¢ O .
Eine solche Verallgemeinerung des
Fixpunktsatzes lst sehr wiinschens-
wert um so mehr, als man mit den in
der Neumannschen Theorie der Gesell-
schat'tsspiel relevanten Ninimaxs#tze
mittels dieser Verallgemeinerung
glatt verfahrt. Unser Zweck ist
nicht es, eine weltere Verallgemein-
erung der oben erwdhnten Werke zu
versuchen, sondern es, einen anderen
Beweis der Fanschen Verallgemeinerung
des Kakutanischen Satzes zu zeigen,
auf' Grund einer Charakterisierung
der kompakten lengen in einem Jokal
konvexen topologischen linearen
Raume, die zwar schon von M. Hukuhara
[4] festgestellt ist, die wir aber
in dieserm Werke von der Pseudo-Norm
unabhédngig beweisen wollen.

Charakterisierung der kom-
pakten Mengen.

L. seil ein topologischer line-
arer Raum, der durchweg fiir lokal
konvex angenommen sei.

Eine stetige auf einer Untermenge
von L. erkldrte Abbildung in L. ,
x —> $wx), heisst U -vVerschieb-
ung, wenn es eine solche Umgébung des
Nullpunktes {y gibt, dass Buw-xe U
fiir jeden x 1in ihrem Definitions-
gebiete.
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Nun beweisen wir den die kompakten
Mengen von L. charakterisierenden

Satz Ist ¥ eine kompakte
Menge In |, , so gibt es fir jede
beliebige U eine U-Verschiebung,
die X auf eine Euklidische kompakte
Menge abbildet. Umgekehrt, wenn
elne abgeschlossene Menge X 1in einem
vollsténdigen |, fiir jede \J auf
eine kompakte Menge U-verschoben
werden kann, so ist X kompakt.

Dieser Satz ist ja eine Verall-
gemeinerung der Alexandrofrschen
Charakterisierung der kompakten Mengen
in einem separabelen Hilbertischen
Raume in zierlich allgemeine lineare
Kéume .

Wir mGgen annehmen, dass die zu
betrachtenden Umgebungen des Nullpun-
ktes alle konvex und symmetrisch
seien,

Nun ist |. als eine .topologische
Gruppe ein reguldrer Raum, also na-
tiirlich Hausdroffsch. Andererseits,
da X eine kompakte Untermenge von
L. 1ist, ist X als ein Hausdorff-
scher kompakter Raum normal,

Sei U eine beliebige Umgebung
des Nullpunktes,

xe X
des Null-

Dann gibt es filr jeden
eine solche Umgebung V4
punktes, dass

W) (x+VIAXc(x+U)na X,

Sodann, aus der Kompaktheit von
X  folgt, dass man ein solches 3ys-
tem von endlich vielen Punkten a.¢ X
finden kann, das geniigt:

S
X C i\./‘(o‘i“v“v.).

Da X normal ist, filr jede i gibt
es eine reelle stetige, auf X de-
tinierte Funktion, P (%) s SO
dass ¢

)

Poevy =0, qudls x ¢ %+ U,

.00 =1, falls x e a + V;u



und 0 & P,%) & 1 rr jeden xeX,

Es ist leicht zu sehen, dass
S

2 e >

(LA

(1) 0

fir jeden x ¢ X ;

(II) Aus @ (X2 > 0 folgt x € o, + U,

Betrachten wir die stetige Ab-~
bildung

X 3 %X e
Z va;
bt

Fx) =

e Cla,q, -
L X%7) AR

wobei CCé&y,0;," ,4as) die konvexe
Hille von {a.; i=(,2,:-;s} bezeichnet.

Wir zeigen, dass die oben erhaltene
$(x) eine U-Verschiebung ist.

In der Tat, da, wie oben gesehen

ist, aus @ x> > 0 folgt x-ar e U
und, da {J konvex ist, haben wir
sofort

I‘hma;

T - A = ———— e —
£ Py
S e ~xs
- 2 Blxycae e U

2 Fw)

tir jeden x ¢ X .

Umgekehrt, sel angenommen, dass
eine abgeschlossene Nenge X in
einem vollsténdigen L. Dbel jeder
beliebigen U auf eine kompakte Menge
U~verschoben werden kann.

wdre X nicht total beschrinkt,
so ghbe es eine solche Punktfolge
ity ¢ X , dass fir i+ ¢, -(;4U,
wobel |J eine geelgnete Umgebung
ist.

sodann wihlen wir eine Umgebung
des Nullpunktes YV , die erfiillt:

V-V +VclU

3o eine V-Verschiebung,
die X auf eine kompakte Menge ab-
bildet. Da PBX) kompakt ist,
fir geeignete {, und Jj, (io & J, )

)~ 3LG) ¢ V,

(&)

Sei

%)

s¢o haben wir
G- G, = B0 - 3G G,
- BG) + 3G -G,

-1 .

e V-V+V ¢ U,

So-
total beschrdnkt sein.

was der Annehmung widerspricht.
kit muss X

tnda X ist notwendigerweise kom-
pakt als aine total beschrénkte abge-
schlossene Menge in einem vollstdndi-
gen 1, .

Fixpunktsétze

Nachdem dle Existenz der U-Ver-
schiebungen fir festgestellt
worden ist, ist es leicht zu beweisen

den Fixpunktsatz fUr elne stetige
Transformation, < -——*fu;) , die

eine konvexe kompakte X C |, in
sich abbildet.
Zum Bewels des Satzes sel (U eine

beliebige Umgebung des Nullpunktes
und Pix) eine U-~Verschlebung,

die X auf ein Euklidisches Kompaktum
M abbildet; vermSge unserer Kon-
struktion von § (x) haben wir
MCX .

Wir bezeichnen nit
konvexe Hiille von M .

C{M) aie

Nun bildet die stetige Abbildung,
X —> J4x) ;. (M) in C(M) ab,
und, nach der. Brouwerschen Fixpunkt-
satz, gibt es einen Punkta e¢ C(M)c X ,
so dass a = JP (ftw) ,

Aber, da T( eine U-vVer-
schiebung ist, so besagt q = ?(f{m):

U
Somit haben wir, dass fiir jede {
Au= 130 2eX § 2o e U

eine nicht leere, abgeschlossene
Menge in X 1ist;

) a - f(u) €

So aus der Kompaktheit von X folgt,

dass
(N Aut b

¢)
fir alletd

Und dle Punkte € () Ay sind
natilrlich die Fixpunkte von fexor

kittels der U-’Verschiebungen kGnnen
wir auch die K.Fansche Verallgemel-
nerung des Neumann-Rakutanlschen Fix
punktsatzes bewelsen,

vs seien E , F
Réume und FF(F)

abgeschlossenen Mengen in £

topologische
die Familie aller
Fine



Abbildung £ >x —> fuy e F(F)
heisst nach oben halbstetig, wenn es
fir jede {ux» enthaltende of'fene
Menge O eine Umgebung \W, von x
gibt, so dass y(w,) < O °

Falls Fn ein linearer Raum ist,
bezeighnen wir mit F (F) die Un-
terfamilie von C(F(F) , die aus
allen konvexen abgeschlossenen Unter-
mengen von { besteht.

Satz FEs selen L und X wie
oben. FUr jede nach oben halbstetige
Abblldung fx) wvon X in  F(X)
gibt es einen solchen Punkt xe¢ X ,

dass x € fu.).

Sei U eine Umgebung des Null-
punktes und H ) eine V-Ver-
schiebung, mit v+V < U , die X
auf ein Euklidisches Kompaktum ¢ X
abbildet.

Wwir bezelchnen, wie oben, mit C(A)
die konvexe Hillle %) einer Untermenge

AclL .
Dapn ist dje Abbildung

X>x —>
«) c(FGw)] « ?C[C[?P(X)]]

nach oben halbstetig.

In der Tat, sei ) eine C[3(f0)
enthaltende offene Menge, die vermBge
der lokalen Konvexit#dt von L fiir
konvex angenommen werden mag. Da

natiirlich P (§Lo) enthlt,
1st 2(0) eine ~ {(0) enthal -

tende offene Untermenge von X |,
und folglich gibt es eine Umgebung

Vi von x , so dass$(Vin)X )< (O)
Daraus folgt DB(f(Ven )()LC 0.

Aber, da konvex ist, haben wir
auch. C[3(§(Ve n X )N]c O, was
besagt, dass die betrachtete Abbildung
nach oben halbstetig ist.

Nun, weil die Transformatijon,
x—> C[3{uxn] , CLRWX))
in F (CTB0ID abbildet, gibt
es, nach dem Neumann-Kakutagischen
Satz, einen Punkt a ¢ C{P(X)IC X,
so dass

(9) a@ ¢ C[@(‘&(o‘,)].

Nach (8) kann man ein System von
endlich vielen Punkten, 4; € §(a) ,
tinden, so ‘dass filr gewisse reelle

Zahlen p; rit pj =2 0 §¥J=1’

@ o - 32:—_‘95@43) e V.
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( )Folglich haben wir, angesichts
9),

> J-Z:.?.i‘ej .

@ T s faao-
¢ VeV < U
Denn, erstens ist P ¢X) eine

V-Verschlebung und zweitens ist V
konvex.

Da andererseits *(m) konvex
ist, haben wir

D «e%gu*uc‘s“‘“u-
Somit haben wir gesehen, dass tiir

jede _
HU= [x veX ; 16-3(U+Ut

eine nicht leere, abgeschlossend®)
Untermenge von X 1ist,

Dann, aus der Kompaktheit von
folgt

RN

fiir alle U

und fiir x ¢ /U\ Hy haben wir
X € S-(x) °

(*) Beweis dafiir, dass H, in
X abgeschlossen ist,

Sel o € , edfer+ v s
so, da (§tr+ Uy X in X
abgeschlossen ist, gibt es eine Um-
gebung des Nullpunktes \/ , die
geniigt :

(1) (asV)n(§w+y)aX = p

Andererseits, gibt es, wegen der
Halbstetigkeit von $0x) , eine
Umgebung \W/, von « , so dass

fWan X) € fer+ U und Woc a+V -

Dann fiir x ¢ Wa A X haben
wip x & fean +U -
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