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Espaces symétriques ordonnés et algébres de Volterra

Par Jacques FARAUT

(Regu le 5 fév., 1990)

L’étude des espaces symétriques ordonnés que nous présentons a été motivée
par une question de mécanique quantique relativiste sur laquelle mon attention
a été attirée par G. Viano. Il s’agit de I’équation de Bethe-Salpeter qui intervient
dans la description des collisions de particules [4]. C’est une équation intégrale
qui posséde une propriété d’invariance par le groupe de Lorentz et une propriété
de causalité.

Nous considérons d’abord la situation générale suivante: G/H est un espace
homogéne ordonné pour lequel les intervalles sont compacts. Il lui est associé
un semi-groupe S contenu dans G tel que SNS~'=H. Sous certaines hypothéses
I’algeébre des noyaux causaux invariants sur G/H est commutative. Nous nous
interessons ensuite au cas ou l’espace homogéne G/H est un espace symétrique
et ou 'ordre est défini par une structure causale invariante globale. D’aprés
un résultat de Olshanskii [12], c’est le cas si l’algébre de Lie § de H est
hermitienne et si celle de G est la complexifiée de §. Nous montrons qu’alors
les intervalles sont compacts. Nous décrivons ensuite de nombreux exemples
d’espaces symétriques qui sont des variétés causales globales pour lesquels les
intervalles sont compacts et ’algébre des noyaux causaux invariants est com-
mutative. Nous montrons enfin que ces espaces symétriques sont des variétés
causales globalement hyperboliques.

Dans le cadre du projet Akizuki, un séjour au département de mathéma-
tiques de I’Université Tohoku en 1989 m’a permis de mener a bien ce travail.
Il a été présenté a la réunion annuelle de la Société Mathématique du Japon en
aofit 1989 a Tokyo. Ce travail a également bénéficié d’échanges fructueux avec
K. Hofmann et J. Hilgert de la Technische Hochschule de Darmstadt.

1. Espaces homogeénes ordonnés.

Soient G un groupe localement compact et H un sous-groupe fermé de G.
On considére sur ’espace homogéne X=G/H une relation d’ordre partiel in-
variant par G,
Vgei, xz2ye= gx=gy.

On suppose que le graphe
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I'={(x, »lxzy}
de cette relation d’ordre est fermé. A cet ordre on associe un semi-groupe
fermé S de G,
SZ{EEGngozxo}, (xo=eH).

Nous avons SN\S-'=H. Réciproquement, si S est un semi-groupe fermé de G
tel que SNS-'=H, alors S définit sur G/H un ordre partiel invariant,

x=y six=g,H, y=g,H, g5'g,.=S.

On suppose qu’il existe sur X une mesure, notée dx, invariante par G. On
note D(a, b) I'intervalle d’extrémités a et b,

D(a, by={x=X|a<x<b)}.

Nous considérons les hypothéses (A) suivantes
(Al) Les intervalles sont compacts.

(A2) Tout compact E de X est contenu dans un intervalle,
da, b, ECD(a, b).

(A3) La mesure d’un intervalle D(a, b) est une fonction continue de a et b.

Un noyau causal sur X est une fonction F(x, y) sur X XX a valeurs com-
plexes qui est continue sur le graphe I' de la relation d’ordre, et qui est nulle
en dehors de I'. Le produit de composition F,-F, de deux noyaux causaux F,
et F, est défini par

Fi-Fyx, y)ngmx, 2)Fyz, y)dz.

Sous les hypothéses (A) cette intégrale est bien définie car le support de
l’intégrant est contenu dans lintervalle D(y, x) qui est compact, et le noyau
F,-F, est aussi un noyau causal. L’espace V(X) des noyaux causaux est une
algebre, l’algeébre de Volterra de X. Un noyau causal F est dit invariant si,
pour tout g de G et tous x, y de X,

F(gx, gy)=F(x, y).

L’espace V(X)" des noyaux causaux invariants est une sous-algébre de V(X).
A un novau causal invariant F associons la fonction f définie sur G par

F(@)=F(gxo, x0).

La fonction f est biinvariante par H, continue sur S et nulle en dehors de S.
Réciproquement a une telle fonction f définie sur G correspond un noyau causal
invariant.

Considérons de plus I’hypothese (B) suivante: il existe une involution g—g¥
du semi-groupe S telle que

Bl) (g:82)*=gig1,
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(B2) VheH, h¥=h"*,

(B3) VgeS, gt<=HgH.
De plus,

(B4) I’application s (symétrie) définie par

s: Sxog—> S 'x,,
gxo—>(g%) ' xq,

laisse la mesure dx invariante.

REMARQUE. Introduisons la propriété

(B3)’ tout g de S peut s’écrire g=qh, avec ¢ dans S vérifiant ¢¥=q, et h
dans H.

Alors les propriétés (Bl), (B2) et (B3)’ impliquent les propriétés (Bl), (B2)
et (B3).

THEOREME 1. Sous I’hypothése (B) I’algebre V(X)" est commutative.

DEMONSTRATION. A tout noyau causal F on associe le noyau F#,

F#(x, y)=F(s(y), s(x)),
alors F'#¥ est aussi un noyau causal.

Si F, et F, sont deux noyaux causaux, et si F=F,oF,, alors F¥=F§-F%.
En effet

F*(x, y) = Sﬂ(s(y), 2)Fz, s(x))dz

§F1<s<y>, s@)F(s(2), s(x))dz

[P, 0P8, 2142
=F§{-Fi(x, 3).
Si F est un noyau causal invariant alors F¥=F. En effet, pour g dans S,
F#(gx,, x0) = F(x0, (g%) ' x0)
= F(xo, h3'g7'h7'x0) = F(g%0, X0),

ou h, et h, sont deux éléments de H tels que g#=Ah,gh,.

2. Espaces symétriques ordonnés.

Soit V une variété différentiable de dimension n. Une structure causale sur
V est la donnée d’un champ de cdnes convexes fermés, c’est a dire la donnée
en chaque point x de V d’un cOne convexe fermé C, dans l’espace tangent
T.(V). On suppose que le cone “dépend différentiablement” de x: localement
il existe une application différentiable
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D: VoXR"—T(V),
telle que @(x, z2)T.(V), et un cone convexe fermé C dans R” tel que
Crz@(x: C);

ceci pour une famille d’ouverts V, recouvrant V. Une courbe de classe C' par
morceaux

r:la, 1—V
est dite causale si pour tout ¢ le vecteur vitesse 7(f) appartient au coéne C,,.
(On dit aussi que la courbe 7 est admissible.) Plus généralement si V et W
sont deux variétés causales, une application différentiable

f:V—W
est dite causale si, pour tout x de V,

dfz(cx) - Cf(z) .

On dit que V est une variété causale globale s’il n’existe pas de courbe
causale non triviale fermée. On peut alors associer a cette structure causale
un ordre partiel sur V : x<y signifie qu’il existe une courbe causale d’origine
x et d’extrémité y. (Au sujet des structures causales on peut consulter [1],
et [10].)

Supposons que la variété V soit un espace homogeéne: V=G/H, oi G est
un groupe de Lie et H est un sous-groupe fermé de G. On note 7(g) la trans-
formation

v(g): aH—> gaH.
Une structure causale sur G/H est dite invariante par G si, lorsque y=7(g)x,
Cy = dr(g)«(C.).

(Cela équivaut a dire que les transformations 7(g) sont causales.)

Soit (G, H) une paire symétrique, c’est a dire que G est un groupe de Lie
connexe, et H un sous-groupe fermé de G pour lequel il existe un automor-
phisme involutif ¢ de G tel que

(Gs)CHCG,,
ou G, ={g=sG|a(g) =g}, et ou (G,), est la composante connexe de I’élément
neutre dans G,. Soient g et ) les algébres de Lie de G et H, nous avons

h={Xeglo(X) =X},
et
g = bh+a,

1={Xeglo(X) = —X}.

avec

(La lettre o désigne aussi bien I’involution de G que sa différentielle.) L’espace
tangent au point x,=e¢H de l’espace symétrique G/H peut étre identifié a q, et
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une structure causale invariante sur G/H est déterminée par la donnée d’un
cone convexe fermé C dans q qui est invariant par Ad(H). Si C est un cbne
convexe fermé contenu dans q invariant par Ad(H), alors CN—C et C—C
sont des sous-espaces vectoriels de q invariant par Ad(H). Par suite si Ad(H)
opére irréductiblement dans q, et si C+0, C+#q, alors CN\—C=0 (on dit que C
est propre), et C—C=q, c’est a dire que C est d’intérieur non vide.

Supposons que G est un groupe de Lie semi-simple de centre fini. Il existe
alors une involution de Cartan # de G qui commute avec ¢. Soit K le sous-
groupe compact maximal qui lui correspond,

K={g=G|0(g) = g},
p={Xeg|l(X)=—X}.

et posons

THEOREME 2. Pour qu’il existe dans q un cone convexe fermé C propre, c’est
a dire tel que CN—C=0, et invariant par Ad(H), il faut et suffit qu’il existe
dans q un vecteur non nul invariant par Ad(KNH).

La démonstration est semblable a celle d’un théoréme de Kostant (Voir
p. 29, theorem 1, theorem 2.2, ou theorem II1.4.5).

(a) Soit C un cOne convexe fermé dans g, propre et invariant par Ad(H).
Puisque C est propre il existe une forme linéaire / sur q et un vecteur X, de
C tels que

VXeC,i(X)=0, et (X, >0.
Posons

Y, = S Ad(B)Xod ke,
KNH

ou dk désigne la mesure de Haar normalisée du sous-groupe compact KNH.

Le vecteur Y, est invariant par Ad(KNH) et, puisque [(X,)>0 et que I(X)=0

pour tout point X de l'orbite Ad(KNH)X,, alors [(Y)>0, donc ¥, n’est pas nul.
(b) Tout élément & de H admet la décomposition de Cartan suivante

h =exp(Y)k,

avec Yepnh) et kcKNH, de plus O(h)=exp(—Y)k=H. En effet, d’aprés
décomposition de Cartan de G nous pouvons écrire h=exp(Y)k, avec Y
dans p et & dans K, et aussi h=c(h)=expa(Y)a(k), et puisque les involutions
g et @ commutent, ¢(Y) appartient 4 p et g(k) & K. A cause de l’unicité de
la décomposition de Cartan o¢(Y)=Y et g(k)=Ek, donc X appartient a pN), et
B a KNG,, mais aussi k=exp(—Y)hsH, donc ke KNH.

(¢) Soit X, un vecteur non nul de q invariant par Ad(KNH). Considérons
sur g le produit scalaire défini par

U\Vv)=—-BU, 6(V)),
ou B désigne la forme de Killing de g. Pour Y dans p, Ad(expY) est un
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endomorphisme symétrique défini positif pour ce produit scalaire, par suite, si
heH, h=exp(Y)k avec YepNh et ke KNH, et

(Ad(h)Xo] Xo) = (Ad(expY)Xo| Xo)>0.

Si X, et X, sont deux points de l'orbite {Ad(W)X,|heAd(H)}, Xi=Ad(h)X,,
et XZ:Ad(h2>X0, alors (X11X2)>0, en effet,

(X1 X,) = (Ad(h)X,] X0)>0,

avec h=0(h,)*h,=H. Soit C le plus petit cOone convexe fermé contenant cette
orbite. Ce cdne est invariant par Ad(H), et si X; et X, sont deux points de
C, (X;]X;)=0. Par suite le coéne C est propre, car, si XeCN—C, (X|-X)=0,
ou (X|X)<0, donc X=0. O

Si G/H est un espace riemannien symétrique irréductible, ’action de Ad(H)
dans ¢ est irréductible, et il n’existe dans q un cone convexe fermé propre
invariant par Ad(H) que si X=R. La frontiére de Shilov d’'un domaine symé-
trique borné de type tube est un espace riemannien symétrique non irreductible
qui posséde une structure causale invariante. Elle est étudiée par Kaneyuki
dans [7]

Dans ‘Olafsson fait une étude systématique des espaces symétriques
munis d’une structure causale invariante.

Soit H un groupe de Lie semi-simple connexe de centre fini. On peut con-
sidérer H comme un espace Ssymétrique associé a la paire (HXH, A) ou A=
{(g, 9)lgeH}. On a alors

g=h+h, g=).
Soit &, une involution de Cartan de H, soit K, le sous groupe compact maximal

de H des points fixes de 6,, et , son algébre de Lie. Le résultat suivant est
du & Vinberg ([19] theorem 4, voir aussi theorem I11.4.7).

COROLLAIRE. I/ existe dans ) un cone convexe fermé propre invariant par
Ad(H) si et seulement si le centre de ¥, n’est pas réduit a {0}.

DEMONSTRATION. D’aprés le théoréme 2, pour qu’il existe dans § un céne
convexe fermé propre invariant, il faut et suffit qu’il existe dans § un vecteur
X, non nul invariant par K,, c’est a dire

Yke K, Adk)X,= X,.
Considérons la décomposition de Cartan de §,
h="¥+p,
associée a l'involution 8,, et décomposons X,,
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Xo=X+X,, Xeh, X.=p,.
L’ensemble
T ={Xeh| B(X, X,) =0},

ou B désigne la forme de Killing de § est un idéal de %) qui contient ¥, donc
T=4h et X,=0. Par suite X, appartient au centre de f,. O

Les cones convexes fermés invariants dans une algébre de Lie hermitienne
ont été décrits par Vinberg ([19], voir aussi [12]), et par Paneitz ([14] et [15]).

Supposons qu’il existe dans ¢ un cOne convexe fermé propre d’intérieur non
vide. L’espace symétrique G/H est alors muni d’une structure causale. Une
premiére question se pose:

La structure causale est-elle globale?

Si c’est le cas cette structure causale définit sur l’espace G/H un ordre
partiel invariant, et une deuxiéme question se pose: les intervalles sont-ils
compacts?

3. Espaces symétriques ordonnés de Ol’shanskii.

Soit § une algebre de Lie réelle simple hermitienne, et soit g l’algeébre de

Lie complexifiée,
g = h+12h.

(g, §) est une paire symétrique: I’involution ¢ est la conjugaison relativement a
h, q=¢5. Soit G un groupe de Lie complexe d’algébre de Lie g. On suppose
que la conjugaison ¢ se remonte a G, et que H est un sous-groupe fermé de G
tel que (G,)CHCG,. Soit C, un cbne convexe fermé propre et d’intérieur
non vide dans Y, invariant par Ad(H), alors C=iC,Cq est un clne convexe
fermé dans q invariant par Ad(H).

THEOREME 3 ([12]).
(i) Supposons G et H connexes, alors S=exp(C)H est un semi-groupe fermé
contenu dans G tel que SNS™'=H.
(ii) L’application Exp de q dans G/H, définie par
Exp(X) =exp(X)H,

est un difféeomorphisme de C sur Exp(C).
Pour un élément g de G posons
g*=oa(g)".

L’application g+—g* est un involution du semi-groupe S vérifiant les hypothéses
(B). En effet, d’aprés le théoréme précedent, tout élément g de S s’écrit g =
exp(X)h, X&C, heH et (exp(X))*=exp(X).

Exemples.
1) Soient H= Sp(n, R), G = Sp(n, C). L’algébre de Lie § de H est alors
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A
Cc

={Xe M@2n, R)|X'J+]X=0},
ou A’ désigne la matrice transposée de A et

=G, 7o)

La condition X’ J-+ JX=0 signifie que JX est une matrice symétrique. L’adhérence
C, du cbne

§=sp(n, B)={X=( _fl,)leB’, c=c’}

{XehlJX> 0}

est un coéne convexe fermé qui est invariant par Ad(H). Soit C=:C,. D’aprés
le théoréme 3, S=exp(C)H est un semi-groupe fermé contenu dans G. Nous
allons en donner une autre description. Considérons sur C*” la forme hermitienne

L&, n1=—iB(, 7),

ou B désigne la forme symplectique de matrice J. Cette forme hermitienne, de
signature (n, n), est invariante par H=Sp(n, R). Ainsi Sp(n, R) peut étre
considéré comme un sous-groupe du groupe unitaire de la forme hermitienne
[-, -] (qui est isomorphe a U(n, n)), et I’espace symétrique Sp(n, C)/Sp(n. R)
peut €tre réalisé comme un espace de formes hermitiennes sur C?" de signature
(n, n): au point gH on associe la forme hermitienne [g~'¢, g7'n]. Le semi-
groupe S peut alors étre décrit comme

S={geSpn, C)|[g7¢, g7 61=[§, &1}
REMARQUE. Le semi-groupe de l’oscillateur étudié par R. Howe dans
est un revetement a deux feuillets du semi-groupe S.
2) Soient H=SU(p, q), et G=SL(n, C)(n=p-+q, p et ¢>0). Sur C" con-
sidérons la forme hermitienne
[E; 77] = Slﬁl”i_ Spf]p_gp+177p+1'_ ““EnT]n
Pour une matrice X de M(n, C) on définit X# par

\ [Xg, nl=[¢, X*7],
c’est a dire

X# =1, ,X*I,, avec I,,= ({)” *O] )
q

Nous avons
su(p, ¢) ={XeM(n, C)| X* = —X, tr(X)=0},
SU(p, 9) = {g=SL(n, C)|g*=g'}.

Remarquons que si A appartient a q, alors [A&, €] est réel. Soit C le coéne
convexe fermé de q défini par
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C = {XeqlVeé=Cr, [XE, £]1=0}.

Alors C est invariant par Ad(H). Le semi-groupe S=exp(C)H peut étre décrit
comme suit

S={g=C|Vé=Cr, [g€, g€l < [§, €1}

Revenons a la situation générale du théoréme 3. Le semi-groupe S définit
un ordre partiel sur ’espace symétrique G/H.

THEOREME 4. Sous les hypothéses du théorémes 3, les intervalles de I’espace
ordonné G/H sont compacts.

LEMMA 1. La fonction ¢,

u
shu

o(u) =

’

est de type positif sur R. Plus précisément,

_.E— - 1 “ itu___.]_'__
shu 4 S—me d.

2 T
Ch zi
Partons de la formule classique
wthry = Sm Sinyx dx.
o hi
shg
En dérivant par rapport a v nous obtenons,
7t = X COSYX © Y
= = 45 2
ch’zry So X dz o shu cos(Zvu)du,
sh 5
ou
_Y_E._z__.__.__—l g Sw ——~—-u e“udu
2 Ch2<£t) -0 Sh u ’
2
et par inversion de la transformation de Fourier,
Ty Mzl
—00 2 _-

LEMME 2. Soit C un céne convexe fermé de q=iY invariant par Ad(H),
alors, pour tout X de C,

ad(X)
shadX) ¢

Soit X un élément de C, alors, pour tout ¢ réel,

expitad(X) = Ad(expitX)= Ad(H),
donc
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Ad(expitX)C c C.
De plus les valeurs propres de ad(X) sont réelles. En effet tout élément
intérieur a /C est conjugué par Ad(H) a un élément d’une sous-algébre de
Cartan compacte de % ([19]). Par suite si ¢ est une fonction de type positif
sur R,

o(u) = Sm

eiutdﬂ(t) ,

\ ., .
ou g est une mesure positive sur R, alors

plad(X)NCC C,
car, pour tout Y de C,

o(ad(X )Y = Slexp(z'tad(X))Ydy(t).

Ceci s’applique en particulier 4 la fonction ¢(u)=
d’aprés le lemme 1.

Démontrons maintenant le théoréme 4. D’apreés le théoréme 3, ’application
X—Exp(X) de C sur Exp(C) est un difféomorphisme. Pour montrer que
I’intervalle D(x,, x;) est compact, il suffit de montrer que 1’ensemble

E = {X=C|Exp(X) € D(x,, x)}

est compact. On va montrer que l’application Log, inverse de ’application
Exp, est une application causale de ExpC dans q, muni de la structure causale
invariante par translation définie -par le cone C. Il en résultera que, si
x,=Exp(X,), 'ensemble E est contenu dans CN(X,—C) qui est compact. Soit
7(t) une courbe causale contenue dans Exp(C), r(#)=ExpI'(t). Montrons que la
courbe ['(¢) tracée dans C est aussi causale. Si y()=x=Exp(X), 7()=C,, et

C, = dr(exp X),,C.

La différentielle de I’application exponentielle Exp est donnée par

shl(tu) qui est de type positif

d Expx = dr(exp X)Ioi%,
donc
i shad(X)
7(¢) = dr(exp X )xo—a 400 r'a),
par suite
e ad(X)
I = raaxy ©

et d’aprés le lemme, 2, I'(¢) appartient & C, ce qui montré que la courbe re
est causale. 0
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En conclusion les hypothéses (A) et (B) de la section 1 sont vérifiées pour
les espaces symétriques G/H décrits ci-dessus. Nous avons déja étudié ’algébre
de Volterra V(G/H) lorsque G/H=SL(n, C)/SU(p, q) [8]. Une étude semblable
dans le cas général reste a faire.

REMARQUE. Le revétement universel du groupe SL(2, R) posséde une
structure causale biinvariante qui est globale, mais les intervalles ne sont pas
tous compacts (voir [16]).

4. Espace symétrique associé a une forme réelle réguliére de la
complexifiée d’une algébre de Lie hermitienne.

Reprenons la situation de la section précédente: § est une algébre de Lie
simple hermitienne, g est sa complexifiée, et C désigne un cbne convexe fermé
dans 7§ invariant par Ad(H). Notons par la méme lettre @ I'involution de
Cartan antilinéaire de g qui prolonge I’involution de Cartan 8 de ). Considérons
une aitre forme réelle [ de g, et notons 7 la conjugaison de g par rapport a I.
La forme réelle | est dite réguliere si t commute a ¢ et 6, et si ;3CI, 3
désignant le centre de f={X<h|0(X)=X}. On suppose que la conjugaison 7
se remonte en une involution de G, et on note L={g=G|r(g)=g}. Notons
Hho=INY. Alors (I, §,) est une paire symétrique et C,=CNI est un céne convexe
fermé de q,=IN\¢Y invariant par Ad(H,), ou Hy={g<H|r(g)=g}. On peut con-
sidérer ’espace symétrique L/H, comme un sous-espace de l’espace symétri-
que G/H. Le cone C, définit sur L/H, une structure causale invariante. Cette
structure causale est globale et définit donc un ordre partiel, auquel est associé
le semi-groupe S,=exp(C,)H, (voir @ ‘et [I1]). Les hypothéses (A) et (B)
sont vérifiées et 1’algeébre de VolterraV(L/H,)" est commutative.

Exemples.
1) Soient g=si(n, C), Y=su(p, q), (p+g=n). Nous avons ¢(X)=—1, X *I, ,,

avec
I, 0
]P.q:(op __Iq):

et f(X)=—X*. La sous-algebre I=si(n, R) est une forme réguliere de g associée
a la conjugaison 7, 7(X)=2X, et hy=so(p, q).

2) Soient g=si(2n, C), Y=su(2p, 2q), (p-+q=n). Choisissons ’involution ¢
définie par ¢(X)=—K, X*K, 4 avec
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I

=

0
-1, 0
Kpq= ! I

0
0
0

]

0
0
0 0 —1,

et 6(X)=—X*. Soit z 'involution de g définie par #(X)=—JXJ, avec

0 I,
J :(—1,, 0/
La sous-algébre { qui lui est associée est su*(2n)=sl(n, H). C’est une forme
réelle réguliére de g, et Ho=sp(p, q).

3) Soient g=so(n+2, C), et Y=so(2, n) associée a l’involution o(X)=
— I o X*Iy =1, 2 XI, .. De plus §(X)=—X*. Soit  I’involution de g définie
par ©(X)=—1I, ns:X*I; »+1. La sous-algébre qui lui est associée est [=
so(l, n+1), c’est une forme réelle de g et Hhr=so(l, n).

Nous allons décrire une famille d’espaces symétriques ordonnés qui possé-
dent une structure paracomplexe, et qui sont des espaces symétriques paraher-
mitiens [8]. Soit ) une algebre de Lie hermitienne simple telle que le domaine
symétrique qui lui est associé soit de type tube. Il existe un homomorphisme
d’algébre de Lie

p:sl2, R)— ),

1,0 —1
z=0(3(; 7))
engendre le centre 3 de f, et que
01
x=o((; o))
vérifie 8(X)=—X ([9] p. 267, ch. Il §1). On définit I’élément ¢ de G par
T
¢ = exp(zZX )

(cet élément permet de définir la transformation de Cayley [9]). L’algébre de
Lie I=Ad(c)h est une forme réelle de g et la conjugaison = par rapport a [ est
donnée par

telle que

t = Ad(c)%0.

(On remarquera que Ad(c)* est l'identité.) On vérifie sans difficulté que r
commute avec # et ¢, que iZ appartient a I, en effet,

. 1,1 0
2= a3 )
Ainsi [ est une forme réelle réguliére de g.

Les valeurs propres de ad((1/2)X) sont égales a 0,1 et —1. Décomposons
I’algébre de Lie I en sous-espaces propres de ad((1/2)X),
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I - I_1+I0‘+I1 .

La sous-algébre [, est égale a §,=INY. En effet si un élément Y de I vérifie
ad(X)Y =0, alors

Ad(c)Y = exp(z{—ad(X))Y —Y.

Réciproquement soit Y un élément de INY, alors ¢(¥Y)=Y et (Y)=Y, donc
Ad(c)*Y=Y. Les sous-espaces I, et I_,+[; sont sous-espaces propres de Ad(c)?
pour les valeurs propres 1 et —1, donc Y &!,. Ainsi {(=9"{=%,. Considérons
la paire symétrique (I, §,, o), alors

G = {XEllo(X)=—X} = gl =1_,+1,.

La restriction I, de ad(X) a q, admet les sous-espaces propres [, et I_, pour les
valeurs propres 1 et —1, et définit sur I’espace symétrique L/H, une structure
paracomplexe invariante par L, l’espace L/H, est ainsi muni d’une structure
d’espace symétrique parahermitien [8].

Considérons les éléments E, et E_ définis par

£ ason(3 D).

£~ ason(5(, )

alors E.,<€l,, E_l_,, et (X, E,, E_.) est un s/(2)-triplet, de plus E.+E_=iZ.
L’orbite 2,=Ad(H,)E.Cl, est un cone symétrique, c’est a dire homogéne et
autodual, de méme 2_=Ad(H,)E_=0(f2,) est un céne symétrique. Notons C.
et C_ les adhérences de 2. et £2_. Le plus petit cone convexe fermé C, de q,
invariant par Ad(H,) et contenant ;Z est la somme C,=C.,+C._.

Voici la liste des paires symétriques obtenues par la construction que nous
venons de décrire.

[ b
sp(n, R) sl(n, RYDR

su(n, n) si(n, C)BR
so*(4n) si(n, HYPR
so(2, n) so(l, n PR
€1, (2% e, (-2 DR

5. Hyperbolicité globale.

Soit V une variété causale. On considére sur V une structure riemannienne
compléte, et on note d(x, y) la distance riemannienne correspondante. Soit C,
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I’ensemble des courbes causales,
7:00,1]—V, t—71@),

telles que le paramétre ¢ soit proportionnel a I’abscisse curviligne: |7@)|=I7),
la longueur de la courbe 7. La distance de deux courbes 7, et 7, de G, est
définie par

071, T2) = 3up ]d(rl(t), 7).

Soit € le complété de C, pour la distance 6. On montre qu’un élément de C est
une courbe rectifiable, admettant pour presque tout ¢ un vecteur tangent 7(¢)
appartenant au cone C,q,. La variété causale V est dite globalement hyperbolique
si, quels que soient les points a et b de V, ’ensemble C(a, b) des courbes de C
d’origine 7(0)=a et d’extrémité y(1)=b est compact. Dans on montre a ’aide
du théoréme d’Ascoli que C(a, b) est compact si et seulement si

sup{{()|rEC(a, b)} < .

THEOREME 5. Sous les hypothéses du théoréme 3, I’espace symétrique G/ H est
une variété causale globalement hyperbolique.

La démonstration est analogue a celle du théoréme 4. En effet I’application
Log de ExpC dans q est causale, et I’hyperbolicité globale de G/H se déduit de
I’hyperbolicité globale de q qui elle-méme résulte du lemme suivant:

LEMME. Considérons sur un espace vectoriel V de dimension finie la structure
causale invariante par translation définie par un cone convexe fermé propre C.
Alors V est une variété causale globalement hyperbolique.

On peut supposer que la structure riemannienne considérée sur V provient
d’une structure euclidienne. Fixons un vecteur v dans l’intérieur du cOne dual
C* de C, il existe alors une constante a>0 telle que, pour tout u de C,

lull = a(u|v).
Si 7 est une courbe causale d’origine a et d’extrémité b,

17Ol < a(7@®)|v),
et

i =, lioldt < ab—alv),

et ceci implique que C(a, b) est compact.
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