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Introduction

L’objet de ce travail est le traitement de ’espace de suites, comme modéle
de la théorie des espaces vectoriels topologiques.

.Dans tout ce qui suit, nous considérerons un espace de suites r=(x;) de
nombres réels en abrégé. Nous désignerons par @ lespace de toutes les
suites et par ¢ l'espace des suites telles que les coordonnées soient nulles
sauf un nombre fini d’entre elles.

Dans §1, nous étudions la structure des espaces parfaits, c’est-a-dire,
“vollkommene Ridume” de Kothe, en particulier les espaces parfaits tonnelés
ou bornologiques. Pour tout espace de suites 4, le dual A* au sens de Kothe
est défini comme 'ensemble des suites ¥ =(x;) telles que

i}lxiyil<oo pour tout y=(y) .
i=1

Nous considérons deux autres duals 1’ et A* de I'espace 2. Pour chercher les
conditions pour étre tonnelé ou bornologique, nous définissons deux sous-
espaces A, et A, de l'espace parfait A, tel que

(A = A% = (Ao = (X)) = (A)* = 2*.
(Les définitions 1.1 et 1.2.) L’espace A, (resp. 4,) est le maximum des sous-
espaces u de 2 tels qu’ils contiennent ¢ et soient tonnelés (resp. bornologiques)
pour la topologie de Mackey 7(z, A*¥) (le théoréme 1.2 et le corollaire 2 du
théoréme 1.3). '

Dans §2, comme application de notre théorie, nous donnons un exemple
des espaces parfaits qui sont tonnelés (plus précisément, les complétés des
sous-espaces bornologiques) et non-bornologiques, utilisant I’Hypothése de
Continuum. C’est une réponse (presque négative) a un probléme de Koéthe
{6, p. 4227 qui demande si I'espace parfait tonnelé est nécessairement borno-
logique ou non, et en méme temps c’est une réponse (presque négative) a un
probléme de Dieudonné [2, p. 504] qui demande si le complété de espace
bornologique est nécessairement bornologique ou non.

Dans §3, nous étudions la dualité entre un espace de suites 1 et son
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(-dual 2%, qui est défini comme l’ensemble des suites r=(x;) telles que
> Xy convergent pour tout y=(y) <.
i=1

Dans notre théorie, la propriété la plus fondamentale est que tout espace
parfait 1 est le dual topologique d’un sous-espace de A* pour la topologie
forte. Malheureusement cela n’est pas vrai pour 'espace A tel que 1= A%P,
(Ce n’est pas vrai non plus pour l'espace parfait de fonctions en général.)
Par suite, nous définissons une catégorie d’espaces de suites avec cette pro-
priété, qui s’appellent “espaces semi-parfaits”.

Antérieurement, un des auteurs a publié un travail sur les espaces de
fonctions [4], dans lequel les espaces de fonctions (généralisées) semi-parfaits
ont été définis. Ils correspondent A nos espaces de suites semi-parfaits.

Nous utiliserons les notations suivantes. Soit £, F' deux espaces vectoriels
en dualité. Nous désignerons par o(E, F) la topologie faible sur E, par (¥, F)
la topologie de Mackey sur E et par B(E, F) la topologie forte sur E (c’est-a-
dire, la topologie de la convergence uniforme sur les parties bornées de F°
pour la topologie o(F, E)). Quand E est muni d’une topologie, E’ désigne le
dual topologique de E et E* 'espace des formes linéaires bornées sur E pour
la topologie envisagée. Par suite, on a /= E* si E est bornologique.

§ 1. Espaces parfaits

Nous commencerons par expliquer des propriétés bien connues sur les
. . 7
espaces parfaits. Pour tout espace de suites 4, on dénote

l*z{z;:(xz-);glxiyil<oo pour tout y=(y) € }.
Alors 4 et 2* sont en dualité pour la forme bilinéaire canonique
L yy = 2 %

Pour tout espace de suites 4, il est clair que AC A*¥*. Un espace de suites X
s'appelle un espace de Kithe ou un espace parfait lorsque A= A¥*,

On dit qu'une partie ACw est normale si les relations =)< A,
p=(y)ew et |y;|=<|x| pour tout ¢ entrainent y=(y,) = A. Par exemple,
¢, @ et tout espace parfait sont normaux. Pour une partie quelconque AC o,
Venveloppe normale de A est 'ensemble des suites y=(y,) telles que || < | ]
(pour tout 7) pour une suite r={(x;) de 4 au moins.

Un espace normal g sera toujours, sauf mention expresse du contraire,
considéré comme espace muni de la topologie Bz, #*). Par suite, u/ (resp.
u##) signifie le dual topologique de u (resp. 'espace des formes linéaires bornées.
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sur #) pour la topologie A(u, ©#¥).

Les deux théorémes fondamentaux sont diis a Kothe [5]

THEOREME A. Tout espace parfait X est séquenticllement complet pour la
topologie a(A, X¥).

THEOREME B. Tout espace parfait A est complet pour la topologie (2, A*)
et pour la topologie B(A, A*).

Nous définissons maintenant les deux sortes de sous-espaces des espaces
parfaits qui jouent un rdle essentiel dans cette étude.

DEFINITION 1.1. Soit A un espace parfait. Nous désignerons par 2, I’ad-
hérence de ¢ dans 1 pour la topologie B(1,1%). 2, s'appelle le sous-espace
régulier de X. Nous dirons qu’un espace de suites g est régulier si p =2, pour
un espace parfait 1 convenable.

DEFINITION 1.2. Soit 2 un espace parfait. Nous désignerons par 1, l'ad-
hérence de ¢ dans 1 pour la topologie bornologique associée a la topologie
B(2, 2*¥), c’est-a-dire, la plus fine parmi les topologies localement convexes sur
A pour lesquelles les parties bornées de E sont les mémes que pour la topologie
B, 2%).

On voit aisément que 2, et 4, sont normaux, et on a ¢ C A, C 4, C A

Nous commencerons par prouver quelques lemmes.

LEMME 1.1. Soit 2 un espace parfait. Toute partie B de A convexe, cerclée
et compacte pour la topologie o(2, @) est bornée pour la topologie B(A, A%¥).

DEMONSTRATION. Un espace 1z engendré par B est un espace de Banach
muni de la boule unité B. Donc, B est absorbée par tout tonneau par
rapport a o(1, @) (tonneau signifie un ensemble convexe, cerclé, absorbant et
fermé), c’est-a-dire,

sup [<x, 9> | < oo
tEB,YEA

pour toute partie A de ¢ bornée pour o(p, ). Soit C une partie bornée de A*
pour o(2*¥,1). Comme A est normal, I'enveloppe normale N, de C est bornée
pour o(X¥ 1), donc ¢ n\ N, est bornée pour o(¢,1). Par conséquent, on a

sup [<, 9> = sup [ p)| < co,

tEB,EC IEB,1&PNNy

ce qui signifie que B est bornée pour B(4, A%).
LEMME 1.2. Soit A un espace parfait. On désigne par ¢. Pespace ¢ muni
de la topologie induite par la topologie B(A,2*%). Alors on a

¥ = (p) = ().
DEMONSTRATION. Il est clair que

() Clpf Cw.
Comme ¢ est total sur 2% on a ¥\ e-={0}, ot ¢t ={yc1’;<x, 1> =0 pour
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tout r = ¢}. Par suite,
gz = A/t DI¥/Q* N @) = A*.
Dong, il suffit de démontrer que (¢.)* C 2*. Soit y=(»;) un élément de (p.)*.
Pour tout élément r=(x;) de 2, 'ensemble {(&,%,,6,%5, -+ , €n%n, 0,0, =) ; ;=1 ou
—1,7=1} est borné dans ¢,. On a donc
sup @‘Ixiyil < oo,

nzl i=1

comme Y est une forme linéaire bornée sur ¢.. Cela entraine que y=(y;) € 2*.

COROLLAIRE. Soit X un espace parfait. Alors, pour tout espace p tel que
©C uC A, la topologie v sur p induite par la topologie B(A, A¥) est égale a la
topologie r(u, A¥).

En effet, il résulte du lemme précédant et de la définition de 4, que z est
moins fine que =(z,A¥). Par suite, il suffit de vérifier que toute partie con-
vexe, cerclée et €quicontinue pour z(u,A*¥), c’est-a-dire, convexe, cerclée et
compacte pour (4%, ) est bornée pour o(A*¥, 1). Mais cela est évident en vertu
du lemme 1.1.

LEMME 1.3. Soit X un espace parfait. Alors on a (X,)* = 2A*, et plus précisé-
ment les parties bornées de (2,)* = X* sont les mémes pour la topologie o((A,)*, A,)
et pour la topologie o(A*,2). Par suite, on a By, (A)*¥)= B4, &%) sur A,.

DEMONSTRATION. Pour tout élément r=(x;) de A, la partie B={y=(3,);
l_irgyi/xi:O, ly; ] <|x:|} est contenue dans 1, et bornée pour (i, ¢). Alors,

comme Az l'espace engendré par B muni de la boule unité B, est un espace
de Banach, B est absorbée par tout tonneau par rapport a o(,, ¢), autrement
dit, B est bornée pour B(%, ¢). Soit A une partie de (1,)* normale et bornée
pour o((2)%, A,). Comme A\ ¢ est bornée pour a(g, ), on a

sup |<9,3>| < oo,
$EB, 3SANY
d’ol

sup X lx2] < oo,

nz1,(2;)E4 i=1

puisque 'ensemble {(e,%y, €34z, -+, €2%5, 0,0, =) ; e,=1 ou —1,7 =1} est contenu
dans B. Cela signifie que A est contenue dans A* et bornée pour o(i*, ).

COROLLAIRE. Soit A un espace parfait. Alors on a (,)*= 2%, et B(4,, (A,)¥%)
= B, A¥) sur A,.

En effet, comme A, CA,C4, on a (A)*DA)*DA*. Donc, en vertu du
lemme 1.3, on obtient aussitot ce corollaire.

THEOREME 1.1. Soit X un espace parfait. Alors on a

(A = A% = 2*.

Par suite, le sous-espace rvégulier A, de A est tonnelé pour la topologie B(,, (A.)%).
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En effet, en vertu de la définition de 4,, du lemme 1.2 et du corollaire du
lemme 1.3, ce théoréme est directement établi. c.q.f.d.

Pour les espaces vectoriels topologiques abstraits, expliquons la conver-
gence au sens de Mackey, notion importante pour rechercher les espaces borno-
logiques (7], [3]. Soit E un espace localement convexe. On dit qu’une
suite {t,} dans E converge vers .. € E au sens de Mackey, s’il existe une suite:
{e.} convergente vers 0 et une partie B de E bornée telles que

(gn—gw)/en € B pour tout zn.

Soit E, un sous-espace dense dans E, qui est bornologique pour la topologie
induite par celle de E. Nous désignerons par E, I’enveloppe fermée de E,
dans E pour la convergence au sens de Mackey. Autrement dit, soit £ le
plus petit nombre ordinal de puissance ¥;. Nous posons E{’ =FE,. Pour tout
nombre ordinal a < £2, s’il existe a¢—1, nous posons

E®={rc E; ¢ est la limite d’'une suite {x,} C E®™?
pour la convergence au sens de Mackey}

et si & est un nombre ordinal limite,
E®» =\UEP.
pla
Alors, Eo se dénote par \U E{®. Comme E, est bornologique, dans -cette con-
a<lf

struction, toute forme lindaire bornée sur E, se prolonge uniquement en une
forme lindaire bornée sur E{® pour chaque «a < £, par induction transfinie.
Donc, tout sous-espace F de E tel que ENODFD E,, est aussi bornologique. Un
résultat intéressant de Mackey dit que si un sous-espace H de E est tel que
l'on ait HD Eo, et H/Fj0 soit 1-dimensional, il est nécessairement non-borno-
logique.

On voit aisément que tout espace parfait 1 est complet pour la conver-
gence au sens de Mackey, donc 4, et A, sont aussi complet pour la méme
convergence.

LEMME 14. Soit pn un espace novmal, contenant ¢ et complet pour la con-
vergence au sens de Mackey. Alors, toute forme linéaive | sur p qui est bornée
sur lenveloppe normale N; de chagque élément = (x;) de p, est bornée pour la
topologie B(u, u*).

DEMONSTRATION. Soit / une forme linéaire ci-dessus mentionnée. Si /
n’était pas bornée pour A, #¥), il existerait une partie B de x# normale et
bornée pour F(u, #*) telle que

sup [z, )| = o0
t<B

et par suite, il existerait une suite {r,= ()} des éléments de B telle que
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(*) [t 1> | > 280 pour tout 7.

On pose |, | = x|) pour tout ». Comme x est complet pour la convergence
au sens de Mackey, 22”’” |r,| converge dans x#. Soit r= éZ“”I L, ], N =Vlen-
veloppe normale de ;Met 4y, = l'espace de Banach engencyll;é par N; muni de

la boule unité N;. Alors X 27"y, converge dans uy,. Comme / est continue

n=1

SUur L, (Z}Z““”gn,b converge. D’autre part, par (x), 3 272y, /> diverge;
n= n=1

nous obtenons donc une contradiction.

LEMME 1.5. Soit X wun espace parfait et soit 1 unm espace normal tel que
o CpC A Alors, toute forme linéaive I sur p, qui est bornée sur Ny N\ pn pour
chaque élément vt = (x;) de A, ot N; est lenveloppe novmale de r = (x;), se prolonge
en une forme linéaive bovnée 7 sur .

DEMONSTRATION. Comme [ est bornée sur N; de chaque r=(x;) de u, [
se représente comme différence de deux formes linéaires positives sur .
Donc, sans perdre la généralité, nous supposons que /=0. Nous définissons
la fonction finie / sur l'ensemble des éléments ¢ =(x,)=0 de A par la relation

(D)= sup <y,0>.

€ 1,098

Comme 4 est normal, 7 se prolonge en une forme linéaire positive sur 2 (qu’on
notera encore 7). Alors, 7 est bornée sur N; de tout r=(x;) de A, et d’aprés
le lemme 1.4, 7 est bornée pour A(X, A%).

THEOREME 1.2. Soit A wun espace parfait et soit u un espace tel que
@ C nC A Dans ces conditions, si £ C A, et 1 est normal, p est bornologique
pour la topologie t(u, X*). Inversement, si p est bornologique pour la topologie
(u, X%), on a pnC A,

DEMONSTRATION. D’abord, nous supposons que #C4, et x est normal.
Tout revient a prouver que l'espace des formes lindaires bornées sur x pour
r(u, A*¥) coincide avec A*. Soit / une forme linéaire bornée sur # pour z(x, A*).
Alors, [ est bornée pour o(y, 2*¥), et pour tout x=(x;) de 2, N; "\« est bornée
pour o(x, 2¥). Donc, en vertu du lemme 1.5, / se prolonge en une forme linéaire
bornée 7 sur 1, et en vertu du lemme 1.2, la restriction 71 ¢ de [ sur @ appar-
tient a (p.) = 2*. Comme [ est continue pour la topologie bornologique as-
sociée a B(1, A*¥), pour laquelle ¢ est dense dans 1,, / s’identifie avec fl 0.

Ensuite, nous supposons que g« contient un élément = (x;) & 4,. Alors,
par la définition de 2,, il existe un élément / de A* orthogonal a ¢ tel que
{x,1>+#0. Comme les éléments de 1* orthogonaux a ¢ se réduisent a un seul
élément 0=(0,0, ---), / n’est égal a aucun élément de 2%, sur #. D’autre part,
en vertu du théoréme B, les parties bornées de 1 sont les mémes pour S(2, *)
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et pour o(l, 1*¥), et les parties bornées de u# sont les mémes pour z(x, %) et
pour o(z, %), donc, les parties bornées de x pour z(u, A*¥) sont les intersections
avec u des parties bornées de 2 pour A4, 4*). Cela signifie que x# n’est pas
bornologique pour z(x, A%). c.q.f.d.

Pour un espace parfait 1, ¢ est bornologique pour la topologie 7 sur ¢
induite par la topologie A4, 2¥) en vertu du lemme 1.2 et du son corollaire.
Si enveloppe fermée ¢ de ¢ dans X pour la convergence au sens de Mackey
ne coincide pas avec 2, le sous-espace vectoriel # engendré par ¢ et p=(x;)
€ A, & ¢, n'est pas bornologique pour la topologie z(z,A*). Pourtant, les
auteurs ne savent pas s'il existe un tel espace A. (Dans le cas de coordonnées
non-dénombrables, I'espace @ a une telle propriété.) Si tel espace n’existe
pas, la condition telle que # soit normal, dans le théoréme ci-dessus, n’est
pas nécessaire, car tout espace u tel que $ Du D@ est bornologique. Notons
que Pespace {(e;%); (%) A, 6;—0} est égal & ¢ = {r1; ¢ est la limite d’une
suite {r,} C ¢ pour la convergence au sens de Mackey}, et que l'on a ¢ # o™
en général.

COROLLAIRE. Soit X un espace parfait. Alors, l'espace R, est bornologique
pour la topologie B2y, (A)¥) =1(A, (A)¥), et par suite, on a (A)f = (A,) = (A)*.
Le sous-espace régulier 2, est le complété d'un espace bornologique pour la topo-
logie B(A, X®).

En effet, comme 2 est complet pour A(1,A*¥) en vertu du théoréme B, 2,
est complet pour B(2, A%, donc, A, est le complété de I'espace bornologique 4,.

THEOREME 1.3. Soit 2 un espace parfait, el soit p un espace novmal et
complet tel que Uon ait n D@ et p' =A% Alors, on a p=2,.

DEMONSTRATION. D’abord u* C 4/ = 2*. Soit §=(y,) un élément de ' = I*.
Pour un élément quelconque = (x;) de #, y=(¥;) est borné sur l'enveloppe
normale N;, et par suite

gllxiyil < o0,

Cest-a-dire, y)=(y;) & u*. Donc, u*¥*=2* et puCu*¥*=2%* =2 Sur y, on a
By, #¥)=BQ, 2¥). En effet, il est évident que A(u, #¥) est plus fine que
B4, 2%). Soit B une partie de p* = A* convexe, cerclée, fermée et bornée pour
o(u*, ). Alors, comme on a ' = u*, B est compact pour o(u*, 1), a fortiori,
pour o(u*, @) =a(2*, ¢), et en vertu du lemme 1.1, B est bornée pour B(A¥, 1),
a fortiori, pour o(A*, 2). Par suite, B(4, A*) est plus fine que B(x, #*). Ensuite,
si nous prouvons que ¢ est dense dans u pour B(u, #*), on obtient que p=2,.
Si ¢ n’était pas dense dans x# pour B(u, #*), il existerait un élément y=+0 de
' tel que (z,9>=0 pour tout r < ¢. D’autre part, un élément de 2* ortho-
gonal A ¢ est nécessairement 0, on obtient donc une contradiction.
COROLLAIRE 1. Soit A un espace parfait et soit 1 un espace normal tel que
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A, CuC A Dans ces conditions, pour que l'on ait A,= p, il faut et il suffit que
lon ait 2*=y'.

En effet, en vertu du théoréme 1.1, la relation 1,C # C A entraine que
M=p¥C . Si2¥=up’, on a p=2, daprés le théoréme 1.3, et réciproque-
ment, d’aprés le théoréme 1.1. c.q.f.d.

Il résulte du théoréme 1.3 que pour un espace parfait 4, le sous-espace
régulier 1, est le maximum des sous-espaces normals, contenant ¢ tels que
les duals topologiques coincident avec A*. Par suite, on a le corollaire suivant.

COROLLAIRE 2. Pour un espace parfait X, le sous-espace régulier 2, est le
maximum des sous-espaces p normals, contenant ¢ et tonnelés pour la topologie
de Mackey t(u, 2%).

En effet, soit # un sous-espace de 4, normal, contenant ¢ et tonnelé pour
(¢, 2%). Alors, on a p*=2* Car, ¢'il existait un élément 1= (x,) € u*, & 1*,
N; N 2* serait convexe, fermée et bornée pour o(A*, u) et ne serait pas com-
pacte pour o(d¥, u), ce qui est absurde, puisque x est tonnelé pour z(z, 1*).
Comme z est tonnelé pour =(#,2%), on a t(u, *)=B(u, #*) et donc u’=2r*.
Ensuite nous appliquons le théoréme 1.3. c.q.f.d.

Le théoréme suivant est essentiellement dii a Kéthe [5]

THEOREME 14. Soit 2 un espace parfait. Les trois conditions suivantes
sont équivalentes :

1) 2 est séparable pour la topologie B(R, 2¥).

2) A =2*

3 A=2.

DEMONSTRATION. 1)=2). Pour un élément quelconque / de A/, il existe
un voisinage V de 0 dans 2 pour A(4, %) tel que V'on ait /€ V° ou V° désigne
’ensemble polaire de V dans A/, cest-a-dire, V'={yel’;|<{s, 9> |=1 pour
tout = V}. De la définition de F(1, 2%¥), il existe une partie B de A* convexe,
cerclée et bornée pour a(2*, 1) telle que 'on ait B°C V, et par suite, / € V°C B,
Comme B® est équicontinu pour A(1, 2*) et fermé pour o(1’, 2), il est compact
pour a(2’,2), et si A est séparable pour B(2, A*), B* est métrisable pour a(2’, ).
Comme B® est 'adhérence de B pour o(1’, ), il est identique au complété
séquentiel de B pour o(2/, ). En vertu du théoréme A, 1* est séquentiellement
complet pour o(i¥, 1), on a donc /€ B C X% par suite I’ C4*. D’autre part
A DXE

2)=3). Soit t=(x;) un élément quelconque de A. Alors la suite {z,}, ou
Lo = (X1, Xpp =+, X0y 0,0, ---)ego‘, converge vers = (x;) pour o(,a*). Donc, ¢ est
dense dans A pour o(4, A¥) et aussi pour o(4,4’) par 'assomption. Comme ¢
est dense pour toute topologie arbitraire pour laquelle le dual topologique de
A coincide avec A/, ¢ est dense pour S(Z, 1¥).

3)=1) C’est évident.



Les espaces parfuits de suites 327

§2. Contre exemple aux problémes de Kothe et de Dieudonné

Nous commencons par donner une condition suffisante pour étre régulier.

Soit {N,} une suite de parties finies (non vides) d’entiers =1 telle que
N, et N,, soient disjoints si # = m. Soit 4 un espace normal.

CoONDITION (A). Pour toute suite {N,} ci-dessus mentionnée et tout élément
t=(x;) de p, il existe une suite {N, } extraite de la suite {N,} et un élément
vy=(y;) de n tels que
s

7

lim inf

k- iENnk

= 0,

PROPOSITION 2.1. La condition (A) entraine que espace ¢ est dense dans
lCespace normal pn pour la topologie B(u, u*).

DEMONSTRATION, Montrons que pour un élément quelconque r=(x;)+0
de x4, la suite {x,} des éléments de ¢, oU r,= (%, X, =+ , X, 0,0, --+), converge
vers ¢ pour A(x, #*). Ici, on peut supposer x;=0 pour tout i, # étant normal.
Si cette assertion n’était pas satisfaite, il existerait un nombre ¢>0 et une
partie B de p* normale et bornée pour o(u*, ) tels que

sup [{t—Lu 9> =¢ pour tout #,
yeB

et donc, il existerait une suite {y,} = {(y)} des éléments de B, ou »{ =0
pour tout » et i, et une suite {N,} de parties finies d’entiers=1 disjoints
deux a deux telles que
2y = —5— pour tout 7.
TSN,
D’autre part, de la condition (A), il existe une suite {N, } extraite de la suite
{N,} et un élément 3=(z,) de u, ou z;=0 pour tout i, tels que

[

. . V4
lim inf = o
koo €N, M

Par suite, on a i
lim 3 zy" = oo,
ko €N,
ce qui s'oppose au fait que B est bornée pour a(u*, u). c.q. f.d.

En vertu de la proposition 2.1, un espace parfait satisfaisant a la condi-
tion (A) est régulier. Les auteurs ne connaissent pas si la réciproque est
vraie ou non.

Ensuite, nous considérons une condition nécessaire (mais pas suffisante)
pour que 2 soit bornologique pour la topologie z(u, #*). Ce critére est pres-
que évident si l'on considére “la compacité de Cech” de I'ensemble des en-
tiers=1.
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PROPOSITION 2.2. Soit 1 un espace normal, contenant ¢ et complet pour la
convergence au sens de Mackey. Alovs p n'est pas bornologique pouv la topo-
logie v(u, u*), si p satisfait a la condition suivante:

CONDITION (B). Il existe un ultra-filtve § sur lensemble des entiers =1, ne
contenant pas d’éléments de parties finies, et un élément a=(a;) de p tels que
lon ait
X

] li{ryyn < o0 pour tout ¥ = (x;) fixé de p.

A
DEMONSTRATION. Si x4 satisfait & la condition (B), on peut définir la
forme linéaire / sur u, par la relation

X3
a;

a0y = li%n pour tout r=_(x,) de .
T

Alors, comme / est bornée sur I'enveloppe normale de tout r=(x;) de u, [ est
la forme linéaire bornée sur x pour A(u, #*), en vertu du lemme 1.4. Nous
prouvons que les parties bornées de x4 sont les mémes pour A(u, #*) et pour
(e, #¥), d’ou [ est aussi bornée sur z pour z(u, #¥). Soit B une partie de u
convexe, cerclée, bornée et fermée pour 7(g, #*). Comme p est complet pour
la convergence au sens de Mackey, l'espace up engendré par B muni de la
boule unité B est un espace de Banach. Donc, B est absorbée par tout ton-
neau, autrement dit, B est bornée pour B(x, #*). D’autre part, pour tout
r=(x;) dans ¢, on a <x,/>=0, mais on a /=0 puisque {a,/)> =1, cela étant, /
n’appartient pas a u#* (=le dual topologique de « pour =(x, #*)). Donc x n’est
pas bornologique pour r(x, p#%). c.q.f.d

Nous supposons maintenant 'Hypothése de Continuum. Soit £ le plus
petit nombre ordinal de puissance &;=2%. Nous désignons par {A*=(a});
a < 2} lensemble bien ordonné de toutes les suites partielles infinies d’en-
tiers= 1.

Par induction transfinie, nous définissons un systéme {B%=(b¥); a < 2}
de suites partielles infinies d’entiers= 1.

Nous posons d’abord B'= Al Quand nous avons défini B? pour tout
B < a, nous définissons B satisfaisant les trois conditions suivantes: (Les
expressions de suite d’entiers =1, B% (b%) et (0%, bg, ---) désignent a la fois son
ensemble.)

(1) Pour tout B < «, il existe un entier » dépendant de B tel que len-
semble (8%, b%,,, --+) est contenu dans 'ensemble (5%, 05, ---).

(2) Si A*\ B? est 'ensemble infini pour tout A < a, B* est contenu dans
A* et si A*\ B’ est I'ensemble fini pour un g < a au moins, B* et A% sont
disjoints.

(3) Pour tout ¢, on a of > af.

Pour montrer la possibilité de cette construction, il suffit de construire
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B® satisfaisant les conditions (1) et (2). Comme Vensemble {#;/ <a} est
dénombrable pour tout a < £, on peut construire une telle B* en vertu du
lemme suivant, ou on applique A% ou A* (=le complément de A%) a C! et
{87;8<a} a {C*;n=2}.

LEMME 2.1. Soit {CY,C? ---,C", -} un ensemble dénombrable de suites par-
tielles infinies d’entiers = 1. Nous supposons que kfn\l C* est l'ensemble infini pour

tout n. Alors, il existe une suite partielle infinie C= = (cy, ¢, -, c%, ) d'entiers
=1 telle que (cy, cyyy, -+) T C™ pour tout n.

n
DEMONSTRATION. Si on pose (O C¥=D"=(dp,d%,---) pour tout %, on a
k=1

D'DD*D - DD"D---. Appliquant le procédé diagonal a {D";n =1}, on pose
c® =d? pour tout n#. Alors, C==(c7, ¢y, ) est la suite ci-dessus demandée.
c.q.f.d.

Nous allons prouver que {B%;n=1,a <2}, ou B*=(b% by, ---), engendre
un ultra-filtre ¥ sur Pensemble des entiers =1.

En effet, il est évident que {B%;n=1, a < 2} engendre un filtre. Nous
supposons que, ajoutant un ensemble {A“; a =T}, ou I' C {a < £}, 'ensemble
{(B¢:n=1,a< 2} J{A*;a =T} engendre un filtre. Alors pour un «a, I’
quelconque, on a A% ~ B+ ¢ pour tout # =1 et tout « < £. Par suite, comme
A% ~ BY est 'ensemble infini pour tout @ < «,, on a B*C A% de la définition
de {B*;a<&}. Donc, il n’existe aucun filtre strictement plus fin que le
filtre engendré par {B%;n=1, a < 2}, cest-a-dire, {B?;n=1, a < 2} engendre
un ultra-filtre .

Maintenant, nous construisons un exemple de P'espace parfait, tonnelé et
non-bornologique.

Pour tout a,1 < a < &, nous définissons une application z, de I'espace des
suites a décroissance rapide (s) dans @ par la relation suivante:

.(8)=1Y  pour tout r=(x) < (s),
ol Y= (9, Y2 =%, et y;=0 pour i+ bj.
Nous désignons par r,(s) 'image par z, de (s), et posons

Ao =(t () et A=N2,.
a<l@

Comme 2, est parfait pour tout a < &2, 1 est aussi parfait.
LEMME 2.2. L’espace 2 ci-dessus défini coincide avec son sous-espace régulier
.. Par suite, 2 est tonnelé pour la topologie (2, X*) (théoveme 1.1).
DEMONSTRATION. En vertu de la proposition 2.1, tout revient a prouver
que 2 satisfait a la condition (A). Soit {N,} une suite quelconque de parties
finies d’entiers =1 telle que N, N,=¢ pour n=+m. Alors, il existe un
a, < £ et une suite partielle {N,.} de {N,} tels que pour tout az=a,
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fixé, on a B* "\ N,, =¢ si k est suffisamment grand. En effet, par exemple,
nous divisons {N,} en deux {N,.} et {Nyn,). Si B9A(U N,) est ensemble
fini pour un «, convenable, «, et {N,,} satisfont la c:L)_nldition ci-dessus de-
mandée. Si B"(\(n@1 N,,) est I'ensemble infini pour tout « < 2, de la définition
de {B*; a < £}, il existe un «, tel que B“OCnQNM, on a donc B‘“O(\(S;JONMH)

= ¢, par suite, on adopte ce «, et {N,,.,}.
Soit ¢ =(x;) un élément quelconque de 2, c’est-a-dire, = (x;) € A, pour tout
a< 2. On pose

nx; si ie UN,, et bi,<i<b),
k=1
Yi= R
0 si i€ \UN,.
k=1

Alors, il est évident que y=(»,) € 4, pour tout a <«a, et de la propriété de
{N,,}, il résulte que 9= () €, pour tout &> a,, on a donc y=(y)< i En
outre, il est clair que

lim inf | -2
oo ieNnkf X

|
=

LEMME 2.3. L’espace A n'est pas bornologique pour la topologie t(R, X¥).
Par suite, X ne coincide pas avec son sous-espace 2, (théoréme 1.2).

DEMONSTRATION. Il suffit de démontrer la condition (B) pour l'ultra-filtre
% engendré par {B%;n=1,a <8} et pour 1=(1,1,---)e 4, en d’autres termes,

|li§n x| < o0 pour tout r=(x,) fixé de A.

Sl existait un r=(x;) 4 tel que lim x;= oo, il existerait une suite {Bj»} des
éléments de §, ou Bfn=(b§n, bfryy, --+), tels que
B#iDB#D - DBfrD -
et
inf x;, =27 pour tout n=1.
i€Byn
n
On pose a=sup a,. Par la définition de {B*; a < £}, il existe une suite (&,)
nzl
croissante telle que Bi, C B§» pour tout #, d’ou

inf x, =2 pour tout n=1.
i€B%, 20
n
Comme la suite (b, b, ---,bg, ---) est identique & une certaine AP, Bf = (bf)
est telle que b8 >0dg pour tout i. Posons r=sup(a, ). Alors, comme il
existe un 7 tel que Bl C B*~\ B? on a b] =55 pour un m, et pour tout »=/,
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b= b8, > b%,. .., Dar conséquent x,7 =27 on a donc r=(x;) < Ay; nous
obtenons une contradiction. c.q.f.d

En vertu des lemmes 2.2 et 2.3, notre espace parfait A est tonnelé et non-
bornologique pour la topologie (4, 2*)=B(2, 2¥). De plus, il est le complété
du sous-espace bornologique 4,.

§3. Espaces semi-parfaits

Dans ce paragraphe, nous considérons le B-dual, plus précisément, la
théorie correspondant a celle de §1, en remplagant la convergence absolue
par la convergence (pas nécessairement absolue).

DEFINITION 3.1. Pour tout espace de suites 4, on dénote

M ={y=(3;); X2 % y; converge pour tout x=(x)<Ei}.
=1
A et A8 sont en dualité pour la forme bilinéaire canonique
L,y) = Eixy
<

Un espace de suites 1 sera toujours, sauf mention expresse du contraire, con-
sidéré comme espace muni de la topologie 8(2, 2%). Pour tout espace de suites
A, on a AC AP et A#=2PPF, En particulier, soit 1 un espace de suites tel que
A=288  Alors, pour que A soit parfait, il faut et il suffit qu’il soit normal.
Par suite, un espace tel que 1= 2% n’est pas nécessairement normal. Définis-
sons une notion qui joue un role correspondant a normalité.

DEFINITION 3.2. Nous dirons qu’une partie AC w est semi-normale, si la
relation ¢ = (x;) = A entraine (¢;x;) € A pour toute suite (g;) telle que 0=5¢; <1
et ¢ [ 0. (Notation ¢; |0 signifie que la suite (¢;) est non-croissante et con-
vergente vers 0.)

Pour une partie A C w, Venveloppe semi-normale de A est définie par len-
semble {(6;%);0=¢6:<1, 610, t=U,) e A} VA,

On déduit immédiatement du lemme suivant, que tout espace A tel que
A= 2%® est semi-normal, car dans ce cas, on a l:zuz {x}?2.

&

LEMME 3.1. {1=(1,1,---)}?? est lespace vectoriel engendré par [enveloppe
semi-normale de 1. Par suite, {x=(x)}? est la véunion de lespace engendré
par Uenveloppe semi-normale de ¢ et .

DEMONSTRATION. Pour tout = (x;) de o, on peut représenter (x,)=(x!)—(x}),
ou x; < xfyy et x{ =x{\y, ou ¥ =x{ et x7 < x{;; au moins, pour tout i.

On voit aisément le fait suivant: Pour qu’'une suite r=(x;) appartienne
a P’espace vectoriel engendré par l'enveloppe semi-normale de 1, il faut et il

suffit que les deux suites (x)) et (x/) soient bornées.
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Nous supposons que x/—oo. Alors il existe une suite (x/,) extraite de la
suite (x/) et une suite (@) telles que
ay l 0: 2 ak(x/izk_xézk_l) =oo et .’)C/{~2k - x/équ .
k=1
Si on pose
YVigp =0y Vi1 = —x €t ;=0 pour i1,

on a y=(y,) € {1}. De plus,

2 XY = 25 ak(xilzk_xl{Zk—-l) =00,
i=1 k=1
d’ot r=(x,) & {1}7~.
Réciproquement, soit (¢;) une suite telle que ¢ | 0. Pour tout élément
y=(y,) e {1}#, si nous désignons par S, la n-somme partielle X y;(#=1) et
i=1

nous posons S;=0, on a |S,|<M (n=0) pour une constante M>0. Alors,
on a

S eni= el Sim S ennSnn— S+ +en(Sn—Sn-)
= —Sp-16atTSu(en—€nr)+ -+ +Sp-1(€m-1—Em)+ Sntm ,
par suite,
Ié &5 | = Menp+Men—ens)+ -+ +Men-1—en)+Men
=2Me, — 0 (n— c0),
d’ou il résulte que é &;y; converge, autrement dit, () = {1}°%. c.q.f.d.

Notons que {1}## est un espace de Banach muni de la boule unité B, ou
B est I'enveloppe semi-normale convexe cerclée de 1, c’est-a-dire, le plus petit
ensemble semi-normal, convexe, cerclé et contenant 1.

LEMME 3.2. Soit X un espace semi-normal. Alors, pour la topologie B(A, 25),
Uenveloppe semi-normale de toute partie bornée de X est aussi bornée.

DEMONSTRATION. Soit B une partie de A® bornée pour o(2% 2). Puisque
I'enveloppe semi-normale convexe cerclée d’un élément r=(x;,) € A est bornée
pour (X, %) et isomorphe a la boule unité d’un espace de Banach, elle est
absorbée par tout tonneau. On a donc

sup {I<(x), W) ;) e B, et 0=¢=1, |0 ou =1} <co.
Comme on a
(e, (39)) = Zé g%y = (%), (€59

il en résulte que I'enveloppe semi-normale de B est bornée pour o(A%, 1). Soit
A une partie de 1 bornée pour S(1,2f). Alors on a
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sup {[<(x), €y ; (@) A, () EB, et 051,60 ou =1} < oco.
Donc,
sup {]<(5ixi)’<yi)>l;(xi)EA,(yi)EB; et 0==1&l00u¢g=1}<co,

ce qui signifie que l'enveloppe semi-normale de A est bornée pour B(1, A%).

COROLLAIRE. Soit X un espace semi-normal contenant ¢. Alors, pour tout
élément ¢ = (x;) de X et pour toute suite (g;),c | 0, l'élément (ex;) est contenu dans
Padhérence de ¢ pour la topologie B(Z,AP).

En effet, 'enveloppe semi-normale convexe cerclée B de ¢ est bornée pour
B(2, 2%) en vertu du lemme 3.2. Comme B est semi-normale, on a r,= (%, %,
o, %,,0,0, .)€ B pour tout n. Comme B est convexe et cerclée, on a (0,0,
<, 0, Xyt Xngos -) =1 —21, € 2B. Par suite,

(5ixi)_(51x1; €5Xzy *+0 5 EqXin, 0,0, ) = 0,0, -+, 0, epr1%n11s EnraXnres ***) E 260018,

C’est-a-dire, la suite {(e,%1, €%, -, €2%0, 0,0, )} converge vers (g;x,) dans Az
(=Tlespace engendré par B muni de la boule unité B), a fortiori, converge
vers (gx;) pour B(4, A8). c.q.f.d.

On voit aisément que I’enveloppe semi-normale convexe cerclée d’un élé-
ment r={(x;) est compacte pour la topologie o(®, ¢). Comme ZB:QX {x}P, et

que {1}? est un espace de Banach, on énonce le théoréme suivant de la méme
maniére que dans le cas des espaces parfaits.

THEOREME 3.1. Soit A un espace tel que A= PP, Alors X est complet pour
la topologie ©(, 2P) et pour la topologie B(, AP).

COROLLAIRE. Soit X un espace tel que A =2PP. Alors les parties bornées de
A sont les mémes pour la topologie o(2, AP) et pour la topologie B(2, 2P).

DEFINITION 3.3. Soit 1 un espace tel que 21=2%%. 1 gappelle un espace
semi-parfait lorsque la relation {(e;x,);0=<¢=1,¢ |0} C 1 entraine g=(x) < 4.

Ensuite, nous définissons les espaces réguliers de la méme fagon que dans.
le cas des espaces parfaits.

DEFINITION 3.4. Pour tout espace A tel que 1= A%5,

2, =l'adhérence de ¢ dans 2 pour la topologie 8(2, %)

s’appelle le sous-espace régulier de 2. Nous dirons qu’'un espace u est régulier
si ¢ est le sous-espace régulier d’un espace A convenable tel que 1= 2%5,

Nous caractérisons les espaces semi-parfaits comme suit:

THEOREME 3.2. Pour quw'un espace A soit semi-parfait, il faut et il suffit
qu’il existe un espace semi-normal p contenant ¢ tel que p' =2 pour la topologie
B, 1B).  Plus précisément, on a A= ((AP),) pour tout espace semi-parfait A.

Pour la démonstration, nous avons besoin des deux lemmes suivants.

LEMME 3.3. Soit 2 un espace semi-normal contenant ¢. Soit y=(x;) un
élément de ladhérence de ¢ dans X pour la topologie B(1,2B). Alors, la suite
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{to=0(xy, Xs, -+, %,,0,0, --)} des éléments de ¢ converge vers y pour la topologie
BQ, 2P).

DEMONSTRATION. Supposons que la suite {r,} ne converge pas vers ¢
pour A(2, AP). Autrement dit, il existe une partie B de A® convexe, cerclée,
semi-normale et bornée pour ¢(1%, 1) et un nombre ¢ >0 tels que

sup [e—2tnp 9> | = ¢ pour une suite partielle {r,;} de {z.}.
YeB

Maintenant nous fixons un #; arbitraire. Comme B est semi-normale, on a
Yoy =1, Yoy =+ Y0 0,0, ---) = B pour tout y=(y;)= B. Comme B est convexe
et cerclée, on a

1 1
”%7(0: O; s Vngrn Vni+os ) = —2_1)_711)7” eB.

Par conséquent, pour tout j=(2y, 25 =+, 24, 0,0, )= @, on a
1 1
sup [<z—3 )| = sup [<z—3 5 (=02 | = sup [<t—tuy 59| = 5,
Y&B y=B =y ]

ce qui est absurde, car ¢ est dans 'adhérence de ¢ pour B(2, 8.

LEMME 3.4. Soit X un espace semi-normal contenant ¢ et soit L= (x;) un
élément de w. Si la partie B={(e;x;);0=¢6;,=1,¢; | 0} est contenue dans A, alors
B est bornée pour B(2, AP).

DEMONSTRATION. Comme B est bornée pour o(1,¢) et que lenveloppe
convexe cerclée B, de B s’identifie avec la boule unité d’un espace de Banach,
B, est bornée pour B(X,¢). Pour tout h=(»,) < I8, adhérence de la partie
(9= 1, Vo, *** 1 ¥n, 0,0, --)}, qui est bornée pour o(p,R), dans A% pour (A% 2)
contient y=(»,). Donc, B, @) est plus fine que o(2, 2. Par suite, B, est
bornée pour o(2, AP), et pour B(1, %) comme B, est absorbée par tout toneau
par rapport a o(2, 2%).

DEMONSTRATION DU THEOREME 3.2. Nous supposons que g#’=21 pour un
espace semi-normal # contenant ¢. Comme x#' C @, ¢ est dense dans x. Donc,
en vertu du lemme 3.3, pour tout = (x,) € 4, la suite {r,=(x;, Xy, +*+, %,, 0,0, --)}

converge vers t pour A(u, #P), a fortiori, pour o(y, 2), c’est-a-dire, X x;¥; con-
i=1

verge pour tout n=(y)< 21, ce qui signifie que Ac ¢f. D’autre part, on a
1P 4/, donc on obtient 1= uf. Par suite, toute partie de 2 convexe, cerclée
bornée et fermée pour o(4, 1) est compacte pour o(4, #), a fortiori pour o(2, ¢).
En d’autres termes, pour toute partie de 2 convexe, cerclée et bornée pour
o(2, 1), ses adhérences dans A pour o(X, ) et dans o pour o(w, 9) sont les
mémes. Soit r=(x;) un élément de w. Supposons que la partie B= {(ex;);
0=¢=<1¢ |0} est contenue dans A. Alors, en vertu du lemme 3.4, B est
bornée pour o(4, 1), puisque xC 2P 1l est clair que l'adhérence de B dans o
pour o(w, ¢) contient r=(x). On a donc r=(x,) = A, ce qui signifie que 1 est
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semi-parfait.

Réciproquement, nous montrons que tout espace semi-parfait 1 est égal
au dual topologique de (1%),. On voit aisément que (1%), est semi-normal.
Comme ¢ est dense dans (A%, pour A%, () en vertu du lemme 3.5
suivant, on a () C((38),Y C». Soit y=(»,) un élément de ((A%),)’. Pour tout
élément r=(x,) de 2® et pour toute suite (¢), & | 0, 'élément (e;x;) appartient
a (2%),, d’aprés le corollaire du lemme 3.2. Par suite, ileixiyi converge pour

toute suite (&), ¢ | 0, en vertu du lemme 3.3 et 3.5. Cela entraine que (g;9;) € 4
pour toute suite (¢;),¢; 1 0. Comme 2 est semi-parfait, on a y=(y,) =4, ce qui
signifie que 2D ((4#),). D’autre part, la relation 1#>(1#), entraine A= 1%
C (MY (@B,), donc on a A=((2B),). c.q.f.d

Pour tout espace 2 tel que 1=2% nous désignons par 2 I'ensemble des
€éléments r=(x;) tels que (&%) & pour toute suite (&), & | 0. Il nest pas
difficile de vérifier que 1=21%% et en outre 1 est le minimum des espaces

semi-parfaits contenant 1. Par suite, 1 s’appelle V'enveloppe semi-parfaite de 2.
Nous donnons les deux lemmes suivants.

LEMME 35. Soit X un espace tel que 2 =2PP. Alors on a

B, AP = BQ, 28) = B(Z, 2B) sur 2.

DEMONSTRATION. Soit B une partie de (2,)° bornée pour o((2,)% 2,) et soit
r=(x) un élément de A. Pour toute (g), & |0, on a (Ve; %) €2, par suite
() =(Ve; Ve x) € 2, en vertu du corollaire du lemme 3.2. D’aprés le lemme
34, la partie A= {(e;x,);0=¢e;,=<1,¢ | 0} est bornée pour 8(1,, (2)F), c’est-a-dire,

Sup{|i§;5ixi.vi|;(yi)EB et 0=¢=1,¢]0} <o,

ce qui signifie que la partie B, = {(e;vy);(v) e B et 0=<¢=<1,¢; | 0} est bornée
pour o(4%,7). Comme l'adhérence de B, dans (1,)° pour o((2,)% 2,) contient B,
on a A, Q)P =A@, 28 sur A.

LEMME 3.6. Soit A un espace tel que 3= 2PB. Alors on a

D=1, et BDUH),.

DEMONSTRATION. Comme 1D 2, on a (X),D4,. Dautre part, en vertu du
théoréme 3.1 et du lemme 3.5, 2, est complet pour la topologie induite par
B, 7P, ce qui entraine que (R),, cest-a-dire, I'adhérence de ¢ dans 1 pour
BQ, 2B, est contenue dans 1, Ensuite, prouvons la deuxiéme partie de notre
ljemme. Pour tout r=(x) <21, la partie {t,= &, %, -, %, 0,0, =) ;7 =1} est

bornée dans 1, pour B(4,, (ZT)B):ﬁ(/l, 28 en vertu du lemme 3.2 et du lemme
3.5, a fortiori, bornée dans 2 pour o(2, A%). En vertu du lemme 3.3, pour tout
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y=(y) e @, la suite {,= (95, -, 0,0,--)} converge vers y=(y;) uni-
formément sur {t,;7=1}, donc I x;¥; converge pour tout = (x) € A et pour
=1

tout y=(v,) = (AP),. Par suite, on a 1#DP),.
THEOREME 3.3. Soit A un espace tel que 2= 2°P. Alors on a

=) =)

DEMONSTRATION. D’abord, on a (1) C(4,). 1l résulte du lemme 3.6 que
(F¥ 52, donc =P ()P, 1l suffit de vérifier que (1, C .. Daprés le
théoreme 3.2, on a X—G:,u’ pour u:((ﬁjﬁ),, car 'espace 28 est semi-parfait.
La relation 48O 28 entraine (AF*C 2, donc on a #C A, Par suite A(u, 1f) est
plus forte que A(4,, (1)%. De plus, comme ¢ est dense dans tout espace
régulier et que B4, Q)P =X, %) sur 2, en vertu du lemme 3.5, on obtient
Q) C u/, cest-a-dire, (2,) C 28,

REMARQUE. Nous notons que la proposition correspondant au théoréme
1.4, de §1, n'est pas vraie. Plus précisément, dans les trois conditions sui-
vantes pour tout espace A tel que 1= A%,

1) 2 est séparable pour la topologie A(4, %),

2) N =25

3) A=1,
les conditions 2) et 3) sont équivalentes (en effet, 2) entraine 3) de la méme
maniére que pour la démonstration du théoréme 1.4, et 3) entraine 2) en
vertu du théoréme 3.3), et la condition 2) ou 3) entraine la condition 1), mais.
I'inverse n’est pas vrai en général.

En effet, comme un espace XA tel que A=2%® n’est pas nécessairement
séquentiellement complet pour la topologie (4, 2%), on ne peut pas appliquer
la méme technique que pour la démonstration du théoréme 1.4.

Par exemple, on voit aisément que

({1=(,1, )}, =1espace vectoriel engendré par {r=(x,);x; |0},
et
1=0,1,-)}#P="respace vectoriel engendré par 1 et ({1}%%),,

par suite, I'espace {1}#? est séparable pour la topologie B{1}P8 {1}%) et on a
{1}P8 = ({1}7),.

Appendice

Nous expliquons notre théorie des espaces de suites semi-parfaits par
analogie avec [4]
Pour tout espace de suites 2, nous définissons
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F={y=(y)ew;sup| x| <co  pour tout r=(x)E}.
nzl ¢=1

Soit /* l'ensemble des suites bornées et soit & un élément de (/<) tel que
{1,6>=1 et <{x,0)>=0 pour tout t=(x)=¢. Nous considérons les produits
scalaires entre 2 et A° par rapport a § comme suit:

i
8,905 =<2 % Y1), 0 pour tout x=(x) < 1 et tout y=_y) € *.
k=1

Comme (LZ %) est un élément de /=, {x,9)s est défini pour tout r=(x;)<1
k=1

et tout y=(y) € 2% 1l est évident que
(5, yds= x4y pour tout t=(x)E A et tout y=(v;) e i*.
i=1

On note que pour tout espace A tel que 1=2% (ou plus généralement, 2
est semi-normal), la topologie forte B(Z, %) sur A est indépendante du choix
de 8. Par conséquent, nous ne considérons que la topologie forte A(4, 2%) sur A.

On obtient facilement les théorémes suivants:

1. Pour gquw'un espace A soit semi-parfait, il faut et il suffit que [lon ait
A=2%,

II. Pour quun espace A soit végulier, il faut et il suffit qu'il existe un espace
semi-parfait p tel que A coincide avec I'adhérence de ¢ dans p pour la topologie
Blu, 1.

1II. Pour tout espace semi-parfait 2, les deux conditions suivantes sont
équivalentes :

D V=17
2) A=2,.
IV. Pour tout espace semi-parfait 2, on a

=),
En général, pour tout espace de suites 4, on a
il el Liaps
Si 2 est normal, on a A*=2f=2%. (On n’a pas cette propriété dans le cas des

espaces de fonctions, car un espace parfait de fonctions 2 n’est pas nécessaire-
ment le dual topologique d’un sous-espace de A*.)

Il semble que le dual d’un espace E d’opérateurs du type fonctionnel ([4]),
correspondant a #-dual, soit de la forme suivante:

EP={Te®; T+xS=(C) pour tout S€E}.
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Note ajoutée

Récemment, le Prof. G. Kéthe a eu la bonté de nous communiquer le

travail de A. Pietsch [8] dont le chapitre I a beaucoup de relations a ce que
nous avons étudié dans notre § 1.

(1]
2]

[3]
[4]
[5]

[6]
7]

[8]
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