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Introduction

L’objet de ce travail est le traitement de l’espace de suites, comme mod\‘ele
de la th\’eorie des espaces vectoriels topologiques.

Dans tout ce qui suit, nous consid\’ererons un espace de suites $\mathfrak{x}=(x_{i})$ de
nombres r\’eels en abr\’eg\’e. Nous d\’esignerons par $\omega$ l’espace de toutes les
suites et par $\varphi$ l’espace des suites telles que les coordonn\’ees soient nulles
sauf un nombre fini d’entre elles.

Dans \S 1, nous \’etudions la structure des espaces parfaits, c’est-\‘a-dire,
“ vollkommene Raume “ de Kothe, en particulier les espaces parfaits tonnel\’es
ou bornologiques. Pour tout espace de suites $\lambda,$ le dual $\lambda^{*}$ au sens de K\"othe

est d\’efini comme 1‘ensemble des suites $\mathfrak{x}=(x_{i})$ telles que

$\sum_{i=J}^{\infty}|x_{i}y_{i}|<\infty$ pour tout $\mathfrak{h}=(y_{i})\in\lambda$ .

Nous consid\’erons deux autres duals $\lambda^{\prime}$ et $\lambda\#$ de l’espace $\lambda$ . Pour chercher les
conditions pour \^etre tonnele ou bornologique, nous d\’efinissons deux sous-
espaces $\lambda_{r}$ et $\lambda_{0}$ de l’espace parfait $\lambda$ , tel que

$(\lambda_{r})^{\prime}=(\lambda_{r})^{*}=(\lambda_{0})\#=(\lambda_{0})^{\prime}=(\lambda_{0})^{*}=\lambda^{*}$ .
(Les d\’efinitions 1.1 et 1.2.) L’espace $\text{{\it \‘{A}}}_{r}$ (resp. $\lambda_{0}$) est le maximum des sous-
espaces $\mu$ de $\lambda$ tels qu’ils contiennent $\varphi$ et soient tonnel\’es (resp. bornologiques)
pour la topologie de Mackey $\tau(\mu, \lambda^{*})$ (le th\’eor\‘eme 1.2 et le corollaire 2 du
th\’eor\‘eme 1.3).

Dans \S 2, comme application de notre th\’eorie, nous donnons un exemple
des espaces parfaits qui sont tonnel\’es (plus precis\’ement, les compl\’et\’es des
sous-espaces bornologiques) et non-bornologiques, utilisant l’Hypoth\‘ese de
Continuum. C’est une r\’eponse (presque n\’egative) \‘a un probl\‘eme de K\"othe

[6, p. 422] qui demande si l’espace parfait tonnel\’e est n\’ecessairement borno-
logique ou non, et en m\^eme temps c’est une r\’eponse (presque n\’egative) \‘a un
probl\‘eme de Dieudonn\’e [2, p. 504] qui demande si le compl\’et\’e de l’espace
bornologique est n\’ecessairement bornologique ou non.

Dans \S 3, nous \’etudions la dualit\’e entre un espace de suites $\lambda$ et son
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$\beta$ -dual $\text{{\it \‘{A}}}_{l^{J}}^{\prime}\vee$ qui est d\’efini comme l‘ensemble des suites $\mathfrak{x}=(x_{i})$ telles que

$\sum_{i-1}^{\infty}x_{i}y_{i}$ convergent pour tout $\mathfrak{h}=(y_{t})\in\lambda$ .

Dans notre th\’eorie, la propri\’et\’e la plus fondamentale est que tout espace
parfait $\lambda$ est le dual topologique d’un sous-espace de $\lambda^{*}$ pour la topologie
forte. Malheureusement cela n’est pas vrai pour l’espace $\lambda$ tel que $\lambda=\lambda^{\beta\beta}$ .
(Ce n’est pas vrai non plus pour l’espace parfait de fonctions en g\’en\’eral.)
Par suite, nous d\’efinissons une cat\’egorie d’espaces de suites avec cette pro-
pri\’et\’e, qui s’appellent ” espaces semi-parfaits”.

Ant\’erieurement, un des auteurs a publie’ un travail sur les espaces de
fonctions [4], dans lequel les espaces de fonctions (g\’en\’eralis\’ees) semi-parfaits
ont \’et\’e d\’efinis. Ils correspondent \‘a nos espaces de suites semi-parfaits.

Nous utiliserons les notations suivantes. Soit $E,$ $F$ deux espaces vectoriels
en dualit\’e. Nous d\’esignerons par $\sigma(E, F)$ la topologie faible sur $E$, par $\tau(E, F)$,

la topologie de Mackey sur $E$ et par $\beta(E, F)$ la topologie forte sur $E$ ($c’ est$ -\‘a-
dire, la topologie de la convergence uniforme sur les parties born\’ees de $F$

pour la topologie $\sigma(F, E))$ . Quand $E$ est muni d’une topologie, $E^{\prime}$ d\’esigne le
dual topologique de $E$ et $E\# 1$ ‘espace des formes lin\’eaires born\’ees sur $E$ pour
la topologie envisag\’ee. Par suite, on a $ E^{\prime}=E\#$ si $E$ est bornologique.

\S 1. Espaces parfaits

Nous commencerons par expliquer des propri\’et\’es bien connues sur les
espaces parfaits. Pour tout espace de suites $\lambda$ , on d\’enote

$\lambda^{*}=$ { $\mathfrak{x}=(x_{i});\sum_{i=1}\infty|x_{i}y_{i}|<\infty$ pour tout $\mathfrak{h}=(y_{i})\in\lambda$ }.

Alors $\lambda$ et $\lambda^{*}$ sont en dualit\’e pour la forme bilin\’eaire canonique

$\langle \mathfrak{x}, \mathfrak{y}\rangle=\sum_{i=1}^{\infty}x_{i}y_{i}$ .

Pour tout espace de suites $\lambda$ , il est clair que $\lambda\subset\lambda^{**}$ . Un espace de suites $\chi$

s’appelle un espace de Kothe ou un espace parfait lorsque $\lambda=\lambda^{**}$ .
On dit qu’une partie $ A\subset\omega$ est normale si les relations $\mathfrak{x}=(x_{i})\in A$ ,

$\mathfrak{h}=(y_{i})\in\omega$ et $|y_{i}|\leqq|x_{i}|$ pour tout $i$ entrainent $\mathfrak{h}=(y_{i})\in A$ . Par exemple,
$\varphi,$

$\omega$ et tout espace parfait sont normaux. Pour une partie quelconque $ A\subset\omega$,
l’enveloppe normale de $A$ est 1‘ensemble des suites $\mathfrak{h}=(y_{i})$ telles que $|y_{i}|\leqq|x_{i}|$

(pour tout i) pour une suite $\mathfrak{x}=(x_{i})$ de $A$ au moins.
Un espace normal $\mu$ sera toujours, sauf mention expresse du contraire,

consid\’er\’e comme espace muni de la topologie $\beta(\mu, \mu^{*})$ . Par suite, $\mu^{\prime}$ (resp.
$\mu\#)$ signifie le dual topologique de $\mu$ (resp. 1‘espace des formes lin\’eaires born\’ees
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sur $/l$) pour la topologie $\beta(\mu, \mu^{*})$ .
Les deux theor\‘emes fondamentaux sont d\^us \‘a Kothe [5].
TH\’E $OR\grave{\text{\‘{E}}}$ME’ A. Tout espace parfait $\lambda$ est s\’equentiellement complet pour la

topologie $\sigma(\lambda, \lambda^{*})$ .
TH\’EOR\‘EME B. Tout espace parfait $\lambda$ est complet pour la topologie $\tau(\lambda, \lambda^{*})$

et pour la topologie $\beta(\lambda, \lambda^{*})$ .
Nous d\’efinissons maintenant les deux sortes de sous-espaces des espaces

parfaits qui jouent un r\^ole essentiel dans cette \’etude.

D\’EFINITION 1.1. Soit $\lambda$ un espace parfait. Nous d\’esignerons par $\lambda_{r}$ l’ad-
h\’erence de $\varphi$ dans $\lambda$ pour la topologie $\beta(\lambda, \lambda^{*})$ . $\lambda_{r}$ s’appelle le sous-espace
r\’egulier de $\lambda$ . Nous dirons qu’un espace de suites $\mu$ est r\’egulier si $\mu=\lambda_{r}$ pour
un espace parfait $\lambda$ convenable.

D\’EFINITION 1.2. Soit $\lambda$ un espace parfait. Nous d\’esignerons par $\lambda_{0}$ l’ad-
h\’erence de $\varphi$ dans $\lambda$ pour la topologie bornologique associ\’ee \‘a la topologie
$\beta(\lambda, \lambda^{*}),$ $c’ est$ -\‘a-dire, la plus fine parmi les topologies localement convexes sur
$\lambda$ pour lesquelles les parties born\’ees de $E$ sont les m\^emes que pour la topologie
$\beta(\lambda, \lambda^{*})$ .

On voit ais\’ement que $\lambda_{\gamma}$ et $\lambda_{0}$ sont normaux, et on a $\varphi\subset\lambda_{0}\subset\lambda_{r}\subset\lambda$ .
Nous commencerons par prouver quelques lemmes.
LEMME 1.1. Soit $\lambda$ un espace parfait. Toute partie $B$ de $\lambda$ convexe, cercl\’ee

et compacte pour la topologie $\sigma(\lambda, \varphi)$ est bornee pour la topologie $\beta(\lambda, \lambda^{*})$ .
$D^{\prime}E$ MONSTRATION. Un espace $\lambda_{B}$ engendr\’e par $B$ est un espace de Banach

muni de la boule unit\’e $B$ . Donc, $B$ est absorbee par tout tonneau par
rapport \‘a \sigma $($ \‘A, $\varphi)$ (tonneau signifie un ensemble convexe, cercl\’e, absorbant et
ferm\’e), c’est-\‘a-dire,

$\sup_{\mathfrak{x}\in B,0\in A}|\langle \mathfrak{x}, \mathfrak{y}\rangle|<\infty$

pour toute partie $A$ de $\varphi$ born\’ee pour $\sigma(\varphi, \lambda)$ . Soit $C$ une partie born\’ee de $\lambda^{*}$

pour $\sigma(\lambda^{*}, \lambda)$ . Comme $\lambda$ est normal, l’enveloppe normale $N_{c}$ de $C$ est born\’ee
pour $\sigma(\lambda^{*}, \lambda)$ , donc $\varphi\cap N_{c}$ est born\’ee pour $\sigma(\varphi, \lambda)$ . Par cons\’equent, on a

$\sup_{\mathfrak{x}\in B,\mathfrak{y}\in C}|\langle \mathfrak{x}, \mathfrak{y}\rangle|\leqq\sup_{\mathfrak{x}\in B,r\in\varphi\cap N_{C}}|\langle \mathfrak{x}, \mathfrak{y}\rangle|<\infty$
,

ce qui signifie que $B$ est born\’ee pour $\beta(\lambda, \lambda^{*})$ .
LEMME 1.2. Soit $\lambda$ un espace parfait. On d\’esigne par $\varphi_{\tau}$ l’espace $\varphi$ muni

de la topologie induite par la topologie \mbox{\boldmath $\beta$} $($\‘A, $\lambda^{*})$ . Alors on a
$\lambda^{*}=(\varphi_{r})^{\prime}=(\varphi_{\tau})\#$ .

$D^{\prime}E$ MONSTRATION. Il est clair que
$(\varphi_{\tau})^{\prime}\subset(\varphi_{\tau})\#\subset\omega$ .

Comme $\varphi$ est total sur $\lambda^{*}$, on a $\lambda^{*}\cap\varphi^{\perp}=\{0\}$ , o\‘u $\varphi^{\perp}=\{\mathfrak{y}\in\lambda^{\prime}$ ; $\langle \mathfrak{x}, t)\rangle=0$ pour
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tout $\mathfrak{x}\in\varphi$ }. Par suite,

$\varphi_{r}^{\prime}=\lambda^{\prime}/\varphi^{\perp}\supset\lambda^{*}/(\lambda^{*}\cap\varphi^{\perp})=\lambda^{*}$ .
Donc, il suffit de d\’emontrer que $(\varphi_{r})^{B}\subset\lambda^{*}$ . Soit $t$) $=(y_{i})$ un \’el\’ement de $(\varphi_{\tau})\#$ .
Pour tout \’el\’ement $\mathfrak{x}=(x_{i})$ de $\lambda$ , l’ensemble { $(e_{1}x_{1},\epsilon_{2}x_{2}, \cdot.. , \epsilon_{n}x_{n}, 0,0, \cdots);\epsilon_{i}=1$ ou
$-1,$ $n\geqq 1$ } est born\’e dans $\varphi_{r}$ . On a donc

$\sup_{n\geqq 1i}\sum_{=1}^{n}|x_{i}y_{i}|<\infty$ ,

comme $\mathfrak{h}$ est une forme lin\’eaire born\’ee sur $\varphi$ .. Cela entraine que $\mathfrak{h}=(y_{i})\in\lambda^{*}$ .
$CoROLLAIRE$ . Soit $\lambda$ un espace parfait. Alors, pour tout espace $\mu$ tel que

$\varphi\subset\mu\subset\lambda_{r}$ , la topologie $\tau$ sur $\mu$ induite par la topologie $\beta(\lambda, \lambda^{*})$ est \’egale \‘a la
topologie $\tau(\mu, \lambda^{*})$ .

En effet, il re’sulte du lemme pre’ce’dant et de la d\’efinition de $\lambda_{r}$ que $\tau$ est
moins fine que $\tau(\mu, \lambda^{*})$ . Par suite, il suffit de v\’erifier que toute partie con-
vexe, cercl\’ee et \’equicontinue pour $\tau\cdot(\mu, \lambda^{*})$ , c’est-\‘a-dire, convexe, cercl\’ee et
compacte pour $\sigma(\lambda^{*}, \mu)$ est born\’ee pour $\sigma(\lambda^{*}, \lambda)$ . Mais cela est evident en vertu
du lemme 1.1.

LEMME 1.3. Soit $\lambda$ un espace parfait. Alors on a $(\lambda_{0})^{*}=\lambda^{*}$ , et plus pr\’ecis\’e-
ment les parties born\’ees de $(\lambda_{0})^{*}=\lambda^{*}sont$ les m\^emes pour la topologie $\sigma((\lambda_{0})^{*}, \lambda_{0})$

et pour la lopologie $\sigma(\lambda^{*}, \lambda)$ . Par suite, on a $\beta(\lambda_{0}, (\lambda_{0})^{*})=\beta(\lambda, \lambda^{*})$ sur $\lambda_{0}$ .
D\’EMONSTRATION. Pour tout \’el\’ement $\mathfrak{x}=(x_{i})$ de $\lambda,$ la partie $B=\{\mathfrak{h}=(y_{i})$ ;

$\lim_{i\rightarrow\infty}y_{i}/x_{i}=0,$
$|y_{i}|\leqq|x_{i}|$ } est contenue dans $\lambda_{0}$ et born\’ee pour $\sigma(\lambda_{0}, \varphi)$ . Alors,

comme $\lambda_{B}$ , l’espace engendr\’e par $B$ muni de la boule unite $B$, est un espace
de Banach, $B$ est absorb\’ee par tout tonneau par rapport \‘a $\sigma(\lambda_{0}, \varphi)$ , autrement
dit, $B$ est bornee pour $\beta(\lambda_{0}, \varphi)$ . Soit $A$ une partie de $(\lambda_{0})^{*}$ normale et bornee
pour $\sigma((\lambda_{0})^{*}, \lambda_{0})$ . Comme $ A\cap\varphi$ est born\’ee pour $\sigma(\varphi, \lambda_{0})$ , on a

$\sup_{\in B,\mathfrak{z}\in A\cap\varphi}|\langle \mathfrak{y}, \partial\rangle|<\infty$
,

$d’ 0\grave{u}$

$\sup_{n\geqq 1,(z_{i})\in A}\sum_{i=1}^{n}|x_{i}z_{i}|<\infty$ ,

puisque l’ensemble {($\epsilon_{1}x_{1},$ $\epsilon_{2}x_{2},$
$\cdots$ , $e_{n}x.,$ $0,0,$ $\cdots$ ) $;e_{i}=1$ ou $-1,$ $n\geqq 1$ } est contenu

dans $B$ . Cela signifie que $A$ est contenue dans $\lambda^{*}$ et born\’ee pour $\sigma(\lambda^{*}, \lambda)$ .
$CoROLLAIRE$ . Soit $\lambda$ un espace parfait. Alors on a $(\lambda_{r})^{*}=\lambda^{*}$ , et $\beta(\lambda_{\gamma}, (\lambda_{r})^{*})$

$=\beta(\lambda, \lambda^{*})$ sur $\lambda_{\gamma}$ .
En effet, comme $\lambda_{0}\subset\lambda_{r}\subset\lambda$ , on a $(\lambda_{0})^{*}\supset(\lambda_{r})^{*}\supset\lambda^{*}$ . Donc, en vertu du

lemme 1.3, on obtient aussit\^ot ce corollaire.
TH\’EOR\‘EME 1.1. Soit $\lambda$ un espace parfait. Alors on a

$(\lambda_{r})^{\prime}=(\lambda_{r})^{*}=\lambda^{*}$ .
Par suite, le sous-espace r\’egulier $\lambda_{\gamma}$ de $\lambda$ est tonnel\’e pour la topologie $\beta(\lambda_{r}, (\lambda_{r})^{*})$ .
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En effet, en vertu de la d\’efinition de $\lambda_{r}$, du lemme 1.2 et du corollaire du
lemme 1.3, ce th\’eor\‘eme est directement \’etabli. $c$ . $q$ . $f$ . $d$ .

Pour les espaces vectoriels topologiques abstraits, expliquons la conver-
gence au sens de Mackey, notion importante pour rechercher les espaces $borno\sim$

logiques ([7], [3]). Soit $E$ un espace localement convexe. On dit $qu’ une$.

suite $\{\mathfrak{x}_{n}\}$ dans $E$ converge vers $\mathfrak{x}_{\infty}\in Eau$ sens de Mackey, s’il existe une suite
$\{\epsilon_{n}\}$ convergente vers $0$ et une partie $B$ de $E$ born\’ee telles que

$(\mathfrak{x}_{n}-\mathfrak{x}_{\infty})/e_{n}\in B$ pour tout $n$ .
Soit $E_{0}$ un sous-espace dense dans $E$, qui est bornologique pour la topologie

induite par celle de $E$. Nous d\’esignerons par $\tilde{E}_{0}$ l’enveloppe ferm\’ee de $E_{0}$

dans $E$ pour la convergence au sens de Mackey. Autrement dit, soit $l2$ le
plus petit nombre ordinal de puissance $\aleph_{1}$ Nous posons $E_{0}^{(0)}=E_{0}$ . Pour tout
nombre ordinal $\alpha<\Omega$ , s’il existe $\alpha-1$ , nous posons

$E_{0}^{(a)}=$ { $\mathfrak{x}\in E;\mathfrak{x}$ est la limite d’une suite $t\mathfrak{x}_{n}$ } $\subset E_{0}^{(\alpha-1)}$

pour la convergence au sens de Mackey}

et si $\alpha$ est un nombre ordinal limite,

$E_{0}^{(a)}=\bigcup_{\beta<\alpha}E_{0}^{(\beta)}$ .

Alors, $E_{0}$ se d\’enote par $\bigcup_{\alpha<\Omega}E_{0}^{(\alpha)}$ . Comme $E_{0}$ est bornologique, dans $\cdot cette$ con-
struction, toute forme lin\’eaire born\’ee sur $E_{0}$ se prolonge uniquement en une
forme lin\’eaire born\’ee sur $E_{0}^{(\alpha)}$ pour chaque $\alpha<l2$ , par induction transfinie.
Donc, tout sous-espace $F$ de $E$ tel que $\tilde{E}_{0}\supset F\supset E_{0}$ , est aussi bornologique. Un
r\’esultat int\’eressant de Mackey dit que si un sous-espace $H$ de $E$ est tel que
l’on ait $H\supset\tilde{E}_{0}$ , et $H/\tilde{E}_{0}$ soit l-dimensional, il est n\’ecessairement non-borno-
logique.

On voit ais\’ement que tout espace parfait $\lambda$ est complet pour la conver-
gence au sens de Mackey, donc $\lambda_{r}$ et $\lambda_{0}$ sont aussi complet pour la m\^eme

convergence.
LEMME 1.4. Soit $\mu$ un espace normal, contenant $\varphi$ et complet pour la con-

vergence au sens de Mackey. Alors, toute forme lin\’eaire $l$ sur $\mu$ qui est born\’ee
sur l’enveloppe normale $N_{\mathfrak{x}}$ de chaque \’el\’ement $\mathfrak{x}=(x_{i})$ de $\mu$ , est born\’ee pour la
topologie $\beta(\mu, \mu^{*})$ .

D\’EMONSTRATION. Soit $l$ une forme lin\’eaire ci-dessus mentionn\’ee. Si $l$

n’\’etait pas born\’ee pour $\beta(\mu, \mu^{*})$, il existerait une partie $B$ de $\mu$ normale et
born\’ee pour $\beta(\mu, \mu^{*})$ telle que

$\sup_{\mathfrak{x}\in B}|\langle x, l\rangle|=\infty$

et par suite, il existerait une suite $t\mathfrak{x}_{n}=(x_{i}^{(n)})$ } des \’el\’ements de $B$ telle que
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$(*)$ $|\langle \mathfrak{x}_{n}, l\rangle|>2^{3n}$ pour tout $n$ .
On pose $|\mathfrak{x}_{n}|=$ $(|x_{i}^{(n)} )$ pour tout $n$ . Comme $\mu$ est complet pour la convergence

au sens de Mackey, $\sum_{n=1}^{\infty}2^{-n}|\mathfrak{x}_{n}|$ converge dans $\mu$ . Soit $\mathfrak{x}=\sum_{n=1}^{\infty}2^{-n}|\mathfrak{x}_{n}|,$ $N_{\mathfrak{x}}=1’ en-$

veloppe normale de $\mathfrak{x}$ , et $\mu_{Ng}=1$ ‘espace de Banach engendr\’e par $N_{\mathfrak{x}}$ muni de

la boule unit\’e $N_{\mathfrak{x}}$ . Alors $\sum_{n=1}^{\infty}2^{-2n}\mathfrak{x}_{n}$ converge dans $\mu_{N}$ . Comme $l$ est continue

sur $\mu_{N},$ $\langle\sum_{n=1}^{\infty}2^{-2n}\mathfrak{x}_{n}, l\rangle$ converge. D’autre part, par $(*),\sum_{n=1}^{\infty}2^{-2n}\langle \mathfrak{x}_{n}, l\rangle$ diverge;

nous obtenons donc une contradiction.
LEMME 1.5. Soit $\lambda$ un espace parfait et soit $\mu$ un espace normal tel que

$\varphi\subset\mu\subset\lambda$ . Alors, toute forme lin\’eaire $l$ sur $\mu$ , qui est born\’ee sur $ N_{\mathfrak{x}}\cap\mu$ pour
chaque \’el\’ement $\mathfrak{x}=(x_{i})$ de $\lambda$ , o\‘u $N_{\mathfrak{x}}$ est l’enveloppe normale de $\mathfrak{x}=(x_{i})$ , se prolonge

en une forme lin\’eaire born\’ee 7 sur $\lambda$ .
D\’EMONSTRATION. Comme $l$ est born\’ee sur $N_{\mathfrak{x}}$ de chaque $x=(x_{i})$ de $\mu,$

$l$

se represente comme difference de deux formes lin\’eaires positives sur $\mu$ .
Donc, sans perdre la g\’en\’eralit\’e, nous supposons que $l\geqq 0$ . Nous d\’efinissons
la fonction finie $ l\sim$ sur l’ensemble des \’el\’ements $X=(x_{i})\geqq 0$ de $\lambda$ par la relation

$\langle \mathfrak{x}, l\rangle=\sup_{\mathfrak{v}\in\mu^{0}\cong \mathfrak{y}\leqq \mathfrak{x}}\langle \mathfrak{y}, l\rangle\sim,\cdot$

Comme $\mu$ est normal, 7 se prolonge en une forme line’aire positive sur $\lambda$ (qu’on

notera encore $\overline{l}$). Alors, 7 est born\’ee sur $N_{\mathfrak{x}}$ de tout $\mathfrak{x}=(x_{i})$ de $\lambda$ , et $d’ apr\grave{e}s$

le lemme 1.4, 7 est born\’ee pour $\beta(\lambda, \lambda^{*})$ .
TH\’EOR\‘EME 1.2. Soit $\lambda$ un espace parfait et soit $\mu$ un espace tel que

$\varphi\subset\mu\subset\lambda$ . Dans ces conditions, si $\mu\subset\lambda_{0}$ et $\mu$ est normal, $\mu$ est bornologique
pour la topologie $\tau(\mu, \lambda^{*})$ . Inversement, si $\mu$ est bornologique pour la topologie
$\tau(\mu, \lambda^{*})$ , on a $\mu\subset\lambda_{0}$ .

$D^{\prime}\text{\’{E}} MONSTRATION$ . D’abord, nous supposons que $\mu\subset\lambda_{0}$ et $\mu$ est normal.
Tout revient \‘a prouver que l’espace des formes lin\’eaires born\’ees sur $\mu$ pour
$\tau(\mu, \lambda^{*})$ coIncide avec $\lambda^{*}$ . Soit $l$ une forme lin\’eaire born\’ee sur $\mu$ pour $\tau(\mu, \lambda^{*})$ .
Alors, $l$ est born\’ee pour $\sigma(\mu, \lambda^{*})$ , et pour tout $\mathfrak{x}=(x_{i})$ de $\lambda,$ $ N_{\mathfrak{x}}\cap\mu$ est born\’ee
pour $\sigma(\mu, \lambda^{*})$ . Donc, en vertu du lemme 1.5, [ se prolonge en une forme lin\’eaire
born\’ee 7 sur $\lambda$ , et en vertu du lemme 1.2, la restriction $\sim l|\varphi$ de $ l\sim$ sur $\varphi$ appar-
tient \‘a $(\varphi_{\tau})^{\prime}=\lambda^{*}$ . Comme $ l\sim$ est continue pour la topologie bornologique as-
soci\’ee \‘a $\beta(\lambda, \lambda^{*})$ , pour laquelle $\varphi$ est dense dans $\lambda_{0},$

$l$ s’identifie avec $ l|\varphi\sim$ .
Ensuite, nous supposons que $\mu$ contient un \’el\’ement $\mathfrak{x}=(x_{i})\not\in\lambda_{0}$ . Alors,

par la d\’efinition de $\lambda_{0}$ , il existe un \’el\’ement $l$ de $\lambda\#$ orthogonal \‘a $\varphi$ tel que
$\langle \mathfrak{x}, l\rangle\neq 0$ . Comme les \’el\’ements de $\lambda^{*}$ orthogonaux \‘a $\varphi$ se r\’eduisent \‘a un seul
\’el\’ement $0=(0,0, \cdots),$ $1$ n’est \’egal \‘a aucun \’el\’ement de $\lambda^{*}$ , sur $\mu$ . D’autre part,
en vertu du theor\‘eme $B$ , les parties born\’ees de $\lambda$ sont les m\^emes pour $\beta(\lambda, \lambda^{*})$
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et pour $\sigma(\lambda, \lambda^{*})$ , et les parties bornees de $\mu$ sont les m\^emes pour $\tau(\mu, \lambda^{*})$ et
pour $\sigma(\mu, \lambda^{*})$ , donc, les parties born\’ees de $\mu$ pour $\tau(\mu, \lambda^{*})$ sont les intersections
avec $\mu$ des parties born\’ees de $\lambda$ pour $\beta(\lambda, \lambda^{*})$ . Cela signifie que $\mu$ n’est pas
bornologique pour $\tau(\mu, \lambda^{*})$ . $c$ . $q$ . $f$ . $d$ .

Pour un espace parfait $\lambda,$
$\varphi$ est bornologique pour la topologie $\tau$ sur $\varphi$

induite par la topologie $\beta(\lambda, \lambda^{*})$ en vertu du lemme 1.2 et du son corollaire.
Si 1‘enveloppe ferm\’ee $\tilde{\varphi}$ de $\varphi$ dans $\lambda$ pour la convergence au sens de Mackey
ne coincide pas avec $\lambda_{0},$ le sous-espace vectoriel $\mu$ engendr\’e par $\tilde{\varphi}$ et $X=(x_{i})$

$\in\lambda_{0},$ $\in\in\tilde{\varphi}$ , n’est pas bornologique pour la topologie $\tau(\mu, \lambda^{*})$ . Pourtant, les
auteurs ne savent pas s’il existe un tel espace $\lambda$ . (Dans le cas de coordonnees
non-d\’enombrables, Pespace $\omega$ a une telle propri\’et\’e.) Si tel espace n’existe
pas, la condition telle que $\mu$ soit normal, dans le th\’eor\‘eme ci-dessus, n’est
pas necessaire, car tout espace $\mu$ tel que $\tilde{\varphi}\supset\mu\supset\varphi$ est bornologique. Notons
que l’espace $\{(\epsilon_{i}x_{i});(x_{i})\in\lambda, e_{i}\rightarrow 0\}$ est \’egal \‘a $\varphi^{(1)}=\{\mathfrak{x}\in\lambda;\mathfrak{x}$ est la limite d’une
suite $\{\mathfrak{x}_{n}\}\subset\varphi$ pour la convergence au sens de Mackey}, et que l’on a $\tilde{\varphi}\neq\varphi^{(1)}$

en g\’en\’eral.
$CoROLLAIRE$ . Soit $\lambda$ un espace parfait. Alors, l’espace $\lambda_{0}$ est bornologique

pour la topologie $\beta(\lambda_{0}, (\lambda_{0})^{*})=\tau(\lambda_{0}, (\lambda_{0})^{*})$ , et par suite, on a $(\lambda_{0})\#=(\lambda_{0})^{\prime}=(\lambda_{0})^{*}$ .
Le sous-espace r\’egulier $\lambda_{r}$ est le compl\’et\’e d’un espace bornologique pour la topo-
logie $\beta(\lambda, \lambda^{*})$ .

En effet, comme $\lambda$ est complet pour $\beta(\lambda, \lambda^{*})$ en vertu du theor\‘eme $B,$ $\lambda_{r}$

est complet pour $\beta(\lambda, \lambda^{*})$ , donc, $\lambda_{r}$ est le complet\’e de 1‘espace bornologique $\lambda_{0}$ .
TH\’EOR\‘EME 1.3. Soit $\lambda$ un espace parfait, et soit $\mu$ un espace normal et

complet tel que l’on ait $\mu\supset\varphi$ et $\mu^{\prime}=\lambda^{*}$ . Alors, on a $\mu=\lambda_{\gamma}$ .
D\’EMONSTRATION. D’abord $\mu^{*}\subset\mu^{\prime}=\lambda^{*}$ . $Soit\mathfrak{h}=(y_{i})un\acute{e}1\acute{e}mentde\mu^{\prime}=\lambda^{*}$ .

Pour un \’el\’ement quelconque $X=(x_{i})$ de $\mu,$ $\mathfrak{h}=(y_{i})$ est born\’e sur l’enveloppe
normale $N_{\mathfrak{x}}$ , et par suite

$\sum_{i=1}^{\infty}|x_{i}y_{i}|<\infty$ ,

$c’ est$ -\‘a-dire, $\mathfrak{h}=(y_{i})\in\mu^{*}$ . Donc, $\mu^{*}=\lambda^{*}$ et $\mu\subset\mu^{**}=\lambda^{**}=\lambda$ . Sur $\mu$ , on a
$\beta(\mu, \mu^{*})=\beta(\lambda, \lambda^{*})$ . En effet, il est \’evident que $\beta(\mu, \mu^{*})$ est plus fine que
$\beta(\lambda, \lambda^{*})$ . Soit $B$ une partie de $\mu^{*}=\lambda^{*}$ convexe, cercl\’ee, ferm\’ee et born\’ee pour
$a(\mu^{*}, \mu)$ . Alors, comme on a $\mu^{\prime}=\mu^{*},$ $B$ est compact pour $\sigma(\mu^{*}, \mu)$ , a fortiori,
pour $\sigma(\mu^{*}, \varphi)=\sigma(\lambda^{*}, \varphi)$ , et en vertu du lemme 1.1, $B$ est born\’ee pour $\beta(\lambda^{*}, \lambda)$ ,

a fortiori, pour $\sigma(\lambda^{*}, \lambda)$ . Par suite, $\beta(\lambda, \lambda^{*})$ est plus fine que $\beta(\mu, \mu^{*})$ . Ensuite,
si nous prouvons que $\varphi$ est dense dans $\mu$ pour $\beta(\mu, \mu^{*})$ , on obtient que $\mu=\lambda_{\gamma}$ .
Si $\varphi$ n’etait pas dense dans $\mu$ pour $\beta(\mu, \mu^{*})$ , il existerait un \’el\’ement $\mathfrak{h}\neq 0$ de
$\mu^{\prime}$ tel que $\langle \mathfrak{x}, \mathfrak{y}\rangle=0$ pour tout $\mathfrak{x}\in\varphi$ . D’autre part, un \’el\’ement de $\lambda^{*}$ ortho-
gonal \‘a $\varphi$ est n\’ecessairement $0$ , on obtient donc une contradiction.

COROLLAIRE 1. Soit $\lambda$ un espace parfait et soit $\mu$ un espace normal tel que
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$\lambda_{\gamma}\subset\mu\subset\lambda$ . Dans ces conditions, pour que l’on ait $\lambda_{\gamma}=\rho\ell$ , il faut et il suffit que
l’on ait $\lambda^{*}=\mu^{\prime}$ .

En effet, en vertu du th\’eor\‘eme 1.1, la relation $\lambda_{r}\subset\mu\subset\lambda$ entraine que
$\lambda^{*}=\mu^{*}\subset\mu^{\prime}$ . Si $\lambda^{*}=\mu^{\prime}$ , on a $\mu=\lambda_{r}$ d’apr\‘es le th\’eor\‘eme 1.3, et reciproque-
ment, d’apr\‘es le th\’eor\‘eme 1.1. $c$ . $q$ . $f$ . $d$ .

Il r\’esulte du th\’eor\‘eme 1.3 que pour un espace parfait $\lambda,$ le sous-espace
r\’egulier $\lambda_{r}$ est le maximum des sous-espaces normals, contenant $\varphi$ tels que
les duals topologiques coincident avec $\lambda^{*}$ . Par suite, on a le corollaire suivant.

COROLLAIRE 2. Pour un espace parfait $\lambda$ , le sous-espace r\’egulier $\lambda_{r}$ est le
maximum des sous-espaces $\mu$ normals, contenant $\varphi$ et tonnel\’es pour la topologie
de Mackey $\tau(\rho\ell, \lambda^{*})$ .

En effet, soit pt un sous-espace de $\lambda$ , normal, contenant $\varphi$ et tonnel\’e pour
$\tau(\mu, \lambda^{*})$ . Alors, on a $\mu^{*}=\lambda^{*}$ . Car, s’il existait un \’el\’ement $\mathfrak{x}=(x_{i})\in\mu^{*},$ $\not\in\lambda^{*}$ ,
$N_{\mathfrak{x}}\cap\lambda^{*}$ serait convexe, fermee et born\’ee pour $\sigma(\lambda^{*}, \mu)$ et ne serait pas com-
pacte pour $\sigma(\lambda^{*}, \mu)$ , ce qui est absurde, puisque $\mu$ est tonnel\’e pour $\tau(\mu, \lambda^{*})$ .
Comme $\mu$ est tonnel\’e pour $\tau(l, \lambda^{*})$ , on a $\tau(l, \lambda^{*})=\beta(\mu, \mu^{*})$ et donc $\mu^{\prime}=\lambda^{*}$ .
Ensuite nous appliquons le th\’eor\‘eme 1.3. $c$ . $q$ . $f$ . $d$ .

Le th\’eor\‘eme suivant est essentiellement d\^u \‘a Kothe [5].
TH\’EOR\‘EME 1.4. Soit $\lambda$ un espace parfait. Les trois conditions suivantes

sont \’equivalentes;

1) $\lambda$ est s\’eparable pour la topologie $\beta(\lambda, \lambda^{*})$ .
2) $\lambda^{\prime}=\lambda^{*}$ .
3) $\lambda=\lambda_{r}$ .
D\’EMONSTRATION. $1$) $\subset\Rightarrow 2$). Pour un \’el\’ement quelconque $l$ de $\lambda^{\prime}$ , il existe

un voisinage $V$ de $0$ dans $\lambda$ pour $\beta(\lambda, \lambda^{*})$ tel que l’on ait $l\in V^{0}$ o\‘u $V^{0}$ d\’esigne
l’ensemble polaire de $V$ dans $\lambda^{\prime},$ $c’ est$ -\‘a-dire, $V^{0}=\{\mathfrak{h}\in\lambda^{\prime};|\langle \mathfrak{x}, \mathfrak{y}\rangle|\leqq 1$ pour
tout $\mathfrak{x}\in V$ }. De la d\’efinition de $\beta(\lambda, \lambda^{*})$ , il existe une partie $B$ de $\lambda^{*}$ convexe,
cercl\’ee et born\’ee pour $\sigma(\lambda^{*}, \lambda)$ telle que l’on ait $B^{0}\subset V$, et par suite, $l\in V^{0}\subset B^{00}$ .
Comme $B^{00}$ est \’equicontinu pour $\beta(\lambda, \lambda^{*})$ et ferm\’e pour $\sigma(\lambda^{\prime}, \lambda)$ , il est compact
pour $\sigma(\lambda^{\prime}, \lambda)$ , et si $\lambda$ est s\’eparable pour $\beta(\lambda, \lambda^{*}),$ $B^{00}$ est m\’etrisable pour $\sigma(\lambda^{\prime}, \lambda)$ .
Comme $B^{00}$ est l’adherence de $B$ pour $\sigma(\lambda^{\prime}, \lambda)$ , il est identique au compl\’et\’e
s\’equentiel de $B$ pour $\sigma(\lambda^{\prime}, \lambda)$ . En vertu du th\’eor\‘eme $A,$ $\lambda^{*}$ est s\’equentiellement
complet pour $\sigma(\lambda^{*}, \lambda)$ , on a donc $l\in B^{00}\subset\lambda^{*}$ , par suite $\lambda^{\prime}\subset\lambda^{*}$ . D’autre part
$\lambda^{\prime}\supset\lambda^{*}$ .

$2)\subset>3)$ . Soit $\mathfrak{x}=(x_{i})$ un \’el\’ement quelconque de $\lambda$ . Alors la suite $\{\mathfrak{x}_{n}\},$ o\‘u
$\mathfrak{x}_{n}=(x_{1}, x_{2}, \cdots, x_{n}, 0,0, \cdots)\in\varphi$ , converge vers $\mathfrak{x}=(x_{i})$ pour $\sigma(\lambda, \lambda^{*})$ . Donc, $\varphi$ est
dense dans $\lambda$ pour $\sigma(\lambda, \lambda^{*})$ et aussi pour $\sigma(\lambda, \lambda^{\prime})$ par 1‘assomption. Comme $\varphi$

est dense pour toute topologie arbitraire pour laquelle le dual topologique de
$\lambda$ coincide avec $\lambda^{\prime},$

$\varphi$ est dense pour $\beta(\lambda, \lambda^{*})$ .
$3)\subset\succ 1)$ C’est \’evident.
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\S 2. Contre exemple aux probl\‘emes de K\"othe et de Dieudonn\’e

Nous commengons par donner une condition suffisante pour \^etre r\’egulier.
Soit $\{N_{n}\}$ une suite de parties finies (non vides) d’entiers $\geqq 1$ telle que

$N_{n}$ et $N_{m}$ soient disjoints si $n\neq m$ . Soit $\mu$ un espace normal.
CONDITION (A). Pour toute suite $\{N_{n}\}$ ci-dessus mentionn\’ee et tout \’el\’ement

$\mathfrak{x}=(x_{i})$ de $\mu$ , il existe une suite $\{N_{n_{k}}\}$ extraite de la suite $\{N_{n}\}$ et un \’el\’ement

$\mathfrak{y}=(y_{i})$ de $\mu$ tels que

$\lim_{k\rightarrow\infty}i\in N\inf_{-n_{k}}|\frac{y_{i}}{x_{i}}|=\infty$ .

PROPOSITION 2.1. La condition $(A)$ entra’ne que l’espace $\varphi$ est dense dans
l’espace normal $\mu$ pour la topologie $\beta(\mu, \mu^{*})$ .

$D^{\prime}E$MONSTRATION. Montrons que pour un element quelconque $\mathfrak{x}=(x_{i})\neq 0$

de $\mu,$ la suite $\{\mathfrak{x}_{n}\}$ des \’el\’ements de $\varphi$ , o\‘u $\mathfrak{x}_{n}=$ $(x_{1}, x_{2}, \cdot.. x_{n}, 0,0, \cdots)$ , converge
vers $\mathfrak{x}$ pour $\beta(\mu, \mu^{*})$ . Ici, on peut supposer $x_{i}\geqq 0$ pour tout $i,$ $\mu$ \’etant normal.
Si cette assertion n’\’etait pas satisfaite, il existerait un nombre $e>0$ et une
partie $B$ de $\mu^{*}$ normale et born\’ee pour $\sigma(\mu^{*}, \mu)$ tels que

$\sup_{0\in B}|\langle \mathfrak{x}-\mathfrak{x}_{n}, \mathfrak{y}\rangle|\geqq\epsilon$ pour tout $n$ ,

et donc, il existerait une suite $\{\mathfrak{y}_{n}\}=\{(y_{i}^{(n)})\}$ des \’el\’ements de $B$, o\‘u $y_{i}^{(n)}\geqq 0$

pour tout $n$ et $i$ , et une suite $\{N_{n}\}$ de parties finies d’entiers $\geqq 1$ disjoints
deux \‘a deux telles que

$\sum_{i\in N_{n}}x_{i}y_{i}^{(n)}\geqq-2^{-}\epsilon$ pour tout $n$ .
D’autre part, de la condition (A), il existe une suite $\{N_{n_{k}}\}$ extraite de la suite
$\{N_{n}\}$ et un \’el\’ement $\mathfrak{z}=(z_{i})$ de $\mu$ , o\‘u $z_{i}\geqq 0$ pour tout $i$ , tels que

$\lim_{k\rightarrow\infty}\inf_{i\in N_{n_{k}}}\frac{z_{i}}{x_{i}}=\infty$ .

Par suite, on a
$\lim_{k\rightarrow\infty}\sum_{i\in N_{n_{k}}}z_{i}y_{i}^{(n_{k})}=\infty$

,

ce qui s’oppose au fait que $B$ est born\’ee pour $\sigma(\mu^{*}, \mu)$ . $c$ . $q$ . $f$ . $d$ .
En vertu de la proposition 2.1, un espace parfait satisfaisant \‘a la condi-

tion (A) est r\’egulier. Les auteurs ne connaissent pas si la r\’eciproque est
vraie ou non.

Ensuite, nous consid\’erons une condition n\’ecessaire (mais pas suffisante)

pour que $\mu$ soit bornologique pour la topologie $\tau(\mu, \mu^{*})$ . Ce crit\‘ere est pres-
que evident si l’on consid\‘ere “ la compacit\’e de Cech ” de l’ensemble des en-
tiers $\geqq 1$ .
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PROPOSITION 2.2. Soit $\mu$ un espace normal, contenant $\varphi$ et complet pour la
convergence au sens de Mackey. Alors $\mu$ n’est pas bornologique pour la topo-
logie $\tau(\mu, \mu^{*})$ , si $\mu$ satisfait \‘a la condition suivante:

CONDITION (B). Il existe un ultra-filtre $\mathfrak{F}$ sur l’ensemble des entiers $\geqq 1$ , ne
contenant pas d’\’elements de parties finies, et un \’el\’ement $\mathfrak{a}=(a_{i})$ de $\mu$ tels que
J’on ait

$|\lim_{\mathfrak{F}}\frac{x_{i}}{a_{i}}|<\infty$ pour tout $\mathfrak{x}=(x_{i})$ fix\’e de $\mu$ .

D\’EMONSTRATION. Si $\mu$ satisfait \‘a la condition (B), on peut d\’efinir la
forme lin\’eaire $l$ sur $\mu$ , par la relation

$\langle \mathfrak{x}, l\rangle=\lim\underline{x_{i}}$ pour tout $\mathfrak{x}=(x_{i})$ de $\mu$ .
$\mathfrak{F}$

$a_{i}$

Alors, comme $l$ est born\’ee sur l’enveloppe normale de tout $\mathfrak{x}=(x_{i})$ de $\mu,$
$l$ est

la forme lin\’eaire born\’ee sur $\mu$ pour $\beta(\mu, \mu^{*})$ , en vertu du lemme 1.4. Nous
prouvons que les parties born\’ees de $\mu$ sont les m\^emes pour $\beta(\mu, \mu^{*})$ et pour
$\tau\cdot(l, \mu^{*})$ , d’o\‘u $l$ est aussi born\’ee sur $\mu$ pour $\tau(\mu, \mu^{*})$ . Soit $B$ une partie de $\mu$

convexe, cercl\’ee, born\’ee et ferm\’ee pour $\tau(\mu, \mu^{*})$ . Comme $\mu$ est complet pour
la convergence au sens de Mackey, l’espace $\mu_{B}$ engendr\’e par $B$ muni de la
boule unit\’e $B$ est un espace de Banach. Donc, $B$ est absorb\’ee par tout ton-
neau, autrement dit, $B$ est born\’ee pour $\beta(\mu, \mu^{*})$ . D’autre part, pour tout
$\mathfrak{x}=(x_{i})$ dans $\varphi$ , on a $\langle \mathfrak{x}, l\rangle=0$ , mais on a $l\neq 0$ puisque $\langle a, l\rangle=1$ , cela \’etant, $l$

n’appartient pas \‘a $\mu^{*}$ ( $=1e$ dual topologique de $\mu$ pour $\tau(l,$ $l^{*})$ ). Donc $\mu$ n’est
pas bornologique pour $\tau(\mu, \mu^{*})$ . $c$ . $q$ . $f$ . $d$ .

Nous supposons maintenant l’Hypoth\‘ese de Continuum. Soit 42 le plus
petit nombre ordinal de puissance $\aleph_{1}=2^{\aleph 0}$ . Nous d\’esignons par { $A^{\alpha}=(a_{i}^{a})$ ;
$\alpha<J2\}$ Pensemble bien ordonn\’e de toutes les suites partielles infinies d’en-
tiers $\geqq 1$ .

Par induction transfinie, nous d\’efinissons un syst\‘eme $\{B^{\alpha}=(b_{i}^{\alpha});\alpha<\Omega\}$

de suites partielles infinies d’entiers $\geqq 1$ .
Nous posons d’abord $B^{1}=A^{1}$ . Quand nous avons d\’efini $B^{\beta}$ pour tout

$\beta<\alpha$ , nous d\’efinissons $B^{\alpha}$ satisfaisant les trois conditions suivantes: (Les

expressions de suite d’entiers $\geqq 1,$ $B^{\alpha},$ $(b_{i}^{a})$ et $(b_{J}^{\alpha}, b_{2}^{\alpha}, \cdots)$ d\’esignent \‘a la fois son
ensemble.)

(1) Pour tout $\beta<\alpha$ , il existe un entier $n$ d\’ependant de $\beta$ tel que l’en-
semble $(b_{n}^{\alpha}, b_{n+1}^{\alpha}, \cdots)$ est contenu dans l’ensemble $(b_{J}^{\beta}, b_{2}^{\beta}, \cdots)$ .

(2) Si $A^{\alpha}\cap B^{\beta}$ est l’ensemble infini pour tout $\beta<\alpha,$ $B^{\alpha}$ est contenu dans
$A^{\alpha}$ , et si $A^{\alpha}\cap B^{\beta}$ est l’ensemble fini pour un $\beta<\alpha$ au moins, $B^{\alpha}$ et $A^{\alpha}$ sont
disjoints.

(3) Pour tout $i$ , on a $b_{i}^{a}>a_{i}^{\alpha}$ .
Pour montrer la possibilit\’e de cette construction, il suffit de construire
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$B^{\alpha}$ satisfaisant les conditions (1) et (2). Comme 1‘ensemble $\{\beta;\beta<\alpha\}$ est
d\’enombrable pour tout $\alpha<\Omega$ , on peut construire une telle $B^{\alpha}$ en vertu du
lemme suivant, o\‘u on applique $A^{\alpha}$ ou $A^{nc}$ ( $=1e$ compl\’ement de $A^{\alpha}$) \‘a $C^{1}$ et
$\{\beta^{\beta};\beta<\alpha\}$ \‘a $\{C^{n};n\geqq 2\}$ .

LEMME 2.1. Soit $\{C^{1}, C^{2}, \cdots , C^{n}, \cdots\}$ un ensemble d\’enombrable de suites par-
tielles infinies d’entiers $\geqq 1$ . Nous supposons que $\bigcap_{k=1}^{n}C^{k}$ est l’ensemble infini pour
tout $n$ . Alors, il existe une suite partielle infinie $C^{\infty}=$ $(c_{1}^{\infty}, c_{2}^{\infty}, \cdots , c_{n}^{\varphi}, \cdots)$ d’entiers
$\geqq 1$ telle que $(c_{n}^{\infty}, c_{n+l}^{\infty}, \cdots)\subset C^{n}$ pour tout $n$ .

D\’EMONSTRATION. Si on pose $\bigcap_{k=I}^{n}C^{k}=D^{n}=$ $(d_{1}^{n}, d_{2}^{n}, \cdots)$ pour tout $n$ , on a
$ D^{1}\supset D^{2}\supset\ldots\supset D^{n}\supset\ldots$ Appliquant le proc\’ed\’e diagonal \‘a $\{D^{n} ; n\geqq 1\}$ , on pose
$c_{n}^{\mathscr{D}}=d_{n}^{n}$ pour tout $n$ . Alors, $c\infty=(c_{1}^{\infty}, c_{2}^{\infty}, \cdots)$ est la suite ci-dessus demand\’ee.
$c$ . $q$ . $f$ . $d$ .

Nous allons prouver que $\{B_{n}^{Ct} ; n\geqq 1, \alpha<\Omega\},$ o\‘u $B_{n}^{a}=(b_{n}^{\alpha}, b_{n+1}^{\alpha}, \cdots)$ , engendre
un ultra-filtre $\mathfrak{F}$ sur l’ensemble des entiers $\geqq 1$ .

En effet, il est \’evident que $\{B_{n}^{\alpha} ; n\geqq 1, \alpha<\Omega\}$ engendre un filtre. Nous
supposons que, ajoutant un ensemble $\{A^{\alpha} ; \alpha\in\Gamma\},$ o\‘u $\Gamma\subset$ {a $<\Omega$ }, l’ensemble
$\{B_{n}^{a};n\geqq 1, \alpha<\Omega\}U\{A^{\alpha};\alpha\in\Gamma\}$ engendre un filtre. Alors pour un $\alpha_{0}\in\Gamma$

quelconque, on a $ A^{a_{0}}\cap B_{n}^{r\ell}\neq\phi$ pour tout $n\geqq 1$ et tout $\alpha<l2$ . Par suite, comme
$A^{\alpha_{0}}\cap B^{\alpha}$ est l’ensemble infini pour tout $\alpha<\alpha_{0}$ , on a $B^{\alpha_{0}}\subset A^{\alpha_{0}}$ de la d\’efinition
de $\{B^{\alpha} ; \alpha<l2\}$ . Donc, il n’existe aucun filtre strictement plus fin que le
filtre engendr\’e par $\{B_{n}^{a} ; n\geqq 1, \alpha<\Omega\},$ $c’ est$ -\‘a-dire, $\{B_{n}^{\alpha} ; n\geqq 1, \alpha<\Omega\}$ engendre
un ultra-filtre $\mathfrak{F}$ .

Maintenant, nous construisons un exemple de l’espace parfait, tonnel\’e et
non-bornologique.

Pour tout $\alpha,$ $ 1\leqq\alpha<\Omega$ , nous d\’efinissons une application $\tau_{a}$ de l’espace des
suites \‘a d\’ecroissance rapide $(s)$ dans $\omega$ par la relation suivante:

$\tau_{a}(\mathfrak{x})=\mathfrak{h}$ pour tout $\mathfrak{x}=(x_{i})\in(s)$ ,

o\‘u $\mathfrak{y}=(y_{i}),$
$y_{b_{n}^{\alpha}}=x_{n}$ et $y_{i}=0$ pour $i\neq b_{n}^{a}$ .

Nous d\’esignons par $\tau_{a}(s)$ l’image par $\tau_{a}$ de $(s)$ , et posons
$\lambda_{a}=(\tau_{a}(s))^{*}$ et $\lambda=\bigcap_{\alpha<J2}\lambda_{\alpha}$ .

Comme $\lambda_{\alpha}$ est parfait pour tout $\alpha<\Omega,$ $\lambda$ est aussi parfait.
LEMME 2.2. L’espace $\lambda$ ci-dessus d\’efini coincide avec son sous-espace r\’egulier

$\lambda_{r}$ . Par suite, $\lambda$ est tonnel\’e pour la topologie $\beta(\lambda, \lambda^{*})$ (th\’eor\‘eme 1.1).
$D^{\prime}\text{\’{E}} MONSTRATION$ . En vertu de la proposition 2.1, tout revient \‘a prouver

que $\lambda$ satisfait \‘a la condition (A). Soit $\{N_{n}\}$ une suite quelconque de parties
finies d’entiers $\geqq 1$ telle que $ N_{n}\cap N_{m}=\phi$ pour $n\neq m$ . Alors, il existe un
$\alpha_{0}<\Omega$ et une suite partielle $\{N_{n_{k}}\}$ de $\{N_{n}\}$ tels que pour tout $\alpha\geqq\alpha_{o}$
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fix\’e, on a $ B^{\alpha}\cap N_{n_{k}}=\phi$ si $k$ est suffisamment grand. En effet, par exemple,

nous divisons $\{N_{n}\}$ en deux $\{N_{2n}\}$ et $\{N_{zn+1}\}$ . Si $B^{\alpha_{0}}\cap(\bigcup_{n=1}^{\infty}N_{2n})$ est l’ensemble

fini pour un $\alpha_{0}$ convenable, $\alpha_{0}$ et $\{N_{2n}\}$ satisfont la condition ci-dessus de-

mand\’ee. Si $B^{\alpha}\cap(\bigcup_{n=1}^{\infty}N_{2n})$ est 1‘ensemble infini pour tout $\alpha<J2$ , de la d\’efinition

de $\{B^{\alpha} ; \alpha<J2\}$ , il existe un $\alpha_{0}$ tel que $B^{a_{0}}\subset\bigcup_{n=1}^{\infty}N_{2n}$ , on a donc $B^{a_{0}}\cap(\bigcup_{n=0}^{\infty}N_{2n+1})$

$=\phi$ , par suite, on adopte ce $\alpha_{0}$ et $\{N_{2n+1}\}$ .
Soit $X=(x_{i})$ un \’el\’ement quelconque de $\lambda$ , c’est-\‘a-dire, $\mathfrak{x}=(x_{i})\in\lambda_{\alpha}$ pour tout

$\alpha<\Omega$ . On pose

$y_{i}=\{nx_{i}0$ $sisi$
$i^{\bigcup_{\infty}N_{n_{k}}}\not\in\bigcup_{k=1}^{i\in}N_{n}k=1$

et $b_{n1}^{a_{\underline{0}}}<i\leqq b_{n}^{c\iota_{0}}$ ,

Alors, il est \’evident que $\mathfrak{y}=(y_{i})\in\lambda_{\alpha}$ pour tout $\alpha\leqq\alpha_{0}$ , et de la propri\’et\’e de
$\{N_{n_{k}}\}$ , il r\’esulte que $\mathfrak{h}=(y_{i})\in\lambda_{\alpha}$ pour tout $\alpha>\alpha_{0}$ , on a donc $!$) $=(y_{i})\in\lambda$ . En
outre, il est clair que

$\lim_{\kappa\rightarrow\infty}\inf_{i\in N_{n_{k}}}|\frac{\mathcal{Y}\iota}{x_{i}}|=\infty$ .

LEMME 2.3. L’espace $\lambda$ n’est pas bornologique pour la topologie $\tau(\lambda,$ $\lambda^{*}\rangle$.
Par suite, $\lambda$ ne $co\tilde{\iota}ncide$ pas avec son sous-espace $\lambda_{0}$ (th\’eor\‘eme 1.2).

D\’EMONSTRATION. Il suffit de d\’emontrer la condition (B) pour l’ultra-filtre
$\mathfrak{F}$ engendre’ par $\{B_{n}^{a} ; n\geqq 1, \alpha<\Omega\}$ et pour $ 1=(1,1, \cdots)\in\lambda$ , en d’autres termes,

$|\lim_{\mathfrak{F}}x_{i}|<\infty$
pour tout $\mathfrak{x}=(x_{i})$ fix\’e de $\lambda$ .

S’il existait un $\mathfrak{x}=(x_{i})\in\lambda$ tel que $\lim x_{i}=\infty$ , il existerait une suite $\{B_{N^{n}}^{\alpha_{n}}\}$ des

\’el\’ements de $\mathfrak{F}$, o\‘u $B_{N_{n}^{n=}}^{\alpha}(b_{N_{n}^{n}}^{a}, b_{N_{n}}^{a_{n_{+1}}},\cdot\cdot)\mathfrak{F}$ tels que
$ B_{N_{1}}^{\alpha_{1}}\supset B_{N_{2}}^{\alpha_{2}}\supset$ $\supset B_{N_{n}}^{a_{n}}\supset\ldots$

et

$\inf_{i\in B_{N_{n}^{n}}^{\alpha}}x_{i}\geqq 2^{n}$

pour tout $n\geqq 1$ .

On pose
$\alpha=\sup_{n\geqq 1}\alpha_{n}$

. Par la d\’efinition de $\{B^{\alpha};\alpha<42\}$ , il existe une suite $(k_{n})$

croissante telle que $B_{k}^{\alpha_{n}}\subset B_{N_{n}}^{\alpha_{n}}$ pour tout $n,$ d’o\‘u

$\inf_{i\in B^{\alpha}.i\geqq b_{k}^{\alpha_{n}}}x_{i}\geqq 2^{n}$

pour tout $n\geqq 1$ .

Comme la suite $(b_{k_{1}}^{a}, b_{k_{2}}^{a}, \cdots , b_{k_{i}}^{\alpha}, \cdots)$ est identique \‘a une certaine $A^{\beta},$ $B^{\beta}=(b_{i}^{\beta})$

est telle que $b_{i}^{\beta}>b_{k_{i}}^{a}$ pour tout $i$. Posons $\gamma=\sup(\alpha, \beta)$ . Alors, comme il
existe un $l$ tel que $B_{\iota}^{r}\subset B^{\alpha}\cap B^{\beta}$ , on a $b_{\iota}^{\gamma}=b_{m}^{\beta}$ pour un $m$ , et pour tout $n\geqq l$,
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$b_{n}^{\gamma}\geqq b_{n+m-l}^{\beta}>b_{k}^{\alpha_{n^{\lrcorner}m-l}}$ , par cons\’equent $x_{b_{n}^{T}}\geqq 2^{n+m-l}$, on a donc $\mathfrak{x}=(x_{i})\not\in\lambda_{\gamma}$ ; nous
obtenons une contradiction. $c$ . $q$ . $f$ . $d$ .

En vertu des lemmes 2.2 et 2.3, notre espace parfait $\lambda$ est tonnel\’e et non-
bornologique pour la topologie $\tau(\lambda, \lambda^{*})=\beta(\lambda, \lambda^{*})$ . De plus, il est le compl\’et\’e
du sous-espace bornologique $\lambda_{0}$ .

\S 3. Espaces semi-parfaits

Dans ce paragraphe, nous consid\’erons le $\beta$ -dual, plus pr\’ecis\’ement, la
th\’eorie correspondant \‘a celle de \S 1, en remplagant la convergence absolue
par la convergence (pas n\’ecessairement absolue).

D\’EFINITION 3.1. Pour tout espace de suites $\lambda$ , on d\’enote

$\lambda^{\beta}=$ { $\mathfrak{h}=(y_{i});\sum_{i=1}^{\infty}x_{i}y_{i}$ converge pour tout $\mathfrak{x}=(x_{i})\in\lambda$ }.

$\lambda$ et $\lambda^{\beta}$ sont en dualit\’e pour la forme bilin\’eaire canonique

\langle X, $t)\rangle$ $=\sum_{i=1}^{\infty}x_{i}y_{i}$ .

Un espace de suites $\lambda$ sera toujours, sauf mention expresse du contraire, con-
sid\’er\’e comme espace muni de la topologie $\beta(\lambda, \lambda^{\beta})$ . Pour tout espace de suites
\‘A, on a $\lambda\subset\lambda^{\beta\beta}$ et $\lambda^{\beta}=\lambda^{\beta\beta\beta}$ . En particulier, soit $\lambda$ un espace de suites tel que
$\text{{\it \‘{A}}}=\lambda^{\beta\beta}$ . Alors, pour que $\lambda$ soit parfait, il faut et il suffit qu’il soit normal.
Par suite, un espace tel que $\lambda=\lambda^{\beta\beta}$ , n’est pas necessairement normal. D\’efinis-

sons une notion qui joue un r\^ole correspondant \‘a normalit\’e.
D\’EFINITION 3.2. Nous dirons qu’une partie $ A\subset\omega$ est semi-normale, si la

relation $\mathfrak{x}=(x_{i})\in A$ entraine $(e_{i}x_{i})\in A$ pour toute suite $(e_{i})$ telle que $0\leqq e_{i}\leqq 1$

et $\epsilon_{i}\downarrow 0$ . (Notation $\epsilon_{i}\downarrow 0$ signifie que la suite $(\epsilon_{i})$ est non-croissante et con-
vergente vers $0.$)

Pour une partie $ A\subset\omega$ , l’enveloppe semi-normale de $A$ est definie par l’en-
semble $\{(\epsilon_{i}x_{i});0\leqq\epsilon_{i}\leqq 1, e_{i}\downarrow 0, \mathfrak{x}=(x_{\dot{t}})\in A\}UA$ .

On d\’eduit imm\’ediatement du lemme suivant, que tout espace $\lambda$ tel que
$\lambda=\lambda^{\beta\beta}$ est semi-normal, car dans ce cas, on a $\lambda=\bigcup_{\mathfrak{x}\in}$.

$\{\mathfrak{x}\}^{\beta\beta}$ .
LEMME 3.1. $\{1=(1,1, \cdots)\}^{\beta\beta}$ est l’espace vectoriel engendr\’e par l’enveloppe

semi-normale de 1. Par suite, $\{\mathfrak{x}=(x_{i})\}^{\beta\beta}$ est la r\’eunion de l’espace engendr\’e
par l’enveloppe semi-normale de $\mathfrak{x}$ et $\varphi$ .

D\’EMONSTRATION. Pour tout $\mathfrak{x}=(x_{i})$ de $\omega$ , on peut repr\’esenter $(x_{i})=(x_{i}^{\prime})-(x_{i}^{\prime\prime})$ ,

o\‘u $x_{i^{\prime}}\leqq x_{\ell+1}^{\prime}$ et $x_{i^{\prime\prime}}=x_{i^{\prime\prime}+1}$ , ou $x_{i^{\prime}}=x_{i^{\prime}+1}$ et $x_{i}^{r\gamma}\leqq x_{i^{f}+1}^{\prime}$ au moins, pour tout $i$ .
On voit ais\’ement le fait suivant: Pour qu’une suite $X=(x_{i})$ appartienne

\‘a l’espace vectoriel engendre par 1‘enveloppe semi-normale de 1, il faut et il
suffit que les deux suites $(x_{i^{\prime}})$ et $(x_{i}^{\prime\prime})$ soient bornees.
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Nous supposons que $ x_{i}^{\prime}\rightarrow\infty$ . Alors il existe une suite $(x_{t_{k}^{\prime}})$ extraite de la
suite $(h^{\prime})$ et une suite $(a_{k})$ telles que

$ a_{k}\downarrow 0,\sum_{k=I}^{\infty}a_{k}(x_{i_{2k}}^{\prime}-x_{i_{2k-1}}^{\prime})=\infty$ et $x_{i_{2k}}^{\prime\prime}=x_{i_{2h-1}}^{\prime\prime}$ .

Si on pose
$y_{i_{2k}}=a_{k},$ $y_{i2k-1}=-a_{k}$ et $y_{i}=0$ pour $i\neq i_{k}$ ,

on a $\mathfrak{h}=(y_{i})\in\{1\}^{\beta}$ . De plus,

$\sum_{i=1}^{\infty}x_{i}y_{i}=\sum_{k=1}^{m}a_{k}(x_{i_{2k}}^{\prime}-x_{\iota_{2k-1}}^{\prime})=\infty$ ,

d’o\‘u $\mathfrak{x}=(x_{i})\not\in\{1\}^{\beta\beta}$ .
R\’eciproquement, soit $(e_{i})$ une suite telle que $\epsilon_{i}\downarrow 0$ . Pour tout \’element

$1_{I}=(y_{i})\in\{1\}^{\beta}$ , si nous d\’esignons par $S_{n}$ la n-somme partielle $\sum_{\tau=1}^{n}y_{i}(n\geqq 1)$ et

nous posons $S_{0}=0$ , on a $S_{n}|<M(n\geqq 0)$ pour une constante $M>0$ . Alors,
on a

$\sum_{i=n}^{m}e_{i}y_{i}=\epsilon_{n}(S_{n}-S_{n-1})+\epsilon_{n+1}(S_{n+1}-S_{n})+$ $\cdot$ .. $+\epsilon_{m}(S_{m}-S_{m-1})$

$=-S_{n-1}\epsilon_{n}+S_{n}(\epsilon_{n}-e_{n+1})+$ $\cdot$ . . $+S_{m-1}(\epsilon_{m-1}-e_{m})+S_{m}\epsilon_{m}$ ,
par suite,

$|\sum_{i=n}^{m}e_{i}y_{i}|\leqq Me_{n}+M(\epsilon_{n}-\epsilon_{n+1})+\cdots+M(e_{m-1}-\epsilon_{m})+M\epsilon_{m}$

$=2Me_{n}\rightarrow 0(n\rightarrow\infty)$ ,

d’o\‘u il r\’esulte que $\sum_{i=1}^{\infty}\epsilon_{i}y_{i}$ converge, autrement dit, $(\epsilon_{i})\in\{1\}^{\beta\beta}$ . $c$ . $q.f$ . $d$ .
Notons que $\{1\}^{\beta\beta}$ est un espace de Banach muni de la boule unit\’e $B$ , o\‘u

$B$ est l’enveloppe semi-normale convexe cercl\’ee de 1, $c’ est$ -\‘a-dire, le plus petit
ensemble semi-normal, convexe, cercl\’e et contenant 1.

LEMME 3.2. Soit $\lambda$ un espace semi-normal. Alors, pour la topologie $\beta(\lambda, \lambda^{\beta})$ ,

l’enveloppe semi-normale de toute partie born\’ee de $\lambda$ est aussi born\’ee.
D\’EMONSTRATION. Soit $B$ une partie de $\lambda^{\beta}$ born\’ee pour $\sigma(\lambda^{\beta}, \lambda)$ . Puisque

l’enveloppe semi-normale convexe cerclee d’un el\’ement $\mathfrak{x}=(x_{i})\in\lambda$ est born\’ee
pour $\sigma(\lambda, \lambda^{\beta})$ et isomorphe \‘a la boule unit\’e d’un espace de Banach, elle est
absorb\’ee par tout tonneau. On a donc

$\sup$ { $|\langle(e_{i}x_{i}),$ $(y_{i})\rangle|;(y_{i})\in B$, et $0\leqq\epsilon_{i}\leqq 1,$ $\epsilon_{i}\downarrow 0$ ou $\epsilon_{i}=1$ } $<\infty$ .
Comme on a

$\langle(\epsilon_{i}x_{i}), (y_{i})\rangle=\sum_{i=1}^{\infty}\epsilon_{i}x_{i}y_{i}=\langle(x_{i}), (\epsilon_{i}y_{i})\rangle$ ,

il en r\’esulte que l’enveloppe semi-normale de $B$ est born\’ee pour $\sigma(\lambda^{\beta}, \lambda)$ . Soit
$A$ une partie de $\lambda$ born\’ee pour $\beta(\lambda, \lambda^{\beta})$ . Alors on a
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$\sup$ { $|\langle(x_{i}),$ $(e_{i}y_{i})\rangle|;(x_{i})\in A,$ $(y_{r})\in B$, et $0\leqq e_{i}\leqq 1,$ $e_{i}\downarrow 0$ ou $e_{i}=1$ } $<\infty$ .
Donc,

$\sup$ { $|\langle(\epsilon_{i}x_{i}),$ $(y_{i})\rangle|;(x_{i})\in A,$ $(y_{i})\in B$, et $0\leqq e_{i}\leqq 1,$ $\epsilon_{i}\downarrow 0$ ou $\epsilon_{i}=1$ } $<\infty$ ,

ce qui signifie que l’enveloppe semi-normale de $A$ est born\’ee pour $\beta(\lambda, \lambda^{\beta})$ .
$CoROLLAIRE$ . Soit $\lambda$ un espace semi-normal contenant $\varphi$ . Alors, pour tout

\’el\’ement $\mathfrak{x}=(x_{i})$ de $\lambda$ et pour toute suite $(\epsilon_{i}),$ $e\downarrow 0$ , l’\’el\’ement $(e_{i}\mathfrak{x}_{i})$ est contenu dans
l’adh\’erence de $\varphi$ pour la topologie $\beta(\lambda, \lambda^{\beta})$ .

En effet, l’enveloppe semi-normale convexe cercl\’ee $B$ de $\mathfrak{x}$ est born\’ee pour
$\beta(\lambda, \lambda^{\beta})$ en vertu du lemme 3.2. Comme $B$ est semi-normale, on a $\mathfrak{x}_{n}=(x_{1},$ $x_{2}$ ,

$x_{n},$ $0,0,$ $\cdots$ ) $\in B$ pour tout $n$ . Comme $B$ est convexe et cercl\’ee, on a (0,0,
$0,$ $x_{n+1},$ $x_{n+2},$ $\cdots$ ) $=\mathfrak{x}-\mathfrak{x}_{n}\in 2B$ . Par suite,

$(\epsilon_{i}x_{i})-(\epsilon_{1}x_{1}, e_{2}x_{2}, \cdots, e_{n}x_{n}, 0,0, \cdots)=(0,0, \cdots, 0, \epsilon_{n+1}x_{n+1}, \epsilon_{n+2}x_{n+2}, \cdots)\in 2e_{n+1}B$ ,

c’est-\‘a-dire, la suite $\{(e_{1}x_{1}, \epsilon_{2}x_{2}, \cdots , e_{n}x_{n}, 0,0, \cdots)\}$ converge vers $(e_{i}x_{i})$ dans $\lambda_{B}$

( $=1’ espace$ engendr\’e par $B$ muni de la boule unit\’e $B$), a fortiori, converge
vers $(\epsilon_{i}x_{i})$ pour $\beta(\lambda, \lambda^{\beta})$ . $c$ . $q$ . $f$ . $d$ .

On voit ais\’ement que l’enveloppe semi-normale convexe cercl\’ee d’un \’el\’e-

ment $\mathfrak{x}=(x_{i})$ est compacte pour la topologie $\sigma(\omega, \varphi)$ . Comme $\lambda^{\beta}=\bigcap_{\mathfrak{x}\in\lambda}\{\mathfrak{x}\}^{\beta}$ , et

que $\{$ 1 $\}^{\beta}$ est un espace de Banach, on enonce le th\’eor\‘eme suivant de la m\^eme

mani\‘ere que dans le cas des espaces parfaits.
TH\’EOR\‘EME 3.1. Soit $\lambda$ un espace tel que $\lambda=\lambda^{\beta\beta}$ . Alors $\lambda$ est complet pour

la topologie $\tau(\lambda, \lambda^{\beta})$ et pour la topologie $\beta(\lambda, \lambda^{\beta})$ .
COROLLAIRE. Soit $\lambda$ un espace tel que $\lambda=\lambda^{\beta\beta}$ . Alors les parties born\’ees de

$\lambda$ sont les m\^emes pour la topologie $\sigma(\lambda, \lambda^{\beta})$ et pour la topologie $\beta(\lambda, \lambda^{\beta})$ .
D\’EFINITION 3.3. Soit $\lambda$ un espace tel que $\lambda=\lambda^{\beta\beta}$ . $\lambda$ s’appelle un espace

semi-parfait lorsque la relation $\{(\epsilon_{i}x_{i});0\leqq\epsilon_{i}\leqq 1, \epsilon_{i}\downarrow 0\}\subset\lambda$ entraine $\mathfrak{x}=(x_{i})\in\lambda$ .
Ensuite, nous d\’efinissons les espaces r\’eguliers de la meme fagon que dans

le cas des espaces parfaits.
D\’EFINITION 3.4. Pour tout espace $\lambda$ tel que $\lambda=\lambda^{\beta\beta}$ ,

$\lambda_{\gamma}=1’ adh\acute{e}rence$ de $\varphi$ dans $\lambda$ pour la topologie $\beta(\lambda, \lambda^{\beta})$

s’appelle le sous-espace r\’egulier de $\lambda$ . Nous dirons qu’un espace $\mu$ est r\’egulier

si $\mu$ est le sous-espace r\’egulier d’un espace $\lambda$ convenable tel que $\lambda=\lambda^{\beta\beta}$ .
Nous caract\’erisons les espaces semi-parfaits comme suit:
TH\’EOR\‘EME 3.2. Pour qu’un espace $\lambda$ soit semi-parfait, il faut et il suffit

qu’il existe un espace semi-normal $\mu$ contenant $\varphi$ tel que $\mu^{\prime}=\lambda$ pour la topologie
$\beta(\mu, \mu^{\beta})$ . Plus pr\’ecis\’ement, on a $\lambda=((\lambda^{\beta})_{r})^{\prime}$ pour tout espace semi-parfait $\lambda$ .

Pour la d\’emonstration, nous avons besoin des deux lemmes suivants.
LEMME 3.3. Soit $\lambda$ un espace semi-normal contenant $\varphi$ . Soit $\mathfrak{x}=(x_{t})$ un

\’el\’ement de l’adh\’erence de $\varphi$ dans $\lambda$ pour la topologie $\beta(\lambda, \lambda^{\beta})$ . Alors, la suite
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$\{\mathfrak{x}_{n}= (x_{1}, x_{2}, \cdots , x_{n}, 0,0, \cdots)\}$ des \’el\’ements de $\varphi$ converge vers $\mathfrak{x}$ pour la topologie
$\beta(\lambda, \lambda^{\beta})$ .

D\’EMONSTRATION. Supposons que la suite $\{\mathfrak{x}_{n}\}$ ne converge pas vers $\mathfrak{x}$

pour $\beta(\lambda, \lambda^{\beta})$ . Autrement dit, il existe une partie $B$ de $\lambda^{\beta}$ convexe, cercl\’ee,
semi-normale et born\’ee pour $\sigma(\lambda^{\beta}, \lambda)$ et un nombre $e>0$ tels que

$\sup_{\mathfrak{y}\in B}|\langle \mathfrak{x}-\mathfrak{x}_{n_{i}}, \mathfrak{y}\rangle|\geqq\epsilon$ pour une suite partielle $\{\mathfrak{x}_{n_{i}}\}$ de $\{\mathfrak{x}_{n}\}$ .

Maintenant nous fixons un $n_{i}$ arbitraire. Comme $B$ est semi-normale, on a
$\mathfrak{h}_{n_{i}}=$ $(y_{1}, y_{2}, \cdot.. , y_{n_{i}}, 0, O, \cdots)\in B$ pour tout $\mathfrak{h}=(y_{i})\in B$ . Comme $B$ est convexe
et cercl\’ee, on a

$-2^{-(0,0,\cdots,y_{n_{i+1}},y_{n_{i+2}},\cdots)}1=\frac{1}{2}\mathfrak{h}-\frac{1}{2}\mathfrak{h}_{n_{i}}\in B$ .

Par cons\’equent, pour tout $\mathfrak{z}=$ $(z_{1}, z_{2}, \cdots , z_{n_{i}}, 0,0, \cdots)\in\varphi$ , on a

$\sup_{\mathfrak{v}\in B}|\langle \mathfrak{x}-\mathfrak{z}, \mathfrak{y}\rangle|\geqq\sup_{\mathfrak{v}\in B}|\langle \mathfrak{x}-3, \frac{1}{2}(\mathfrak{y}-\mathfrak{y}_{n_{i}})\rangle|=\sup_{\mathfrak{y}\in B}|\langle \mathfrak{x}-\mathfrak{x}_{n_{i}}, \frac{1}{2}\mathfrak{y}\rangle|\geqq\frac{e}{2}$ ,

ce qui est absurde, car $\mathfrak{x}$ est dans $1’ adh\acute{e}rence$ de $\varphi$ pour $\beta(\lambda, \lambda^{\beta})$ .
LEMME 3.4. Soit $\lambda$ un espace semi-normal contenant $\varphi$ et soit $X=(x_{i})$ un

\’el\’ement de $\omega$ . Si la partie $B=\{(\epsilon_{i}x_{i});0\leqq\epsilon_{i}\leqq 1, e_{i}\downarrow 0\}$ est contenue dans $\lambda$ , alors
$B$ est born\’ee pour $\beta(\lambda, \lambda^{\beta})$ .

D\’EMONSTRATION. Comme $B$ est born\’ee pour $\sigma(\lambda, \varphi)$ et que l’enveloppe
convexe cercl\’ee $B_{1}$ de $B$ s’identifie avec la boule unit\’e d’un espace de Banach,
$B_{1}$ est born\’ee pour $\beta(\lambda, \varphi)$ . Pour tout $\mathfrak{h}=(y_{i})\in\lambda^{\beta},$ $1$ ‘adh\’erence de la partie
$\{\mathfrak{y}_{n}= (y_{1}, y_{2}, \cdot.. y_{n}, 0,0, \cdots)\}$ , qui est bornee pour $\sigma(\varphi, \lambda)$ , dans $\lambda^{\beta}$ pour $\sigma(\lambda^{\beta}, \lambda)$

contient $\mathfrak{h}=(y_{i})$ . Donc, $\beta(\lambda, \varphi)$ est plus fine que $\sigma(\lambda, \lambda^{\beta})$ . Par suite, $B_{1}$ est
born\’ee pour $\sigma(\lambda, \lambda^{\beta})$ , et pour $\beta(\lambda, \lambda^{\beta})$ comme $B_{1}$ est absorb\’ee par tout toneau
par rapport \‘a $\sigma(\lambda, \lambda^{\beta})$ .

D\’EMONSTRATION $DU$ TH\’EOR\‘EME 3.2. Nous supposons que $\mu^{\prime}=\lambda$ pour un
espace semi-normal $\mu$ contenant $\varphi$ . Comme $Pt^{\prime}\subset\omega,$

$\varphi$ est dense dans $\mu$ . Donc,
en vertu du lemme 3.3, pour tout $\mathfrak{x}=(x_{i})\in\mu$ , la suite $\{\mathfrak{x}_{n}=(x_{1}, x_{2}, \cdots, x_{n}, 0,0, \cdots)\}$

converge vers $\mathfrak{x}$ pour $\beta(\mu, \mu^{\beta})$ , a fortiori, pour $\sigma(\mu, \lambda)$ , c’est-\‘a-dire, $\sum_{i=1}^{\infty}x_{i}y_{i}$ con-
verge pour tout $\mathfrak{h}=(y_{i})\in\lambda$ , ce qui signifie que $\lambda\subset\mu^{\beta}$ . D’autre part, on a
$\mu^{\beta}\subset\mu^{\prime}$ , donc on obtient $\lambda=\mu^{\beta}$ . Par suite, toute partie de $\lambda$ convexe, cercl\’ee
born\’ee et fermee pour \sigma $($ \‘A, $\mu)$ est compacte pour \sigma $($ \‘A, $\mu)$ , a fortiori pour $\sigma(\lambda, \varphi)$ .
En d’autres termes, pour toute partie de $\lambda$ convexe, cercl\’ee et born\’ee pour
$\sigma(\lambda, \mu)$ , ses $adhe^{f}rences$ dans $\lambda$ pour $\sigma(\lambda, \mu)$ et dans $\omega$ pour $\sigma(\omega, \varphi)$ sont les
m\^emes. Soit $\mathfrak{x}=(x_{i})$ un \’el\’ement de $\omega$ . Supposons que la partie $B=\{(\epsilon_{i}x_{i})$ ;
$0\leqq\epsilon_{i}\leqq 1,$ $e_{i}\downarrow 0$ } est contenue dans $\lambda$ . Alors, en vertu du lemme 3.4, $B$ est
born\’ee pour $\sigma(\lambda, \mu)$ , puisque $\mu\subset\lambda^{\beta}$ . Il est clair que l’adh\’erence de $B$ dans $\omega$

pour $\sigma(\omega, \varphi)$ contient $\mathfrak{x}=(x_{i})$ . On a donc $\mathfrak{x}=(x_{i})\in\lambda$ , ce qui signifie que $\lambda$ est
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semi-parfait.
R\’eciproquement, nous montrons que tout espace semi-parfait $\lambda$ est \’egal

au dual topologique de $(\lambda^{\beta})_{r}$ . On voit ais\’ement que $(\lambda^{\beta})_{r}$ est semi-normal.
Comme $\varphi$ est dense dans $(\lambda^{\beta})_{r}$ pour $\beta((\lambda^{\beta})_{\gamma}, ((\lambda^{\beta})_{r})^{9}\int)$ en vertu du lemme 3.5
suivant, $ona((\lambda^{\beta})_{r})^{q}\subset((\lambda^{\beta})_{r})^{\gamma}\subset\omega$ . $Soit\mathfrak{h}=(y_{i})un\acute{e}1\acute{e}mentde((\lambda^{\beta})_{\gamma})^{\prime}$ . Pour tout
\’el\’ement $\mathfrak{x}=(x_{i})$ de $\lambda^{\beta}$ et pour toute suite $(\epsilon_{i}),$ $\epsilon_{i}\downarrow 0$ , l’el\’ement $(e_{i}x_{i})$ appartient

\‘a $(\lambda^{\beta})_{r}$ , d’apr\‘es le corollaire du lemme 3.2. Par suite, $\sum_{i=1}^{\infty}\epsilon_{i}x_{i}y_{i}$ converge pour

toute suite $(e_{i}),$ $\epsilon_{i}\downarrow 0$ , en vertu du lemme 3.3 et 3.5. Cela entraine que $(\epsilon_{i}y_{i})\in\lambda$

pour toute suite $(\epsilon_{i}),$ $e_{i}\downarrow 0$ . Comme $\lambda$ est semi-parfait, on a $\mathfrak{h}=(y_{i})\in\lambda$ , ce qui
signifie que $\lambda\supset((\lambda^{\beta})_{r})^{\gamma}$ . D’autre part, la relation $\lambda^{\beta}\supset(\lambda^{\beta})_{r}$ entraine $\lambda=\lambda^{\beta\beta}$

$\subset((\lambda^{\beta})_{\gamma})^{\beta}\subset((\lambda^{\beta})_{r})^{\prime}$ , donc on a $\lambda=((\lambda^{\beta})_{\gamma})^{\prime}$ . $c$ . $q$ . $f$ . $d$ .
Pour tout espace $\lambda$ tel que $\lambda=\lambda^{\beta\beta}$ , nous d\’esignons par $\overline{\lambda}$ l’ensemble des

\’el\’ements $\mathfrak{x}=(x_{i})$ tels que $(\epsilon_{i}x_{i})\in\lambda$ pour toute suite $(e_{i}),$ $e_{i}\downarrow 0$ . Il n’est pas
difficile de v\’erifier que $\overline{\lambda}=\overline{\lambda}^{\beta\beta}$ et en outre 7 est le minimum des espaces
semi-parfaits contenant $\lambda$ . Par suite, $\overline{\lambda}$ s’appelle l’enveloppe semi-parfaite de $\lambda$ .

Nous donnons les deux lemmes suivants.
LEMME 3.5. Soit $\lambda$ un espace tel que $\lambda=\lambda^{\beta\beta}$ . Alors on a

$\beta(\lambda_{r}, (\lambda_{\gamma})^{\beta})=\beta(\lambda, \lambda^{\beta})=\beta(\overline{\lambda,}\overline{\lambda}^{\beta})$ sur $\lambda_{r}$ .
$D^{\prime}E$ MONSTRATION. Soit $B$ une partie de $(\lambda_{r})^{\beta}$ born\’ee pour $\sigma((\lambda_{r})^{\beta}, \lambda_{\gamma})$ et soit

$\mathfrak{x}=(x_{i})$ un \’el\’ement de 7. Pour toute $(e_{i}),$ $e_{i}\downarrow 0$ , on a $(\mathcal{F}_{6_{i}}x_{i})\in\lambda$ , par suite
$(\epsilon_{i}x_{i})=(\sqrt{e_{i}}\sqrt{e_{i}}x_{i})\in\lambda_{r}$ en vertu du corollaire du lemme 3.2. $D’ apr\grave{e}s$ le lemme
3.4, la partie $A=\{(e_{i}x_{i});0\leqq e_{i}\leqq 1, \epsilon_{i}\downarrow 0\}$ est bornee pour $\beta(\lambda_{r}, (\lambda_{r})^{\beta})$ , c’est-\‘a-dire,

$\sup$ { $|\sum_{i=1}^{\infty}e_{i}x_{i}.\gamma_{i}|$ ; $(y_{i})\in B$ et $0\leqq e_{i}\leqq 1,$ $e_{i}\downarrow 0$ } $<\infty$ ,

ce qui signifie que la partie $B_{1}=$ { $(e_{i}y_{i});(y_{i})\in B$ et $0\leqq\epsilon_{i}\leqq 1,$ $e_{i}\downarrow 0$ } est born\’ee

pour $\sigma(\lambda^{\beta},\overline{\lambda})\rightarrow$ . Comme l’adhe’rence de $B_{1}$ dans $(\lambda_{\gamma})^{\beta}$ pour $\sigma((\lambda_{r})^{\beta}, \lambda_{r})$ contient $B$,

on a $\beta(\lambda_{r}, (\lambda_{r})^{\beta})=\beta(\lambda\overline{\lambda}^{\beta})\leftarrow$, sur $\lambda_{r}$ .
LEMME 3.6. Soit $\lambda$ un espace tel que $\lambda=\lambda^{\beta\beta}$. Alors on a

$(\overline{\lambda})_{r}=\lambda_{r}$ et $\overline{\lambda}^{\beta}\supset(\lambda^{\beta})_{r}$ .
$D^{\prime}E$ MONSTRATION. Comme $\overline{\lambda}\supset\lambda$ , on a (R). $\supset\lambda_{r}$ . D’autre part, en vertu du

th\’eor\‘eme 3.1 et du lemme 3.5, $\lambda_{r}$ est complet pour la topologie induite par
$\beta(\overline{\lambda}, \overline{\lambda}^{\beta})$ , ce qui entraine que $(\overline{\lambda})_{r}$ , c’est-\‘a-dire, l’adh\’erence de $\varphi$ dans 7 pour
$\beta(\overline{\lambda},\overline{\lambda}^{\beta})$ , est contenue dans $\lambda_{r}$ . Ensuite, prouvons la deuxi\‘eme partie de notre
lemme. Pour tout $\mathfrak{x}=(x_{i})\in\overline{\lambda}$, la partie $\{\mathfrak{x}_{n}=(x_{1}, x_{2}, , x_{n}, 0,0, \cdots);n\geqq 1\}$ est
born\’ee dans $\lambda_{r}$ pour $\beta(\lambda_{\gamma}, (\lambda_{\gamma})^{\beta})=\beta(\lambda, \lambda^{\beta})$ en vertu du lemme 3.2 et du lemme
3.5, a fortiori, born\’ee dans $\lambda$ pour $\sigma(\lambda, \lambda^{\beta})$ . En vertu du lemme 3.3, pour tout
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$\mathfrak{h}=(y_{i})\in(\lambda^{\beta})_{r}$, la suite $\{t)_{n}=(y_{1}, y_{2}, \cdot.. , y_{n}, 0,0, \cdots)\}$ converge vers $t$) $=(y_{i})$ uni-

form\’ement sur $\{\mathfrak{x}_{n} ; n\geqq 1\},$ donc $\sum_{i-1}^{\infty}x_{i}y_{i}$ converge pour tout $\mathfrak{x}=(x_{i})\in\overline{\lambda}$ et pour

tout $t$) $=(y_{i})\in(\lambda^{\beta})_{r}$ . Par suite, on a $\overline{\lambda}^{\beta}\supset(\lambda^{\beta})_{r}$ .
TH\’EOR\‘EME 3.3. Soit $\lambda$ un espace tel que $\lambda=\lambda^{\beta\beta}$ . Alors on a

$\overline{\lambda^{\beta}}=(\lambda_{\gamma})^{\beta}=(\lambda_{\gamma})^{\prime}$

D\’EMONSTRATION. D’abord, on a $(\lambda_{r})^{\beta}\subset(\lambda_{\gamma})^{\gamma}$ . Il r\’esulte du lemme 3.6 que
( $\overline{\lambda^{\beta})}^{\beta}\supset\lambda_{r}$ , donc $\overline{\lambda^{\beta}}=(\overline{\lambda^{\beta}})^{\beta\beta}\subset(\lambda_{\gamma})^{\beta}$ . Il suffit de v\’erifier que $(\lambda_{\gamma})^{\prime}\subset\overline{\lambda^{\beta}}$. $D’ apr\grave{e}s$ le
th\’eor\‘eme 3.2, on a $\overline{\lambda^{\beta}}=\mu^{\prime}$ pour $\mu=((\overline{\lambda^{\beta}})^{\beta})_{r}$ , car 1‘espace $\overline{\lambda^{\beta}}$ est semi-parfait.
La relation $\overline{\lambda^{\beta}}\supset\lambda^{\beta}$ entraine $(\overline{\lambda^{\beta}})^{\beta}\subset\lambda$ , donc on a $\mu\subset\lambda_{\gamma}$ . Par suite $\beta(\mu, \mu^{\beta})$ est
plus forte que $\beta(\lambda_{r}, (\lambda_{\gamma})^{\beta})$ . De plus, comme $\varphi$ est dense dans tout espace
r\’egulier et que $\beta(\lambda_{r}, (\lambda_{\gamma})^{\beta})=\beta(\lambda, \lambda^{\beta})$ sur $\lambda_{r}$ en vertu du lemme 3.5, on obtient
$(\lambda_{r})^{\prime}\subset\mu^{\prime}$ , c’est-\‘a-dire, $(\lambda_{r})^{\prime}\subset\overline{\lambda^{\beta}.}$

REMARQUE. Nous notons que la proposition correspondant au th\’eor\‘eme
1.4, de \S 1, n’est pas vraie. Plus pr\’ecis\’ement, dans les trois conditions sui-
vantes pour tout espace $\lambda$ tel que $\lambda=\lambda^{\beta\beta}$ ;

1) $\lambda$ est s\’eparable pour la topologie $\beta(\lambda, \lambda^{\beta})$ ,

2) $\lambda^{\prime}=\lambda^{\beta}$,

3) $\lambda=\lambda_{r}$ ,

les conditions 2) et 3) sont \’equivalentes (en effet, 2) entraine 3) de la m\^eme

mani\‘ere que pour la d\’emonstration du th\’eor\‘eme 1.4, et 3) entraine 2) en
vertu du th\’eor\‘eme 3.3), et la condition 2) ou 3) entraine la condition 1), mais
1‘inverse n’est pas vrai en g\’en\’eral.

En effet, comme un espace $\lambda$ tel que $\lambda=\lambda^{\beta\beta}$ n’est pas n\’ecessairement
s\’equentiellement complet pour la topologie $\sigma(\lambda, \lambda^{\beta})$ , on ne peut pas appliquer
la m\^eme technique que pour la d\’emonstration du th\’eor\‘eme 1.4.

Par exemple, on voit ais\’ement que

$(\{1=(1,1, \cdots)\}^{\beta\beta})_{r}=1’ espace$ vectoriel engendr\’e par $\{\mathfrak{x}=(x_{i});x_{i}\downarrow 0\}$ ,

et
$\{1=(1,1, \cdots)\}^{\beta\beta}=1$‘espace vectoriel engendr\’e par 1 et $(\{1\}^{\beta\beta})_{r}$ ,

par suite, Pespace $\{$ 1 $\}^{\beta\beta}$ est separable pour la topologie $\beta(\{1\}^{\beta\beta}, \{1\}^{\beta})$ et on a
$\{$ 1 $\}^{\beta\beta}\neq(\{1\}^{\beta\beta})_{\gamma}$ .

Appendice

Nous expliquons notre th\’eorie des espaces de suites semi-parfaits par
analogie avec [4].

Pour tout espace de suites $\lambda$ , nous d\’efinissons
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$\lambda^{s}=$ { $\mathfrak{y}=(y_{i})\in\omega;\sup_{-,n\leq 1}|\sum_{i^{--}1}^{n}x_{i}y_{i}|<\infty$ pour tout $\mathfrak{x}=(x_{i})\in\lambda$ }.

Soit $1^{\infty}$ l’ensemble des suites born\’ees et soit $\delta$ un \’el\’ement de $(l^{\infty})^{\prime}$ tel que
$\langle 1, \delta\rangle=1$ et $\langle \mathfrak{x}, \delta\rangle=0$ pour tout $\mathfrak{x}=(x_{i})\in\varphi$ . Nous consid\’erons les produits
scalaires entre $\lambda$ et $\lambda^{s}$ par rapport \‘a $\delta$ comme suit:

$\langle \mathfrak{x}, \mathfrak{y}\rangle_{\delta}=\langle(\sum_{k=1}^{i}x_{k}y_{k}), \delta\rangle$ pour tout $\mathfrak{x}=(x_{i})\in\lambda$ et tout $\mathfrak{h}=(y_{i})\in\lambda^{s}$ .

Comme $(\sum_{k=1}^{i}x_{k}y_{k})$ est un \’el\’ement de $l^{\infty},$ $\langle \mathfrak{x}, \mathfrak{y}\rangle_{\delta}$ est d\’efini pour tout $\mathfrak{x}=(x_{i})\in\lambda$

et tout $r$) $=(y_{i})\in\lambda^{s}$ . Il est \’evident que

$\langle \mathfrak{x}, \mathfrak{y}\rangle_{\delta}=\sum_{i=1}^{\infty}x_{t}y_{i}$ pour tout $\mathfrak{x}=(x_{i})\in\lambda$ et tout $\mathfrak{h}=(y_{i})\in\lambda^{\beta}$ .

On note que pour tout espace $\lambda$ tel que $\lambda=\lambda^{ss}$ (ou plus g\’en\’eralement, $\lambda$

est semi-normal), la topologie forte $\beta(\lambda, \lambda^{s})$ sur $\lambda$ est ind\’ependante du choix
de $\delta$ . Par cons\’equent, nous ne consid\’erons que la topologie forte $\beta(\lambda, \lambda^{s})$ sur $\lambda$ .

On obtient facilement les th\’eor\‘emes suivants:
I. Pour qu’un espace $\lambda$ soit semi-parfait, il faut et il suffit que l’on ait

$\lambda=\lambda^{ss}$ .
II. Pour qu’un espace $\lambda$ soit r\’egulier, il faut et il suffit qu’il existe un espace

semi-parfait $\mu$ tel que $\lambda$ coincide avec l’adh\’erence de $\varphi$ dans $\mu$ pour la topologie
$\beta(\mu, \mu^{s})$ .

III. Pour tout espace semi-parfait $\lambda$ , les deux conditions suivantes sont
\’equivalentes:

1) $\lambda^{\prime}=\lambda^{s}$,

2) $\lambda=\lambda_{\gamma}$ .
IV. Pour tout espace semi-parfait $\lambda$ , on a

$\lambda^{\epsilon}=(\lambda_{r})^{\prime}$ .
En g\’en\’eral, pour tout espace de suites $\lambda$ , on a

$\lambda^{*}\subset\lambda^{\beta}\subset\lambda^{s}$ .
Si $\lambda$ est normal, on a $\lambda^{*}=\lambda^{\beta}=\lambda^{s}$ . (On n’a pas cette propriet\’e dans le cas des
espaces de fonctions, car un espace parfait de fonctions $\lambda$ n’est pas n\’ecessaire-
ment le dual topologique d’un sous-espace de $\lambda^{*}.$)

Il semble que le dual d’un espace $E$ d’op\’erateurs du type fonctionnel ([4]),
correspondant \‘a $\beta$-dual, soit de la forme suivante:

$E^{\beta}=$ { $T\in \mathfrak{F};T*S\in(C)$ pour tout $S\in E$ }.
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Note ajout\’ee

R\’ecemment, le Prof. G. K\"othe a eu la bont\’e de nous communiquer le
travail de A. Pietsch [8] dont le chapitre I a beaucoup de relations \‘a ce que
nous avons \’etudi\’e dans notre \S 1.
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