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Zur Bildung der auflosbaren Gruppen.

Von Eizi INABA

(Eingegangen am 25, Sept. 1953)

Es sei Gy eine auflésbare Gruppe endlicher Ordnung, und !/ ein
Primteiler der Ordnung von G,. G, hat dann einen abelschen Normal-
teiler H mit dem Typus (/,---,/), und die Faktorgruppe G,/ H=G ist
wieder auflosbar. Also kann G, als eine Erweiterung der abelschen
Gruppe H nach einer auflosbaren Gruppe G mit niedrigerer Ordnung
als G, aufgefasst werden, und jede auflosbare Gruppe endlicher Ordnung
kann durch Wiederholung der Erweiterung solcher Art konstruiert
werden. In einer fritheren Arbeit habe ich die Struktur der auflosbaren
Gruppe von diesem Standpunkt aus untersucht, und insb. den Fall be-
trachtet, wo die /-Sylowgruppe von G Normalteiler von G ist. Die
vorliegende Arbeit ist eine Fortsetzung dieser Untersuchung ; jetzt soll
aber solche beschrankende Bedingung beiseite galassen, und allgemeine
Struktursitze fur die auflosbare Gruppe aufgestellt werden.

Ist H eine abelsche Gruppe vom Typus (/,---, /) fir eine Primzahl

/, so wird eine Erweiterung G von H nach einer endlichen Gruppe G

eine l-Aufspaltung von G genannt und mit G=(H,G) bezeichnet.?
Hierbei entspricht jedem Element s aus G eine Linksklasse g,H von H

in G. Ordnet man zu ke H das Element g.hg;! zu, so findet ein
Automorphismus statt, der unabhidngig von Wahl des Vertreters g,
innerhalb der Klasse durch s eindeutig bestimmt wird. Wir setzen
s(h)=gshg;! und H wird dann ein G-Linksmodul, wenn H als eine
additive Gruppe mit Linksoperatoren se G aufgefasst wird. Ist » der
Rang von H und P der Primkorper von Charakteristik /, so wird jedes
Element aus H als ein #-dimensionaler Spaltenvektor mit Komponenten
aus P dargestellt. Der Modul H gibt eine Darstellung von G in P,
indem eine Matrix A(s) zu se G zugeordnet wird, und wir konnen

so wie s(h)=A(s)k schreiben. Die G wird dann eine I-Aufspaltung
von G mit Darstellung A genannt. Setzt man g.g,=g,A(s,t) mit
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A(s, t) e H, so wird die Gesamtheit aller A(s,?) ein Faktorensystem der
Aufspaltung genannt und mit {A(s, #)} bezeichnet. Wenn man A(s, ¢)
als Spaltenvektoren auffasst, so gilt die Relation

(1) A (u™t) A(s, t) + A(st, u)=A(s, tu) + A(¢, u)

fir alle Elemente s,¢, 2 aus G.®* Zwei Faktorensysteme {A4'(s,?)} und
{A(s, t)} heissen aquivalent, wenn es fiir jedes s aus G ein Spaltenvektor
B(s) derart gibt, dass

Al(s, t)y=A(s, t)+ A (t) B(s)—B(st)+ B(t) .

Man erhalt dieses neue Faktorensystem, indem man statt g, neue Ver-
treter g,B(s) der Klassen g,H wahlt. Zwei /-Aufspaltungen von G mit
derselben Darstellung konnen als identisch (bis auf Isomorphismus)
angesehen werden, wenn die zugehorigen Faktorensysteme aquivalent
sind. Die Anderung der Basis von H moge eine zu A &dquivalente
DarsteIlung D A D! ergeben. Man muss hierbei das neue Faktoren-
system DAC(s, t) statt A(s,¢) nehmen. FEs ist wohlbekannt, dass fiir
jede Darstellung von G mit einem zugehorigen Faktorensystem eine
entsprechende /-Aufspaltung von G existiert. '

N sei eine Untergruppe von G und A diejenige Darstellung von
G, die von der Hauptdarstellung (Einsdarstellung ersten Grades) der
Untergruppe NV induziert wird. Man multipliziert ein Element s aus
G zu Linksklassen x;N, i=1,---,» von N in G und erhalt sx;N=x;,N,
wobei x, das Eins von G bedeutet. Dem Element s entspricht dann
die Matrix A(s)=(r;;(s))). Hier ist a;;(s) gleich Eins oder Null, je
nachdem ¢=j(s) oder {=5=j(s) ist. Ist j=F1 und se NV, so gilt offenbar
Au(s)=1 und A ;(s)=n;;(s)=0. Die Basis des G-Linksmoduls H iber P,
die die Darstellung A von G erzeugt, sei A;,i=1,--,. Es kommt
s(h)=A(s)h,=h,, falls se N, und x;(h)=A(x;)=nh;. Hieraus folgt:
s(hi)=sx,(h)=h;s. Wenn man eine zu N konjugierte Untergruppe
¢ !Nc nimmt, so ersieht man leicht, dass die von der Hauptdarstellung
von ¢ !Nc induzierte Darstellung von G mit A aquivalent ist. Wir
wollen im folgenden das Faktorensystem normieren. Man setze sx;
=ZXis,P(Z, s) mit (7, s) e N und erhalt

| stx;=sxipp(i, )= %@ (i), s) 90, 1)
Also haben wir #(st)=i(t)(s) und
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2) pli, st) = (i(t), s) p(i, 1) .

Mittels der Relationen (1) und (2) berechnen wir folgendermassen.
A(xVA(s, 8)=A(s, xiwe(i, 1) — A(st, x;)+ AL, x;)

=A(p(, ))Als, %iy) + A% P, 1))

— A% 2, 1)) —A(st, )+ A(t, x,)
=A(p(i(t), s), 9, 1)) + A( 93, 8)1) A(s, %icpy)

— A, 8)™) A(Ficsrs P(i(2), 5)) — A(st, x:)

+ A(icon, 900, st)) + A, 2:)— A%, 90, 1)) -

Man bezeichne mit a;(s,?) die i-te Komponente des Vektors A(s,?).
Durch Vergleichung der ersten Komponenten im obigen Ausdruck
erhalt man

ag(s, t)=a1(q1(i(t), S)’ ¢(i’ t)) + al(s’ xi(t))—al(xi(st)’ ¢(Z(t), 8))
—ay(st, %)+ a(Ficen P, st)) + at, 2) — an( xicw, 90, 1)) -

Man bezeichne mit Ays,#) bzw. B(s) den Spaltenvektor, dessen i-te
Komponente a1< @(i(1), s), P2, t)) bzw. a(s, x,-)—al(x;(s), @(, s)) ist. Dann
erhalten wir

A(s, t)y=Ays, t)+ A{t)B(s)— B(st)+ B(t) .

Hierbei ist es von Wichtigkeit, dass das normierte Faktorensystem
Ays, t) vollig durch die ersten- Komponenten des auf N beziiglichen
Teils von A(s,?) bestimmt wird. Diese stimmen mit den ersten Kom-
ponenten von Ays,?) uberein und werden mit a(e,r) statt ao, 7)
bezeichnet, wo ¢ und = die Untergruppe N durchlaufen. Die Gesamt-
heit dieser Elemente a(o, v) aus P werde Grundkomponente der I-Auf-
spaltung genannt. Es gilt offenbar die Relation

3 a(, 7) + alor, p)=a(a, rp)+ alr, p)

fur alle o,7, aus N. Wird umgekehrt jedem Paar o,7 aus N.ein
Element a(o, 7) € P mit der Relation (3) zugeordnet, so bilde man die
Spaltenvektoren As,t), deren i-ten Komponenten a((i(?),s), 9(i,t))
sind. Man bestatigt leicht, dass Ag(s,?) der Relation (1) geniigen, und
dass diese ein Faktorensystem einer /-Aufspaltung ausmachen. Zwei
Grundkomponente {a(s,7)} und {d/(cs, )} heissen &dquivalent, falls es
b(c) e P gibt, so dass
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ad(o,7)=ale, )+ b(a)—b(oT)+ b(7) .

Zwei normierte Faktorensysteme sind d. u. n. d. dquivalent, wenn ihre
Grundkomponente adquivalent sind. Es sei bemerkt, dass eine solche
Normierung des Faktorensystems nicht mehr moglich ist, falls die
Darstellung A beliebig ist. Der Fall, wo die Untergruppe eine /[-
Sylowgruppe S von G ist, wird spater besonders wichtig. A, sei die
Darstellung von G, die von der Hauptdarstellung von S induziert wird.
Eine /-Aufspaltung von G mit Darstellung A, soll eine regulare I-
Aufspaltung von G genannt werden.

HivLrssATz 1. Ist eine Darstellung A von G reduzibel in der

Form
(3 4,

so wird jede. l-Aufspaltung G=(H, G) mit Darstellung A eine I-Auf-
spaltung einer Gruppe G, mit Darstellung A, wobei G, wieder eine
l-Aufspaltung von G mit Darstellung A, ist.

BEWEIS. H besitzt einen G-Untermodul H,, der die Darstellung
A; angibt. Dann liefert der Faktormodul H/H, die Darstellung A;.
Die Faktorgruppe E/H2 wird dann eine [/-Aufspaltung (H/H,, G) mit
Darstellung A,;.

HiLFrssATZ 2. Wenn eine Darstellung A von G divekt zerlegbar

in der Form
(9" 4),

und wenn G,=(Hy, G) ¢ine I-Aufspaltung von G mit Darstellung A,

ist, so gibt es stets eine I-Aufspaltung G=(H,G) mit Darstellung A
und eine G-zulassige Untergruppe (G-Untermodul) H, von H, so dass
G, und G/H, dieselbe l-Ausfpaltnng von G sind.

BEWEIS. A(s,t) sei das Faktorensystem von Gi=(H, G). Ist m
bzw. n der Grad von A bzw. A;, so denke man sich den m-dimen-
sionalen Spaltenvektor C(s,¢), dessen i-te Komponente fiir ¢<# mit der
von A(s,t) tbereinstimmt und fur > Null ist. C(s,f) wird dann
ein Faktorensystem mit Darstellung A und liefert eine Aufspaltung

G=(H, G). Dabei ist H eine direkte Summe zweier G-Untermoduln
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H;, i=1,2, die bzw. die Darstellung A; geben. Die Faktorgruppe
G/H, wird nun eine /-Aufspaltung von G mit Darstellung A; und
mit dem Faktorensystem A(s,?). Folgich sind G; und G/H, dieselbe
/-Aufspaltung.

HiLrssATz 3. S sei eine Gruppe, deven Ordnung Potenz einer
Primzahl | ist. Jede irreduzible Darstellung A von S im Primkirper
P von Characteristik 1 ist Hauptdarstellung.

Die Richtigkeit dieses wohlbekannten Hilfssatzes erkennt man leicht
aus der Tatsache, dass der S-Linksmodul iiber P, der die Darstellung
A gibt, besitzt ein Element 2==0, dem die Eigenschaft, «(%)=# fir alle
o e S, zukommt.

HiLrssaTz 4. A sei eine Darstellung einer endlichen Gruppe G in
P und S eine [-Sylowgruppe von G. Indem man bei A nur die den
Elementen aus S zugeordneten Maitrizen betrachtet, erhalt man eine
Darstellung von S, die mit Ag bezeichnet werde. Die von A, induzierte
Darstellung von G ist aquivalent mit einer Darstellung von der Form

@ 2.

BEWwWE1S. A, sei die von der Hauptdarstellung der Gruppe S | in-
duzierte Darstellung von G und 4, i=1,---, » die Basis des G-Links-
moduls H iiber P, der A, angibt. Die Gesamtheit aller Elemente

ih,- i, a; e P mit éla,-:o bildet einen G-Untermodul H, vom Rang
i=1 i=

r—1, da die Relation s(%;)=h;, fir se G besteht. Da der Index » von
S in G zu ! teilerfremd ist, gehort das Element g=il} h; nicht zu H,.

Wegen s(g)=g erzeugt g einen G-Untermodul H, vom Rang 1. Da H
direkte Summe von H, und H, ist, und da H, die Hauptdarstellung von
G liefert, so ist A, aquivalent mit einer Darstellung von der Gestalt

(6 9.

Nun ist nach Osima die von A; induzierte Darstellung von G
dquivalent mit dem Kroneckerschen Produkt von A und A,, und folglich
aquivalent mit der genannten Darstellung.®

HiLFssATZ 5. Die von A, induzierte Darstellung von G ist dqui-
valent mit einer Darstellung von der Form
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BEWEIS. H™* s2i ein G-Linksmodul, der die von A, induzierte Dar-
stellung von G liefert, und x;, i=1,---,», Vertreter der Linksklassen
von S in G. Der G-Modul H* hat einen S-Untermodul H, so dass H
die Darstellung A, von S gibt, und dass H* direkte Summe von x;H,
i=1,---,» wird, wo x;H die Gesamtheit aller Elemente x;(%) mit he H
bedeutet.. Nach Hilfssatz 3 gibt es eine Kette von S-Untermoduln {H}
des Moduls H, so dass alle Faktormoduln H;/H;., Hauptdarstellung
von S angeben. Fir jedes Element %; aus Hj; das nicht zu Hj.,
gehort, gilt also o(h;)=h;mod. H;, fiur alle o eS. Setzt man Hj=
wH;+ - +x,H; so wird H} ein G-Untermodul von H*. Die Elemente
%:(h;), i=1,--,7 bilden eine Basis des Faktormoduls Hj/H};; und liefern
die Darstellung A, von G. , , ,

SaTtz 1. Fir jede I-Aufspaltung G=(H,G) existiert eine solche
I-Aufspaltuug G,=(H,, G), welche von G aus durch Wiederholung der
regulaven I-Aufspaitungen zu Stande kommt, so dass fiir eine G-zulas-
sige Untevgruppe H, von H, die Faktorgruppe G/H, und die Gruppe

G dieselbe 1-Aufspaltung von G sind.
BEWEIS. Ist die Aufspaltung G mit der- Darstellung A behaftet,

so erkennen wir nach Hilfssatz 4, dass die Gruppe G und eine [-Auf-
spaltung G; mit der von A, induzierten Darstellung in demselben
Zusammenhang wie im Hilfssatz 2 stehen. Die G; kann aber nach
Hilfssdtzen 1 und 5 durch Wiederholung der regularen /-Aufspaltungen
erhalten werden, w.z. b. w. ;

Eine endliche Gruppe G heisse reguldar auflosbar von n-ter Stufe,
wenn es eine Kette der Normalteiler {G;} von G mit folgenden Eigen-
schaften gibt:

(1 Gi>Gia,  G=G, Gr={e}.
(2) G/G; ist zyklisch‘ von einer Primzahlordnung.
(3) G/G;., ist eine regulare /;-Aufspaltung von G/G; fir eine

Primzahl /;, welche in die Ordnung von G aufgeht.
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Hierbei wollen wir die Kette {G;} eine charakteristisch Reihe von G
nennen ; jede Faktorgruppe G/G; ist dann auch offenbar regular auf-
13sbar. Jede Gruppe von Primzahlpotenzordnung /* ist regular auflosbar
von A-ter Stufe. Dass die Stufe A gegeniiber der Wahl der charakter-
istischen Reihe invariant ist, erkennt man nach dem folgenden.

SATZ 2. GV und G® seien zwei regular auflosbarve Gruppen mst
derselben Ordnung. G, i=0,--,n und G?, i=0,---, u seien bzw. ihre
charakteristischen Reihen. Dann ist A=p und G®/Gy isomorph zu
G2 /G2, fitr jedes 1. ’

BEwEIs. Ist G von Primzahlpotenzordnung, so ist die Behauptung
klar. Ist es nicht der Fall, so wiahle man diejenige Primzahl /, die mit
hochstem Exponent a in die Ordnung von G® aufgeht. Dann wird
GV eine reguliare /-Aufspaltung von GV/G2,. Denn sonst wire die
Ordnung von G{; durch /” teilbar und fiir die Ordnung /f von G,
wiirde dann B durch [” teilbar sein, wo /, eine von [/ verschiedene
Primzahl ist. Da a=8 nach Wahl von / ist, so ergibt sich ein Wider-
spruch. Da die Ordnung von G® mit der von G iibereinstimmt, so
ist G? auch eine regulare /-Aufspaltung von G?/G2,. Es folgt nun,
dass beide Faktorgruppen GV/GL; und G®/G2, regular auflosbar mit
derselben Ordnung sind, und dass G,/G¥’ und G?,/G? isomorph sind.
Man beweist somit den Satz durch Induktion nach der Ordnung der
Gruppen. Wir beweisen ferner den folgenden

SATZ 3. Eine auflosbare Gruppe G ist ein homomorphes Bild einer
rvegulay auflosbarven Gruppe.

Beweis durch Induktion nach der Ordnung von G. H sei ein
Normalteiler von G mit kleinster Ordnung. Dann ist H abelsch vom
Typus (J,---, /) fur eine Primzahl /. Nach Induktionsannahme ist die
Faktorgruppe G/H ein homomorphes Bild einer reguliar auflosbaren
Gruppe G*. N sei der Normalteiler von G*, der bei diesem Homo-
morphismus auf dem Eins von G/H abgebildet wird. Die Gruppe
G sei eine /-Aufspaltung (H, G/H) mit Darstellung A und mit dem
Faktorensystem A(s, £).® Wird bei dem Homomorphismus G*—G/H
das Element S*e G* auf se G/H abgebildet, so setzt man A*(s*)=A(s)
und erhilt eine Darstellung A* von G*. Setzt man ferner A*(s*,t*)

=A(s,t), so haben wir eine /-Aufspaltung G*=(H*, G*) mit Dar-
stellung A* und mit dem Faktorensystem A*(s* ¢#*). Nun behaupten



Zur Bildung der auflosbaven Gruppen. 113

wir, dass G* homomorph zu G ist. Die Klasse g,H* entspreche o e N
beim Homomorphismus G*—G*. Da A*(s,7)=0 fiir o,7e N ist, so
kommt g,2.=g,.. A*(s) ist Einheitsmatrix fiir e N und folglich
ghgl=h fur he H*. Da weiter Ao, s*)=A(s*, ¢)=0 fiir o< N und
s* e G* ist, so haben wir g.,2.9:) =Zsxosx-1. Also bilden alle Elemente
g, mit o e N einen Normalteiler Z von G*, der zu N isomorph ist. Da
die Faktorgruppe G*/Z eine I-Aufspaltung (H*, G*/N) mit Darstellung

A und Faktorensystem A*(s,?) ist, so wird G*/Z eine [-Aufspaltung
von G/H mit derselben Darstellung und mit demselben Faktorensystem,

woraus folgt, dass G*/Z zu G isomorph ist. Da G* zu G homomorph

ist, so bleibt es iibrig zu zeigen, dass G* ein homomorphes Bild einer
regular auflosbaren Gruppe ist. Nach Satz 1 ist die /-Aufspaltung

G* von G* ein homomorphes Bild einer Gruppe G, die von G* aus
durch Wiederholung der regularen /-Aufspaltungen erhalten wird, und
G? ist offenbar regular auflosbar, w.z.b. w.

Zum Schluss sei bemerkt, dass G homomorphes Bild einer regular
auflosbaren Gruppe ist, deren Ordnung nur aus den in die Ordnung
.von G aufgehenden Primzahlen besteht.
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