
SUR LA DERIVEE DE LIE DE L'ETRE GEOMETRIQUE

ET SON GROUPE D' IN VARIANCE*)

PAR

YOSHIHIRO T A S H I R O

Sur les deformations infinitesimales et sur les groupes de transformations

dans un espace generalise, les geometres nous ont deja donne beaucoup de

resultats importants, qui sont exposes, par exemple, dans Pouvrage recent de

M. K. YANO.D

Dans la theorie des deformations infinitesimales, la deformation annulant

la derivee de LIE d'un etre geometrique joue un role essentieL Par exemple,

le mouvement dans un espace de RIEMANN, la transformation conforme

dans un espace de RIEMANN, la collineation affine dans un espace a con*

nexion afίine et la collineation projective dans un espace a connexion pro*

jective sont caracterises respectivement par les equations Xg\μ = 0, XG\μ = 0,

Xl* = 0 et XΓί^ = 02\ X etant Γopέrateur de LIE,

Dans ce Memoire, apres avoir expose, dans Paragraphe 1, la notion

fondamentale de Γetre geometrique, nous obtiendrons, dans Paragraphe 2,

quelques formules sur la derivee de LIE d'un etre geometrique. Dans le

Paragraphe suivant, nous etudierons la relation entre la derivee de LIE d'un

etre geometrique de LIE et le groupe continu a r parametres. Le quatrieme

Paragraphe est consacre a la recherche du groupe d'invariance d'un etre

geometrique. Dans Paragraphe 5, nous obtiendrons la formule concernant la

derivee de LIE d'un etre geometrique d'ordre superieur. Dans la premiere

moitie du dernier Paragraphe, on trouvra les generalites sur le groupe etendu,

dont on aura le besoin dans la derniere moitie consacree a Γetude d'un tel

etre geometrique.

§ 1. L'έtre gέometrique.

Nous nous placons d'abord dans un espace general Xn a n dimensions,
dont les points sont designes par ses coordonnees χλ, et designons les transfor*

*) Received February 8th, 1950.
1) K. YANO, The groups of transformations in generalized spaces, Tokyo, 1949.
2) Voir, par exemple, K YANO, deja cite, p#30, p. 47, p.14 et p. 64 respectivement.
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mations de coordonnees par les equations

(1. 1) * λ = / λ (x\ -> *n) (a, λ, u,,v,ω = 1,..-., n).

Un etre qui possede des proprietes suivantes s'appelle un etre geometrique

de classe p :
c i) II a un systeme bien determine de N composantes QA par rapport a

chaque systeme de coordonnees (χλ)

ϋ) Quand on effectue une transformation de coordonnees (1. 1), ses com-

posants Ω,A (x) par rapport au nouveau systeme de coordonnees (xλ) peuvent

etre representees par les fonctions bien determinees dependant des composantes

anciennes ΩA (χ)y des coordonnees anciennes ΛΓ\ des fonctions fλ (x) de la

transfomation et de leurs derivees partielles jusqu'a Γordre py soit par les

equations de la forme

(1. 2) &Λ (5?) = FΛ ( Ω B ^,/f/A V l, ...,/λ V l,.. ., vp)y (A, B, C - I, - , N),

oύ Γon a pose

et, pour la simplicite,nous desingerons quelquefois le second membre de (I. 2)

par FA (ίl, x> x).

iii) Les fonctions FA (Q, x, x) ont des proprietes de groupe, soit elles

satis font aux relations suivantes

a) F

(1. 3) b) FA (Ω, ̂ , x) = F^4 (ίlβ, xλ, xλ, ^ 0, -.., 0) = Ω^ (x),

c) F^(F(Ω,x,x), ϊ ,x)«Ω^.(x),

ou (x), (v), (x) sont trois systemes quelconques de coordonnees.

Un etre geometrique, dont les fonctions FA (Ω, x, x) de transformation

ne contienent que £ϊA et les derivees partielles des / λ , s'appelle un etre geo-

metrique differentieL

Un etre geometrique ί27 (7 = 1, •••, N)s>appelle X^fonction d'unetre geonetri-

que ΩA> si les composantes ίl1 du premier se lient a celles du dernier par les

equations

a1 = Φ1 (βA),

oύ les fonctions Φ7 ne dependent pas de choix du systeme de coordonnees,

§2 La dέriv^o de LIE d'un 6tre gόom^trique

Considerons, dans Γespace general Xw, une deformation infinitseimale
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(2.1) x* = x* + ξ*(x)δt,

qui deplace un point χλ quelconque jusqu'a un point xλ infiniment voision, oύ

ζk est un champ du vecteur contrevariant et δ/ une constante infinitesimale.

Etant donne un champ Ω'4 (x) d'etre geometrique, il a des composantes

ίlA (x) en le point 5\ et, d'autre part, si Γon regarde la deformation (2 1)

comme une transformation de coordonnees, il a, ce qu'on appelle, des com-

posantes entrainees en le meme point:

(2. 2) UA (3?) - FA (Ω, x, x + ξSt).

Alors, en designant leur difference par

(2. 3) DίlΛ = (XΩ,A) δ/ = ί>* (v) - Ω^ (5^(i)

DΩA et XΩ^4 s'appellent respectivement la differeniielle et la derivee de LIE de

Γetre geometrique ΓLA.

Cela pose, le champ Ω 4 (ΛΓ) a des composantes

(2. 4) Ω̂ 4 (5?) = ίlA (x) + Ω^, λf
λ £/

en le point x λ = χκ -f fλδ/, la virgule designant la derivee partielle par rapport

a la variable ΛΛ

D'autre part, en tenant compte des formules

/Svr ^ = P , v 1 v ίδ/ ( / - 2,

et des relations (L 3), nous avons

= nA (x) + Σ ί λ , vi vs F f I Λ (Ω, x),
s=o

oύ

et fλ, vo et F^v° indiquent respectivement

1) Voir, par exemple, K. YANO, deja cite, p. 2.
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D e (2 3), (2. 4) et (2. 5), n o u s o b t e n o n s d o n e les formules p o u r la derivee

de L I E de Γetre geometr ique general Ω 4 :

p

(2. 6) DaΛ = (XίlΛ) 8/ = [ > UA, K - Σ ζ\ v, ..v, F f i •». (Ω, χ) l St.

II est a remirquer que les fonctions FAvi "v

s (Ω, x) ne dependent que de ίlA et

de χλ, et que si Γetre est difβrentieU elles ne dependent que de Ω*.

Maintenant, nous allons voir comment les composantes de la differentielle

de LIE d'un etre geometrique £lA se transforment vis^a-vis une transformation

quelconque de coordonnees

(2. 7) xλ' =fκ'(x\ -,3?Λ)

Les composantes ίlA (x) et UA (x) se transforment par

et

respectivement. Done, sa differentielle de LIE a, par rapport au systeme (v),
des composantes

DW{x) =ίK(v ') - Ω^'(3') =FA' (Ω(3), 3, 3') - P*'(Ω(3), 3,3').

En tenant compte des formules (2. 3) ecrit^s sous la forme

ΩA (3) = Ω,A (3) - DΩ^4 (x),

nous obtennons enfin la loi de transformation pour DΩA

(2.8) Da* (*)-*?£ DM (x).

Par consequent, la differentielle de LIE dJetre geometrique nJest plus genera-
lement elle-m?me un etre geometrique, mais nous en pouvons etablir le theo-
reme suivant:

I. Pour que lα derivee de L I E d'un dtre geometrique soit elle-meme
un etre geometrique^ il fαut et il suffit que les fonctions donnαnt sα loi de tram*
formation soient lineaires en ses composantes Ω*4, c'est*ά~dire, que les formules (1. 2)
puiΐsent etre representees sous la forme

(2. 9) QΛ (5C) - FA (*, x) ΆB (x) + GA (x, 3),

oύ les fonctions FA et GA ne contiennent pas ίlA* U n tel etre s'appelle un έfre

geometrique Iimake*
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COROLLAIRE. Si la premivee d'eήvbe de L I E dyun 'etre geometrique est geometrique*

ses derivees successives de L I E sont aussi geometriques.

De plus, soit Ωλ. μ v, par exemple, un etre geomatrique. Si sa derivee de LIE

XQλ. μv est un tenseur de poid w} on doit avoir

d'ou on a

Par consequent, nous avons le theoreme suivant

THEOR^ME II. Pour que la derivee de L I E d'un etre geometrique ίlλ. av soit

un tenseur, il faut et il wffit q:iil ait la lot de transformation de la forme (2. 10)

pour la transformation de coordonnees.

Si un etre geometrique Ω*τ est la fonction d'un etre geometrique ίM, il

est facile de voir que la derivee de LIE du premier est liee a celle du dernier

par les forma les

(2.11)

En general, la derivee XΩ1 est la fonction de Γetre ΩA et de sa derivee

§ 3. Les dύrivέes de LIE et le groupe couΐinu a r parametres

Dans ce Paragraphe, nous nous limitons a traiter des etres geometriques

lineaires, autrement dit, des etres geometriques dont les formules de trans-

formation s'ecrivent

ίM - FΛ

B (x, x) ί l β + GA {x, x).

Puisque Γetre geometrique ClA possede la transitivite pour la transformation

de coordonnees, les functions Ffj et GA doivent satisfaire aux equations

(3. la) FA (3?, x) FB

C (x, x) = FA

B (x, x),

(3.1b) Fi(xix)GB(x,x)-tGA(x)x) = GA(x,>c).

Maintenant, conside'rons deux transformations inήnitesimales quelconques

(3. 2a) x λ - x λ + P Ss9

(3. 2b) x λ - x λ + v

λ St.

Alors, d'une part le premier membre de (3. la) est egal a
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*s (x) F&. (3?) δt + V, »VS (5?) ψ,.t (x) F*$t (x) δ/-]

g + P,vs F g . δ, + V, f\*. ?<v( F * Λ &*]

(3.3a)

V.
oύ Γon a pose

Σ P,»i-». F ^ »., (« - 2,.-.,Σ

yλ,v1 v« — o,

et d'autre part/en tenant compte de

Xλ = χ λ + fλ δs + >?λ

le deuxieme membre de (3 la) est egal a

δ^ + {^,vs δs + ,\v, δt + ( i 7 * , ) s ^
(3, 3b) + 1/2 { p ^ 8s + ^ λ ) ^ g / } , f ^ Ss + ^ ^ g / } F ^

En comparant les coefficients de δx et δ/ dans deux expressions (3. 3a, b), nous

obtenons les identites

(3 4al ^ V ^ ^ + ^ ' i ^ " ^ ξ i 7 '
(vκ&)F&+rrP

qui sont varables pour deux vecteurs quelconqnes ξλ et ηλ.

De la meme maniere, nous avons, de (3. lb),

r?\v« ξ* G?s + , \ v , e - Gfs-a + ψ,ωt p,v, F ^ ί Gf.
( } = (*S. P), vs Gf . + ^ ) ω ί eSvs G ^ .

Revenons a chercher des derivees de LIE, et considerons r deformations
infinitesimal es

Nous designons par Xa Γoperateur de differentiation de LIE correspondant a

Ta et par ξ^ la derivee de LIE d'un vecteur ξ* par une deformation T^,, soit

(3 5) " • α-^fi-fif^-^ϊ
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qui est un vecteur d'apres Theoreme IL

II est bien connu^ que la condition necessaire et suffisante pour que les t
deformations infinitesimales generent un groupe continu de LIE a r parametres
est qu'il existe les relations

(3 6 ) (Xb X ) / = (Xb Xc - Xc χb)f = CbΌa Xaf

pour le scalaire/quelconque, oύ les Ch'ca sont les constantes de structure.
Cette condition, representee avec les vecteurs des deformations, est

Cela pose, cherchons quel effet notre operateur (Xb Xc) a un etre geoπv
etrique de LIE ΩA.

La premiere derivee de LIE de Γetre envisage ΓLA est

Xc W = ξ$ W, λ - ξ\

et, la seconde derivee de LIE se represente par

(Xb Xc

En tenant compte de (3.4 a,b) et (3. 5), nous avons enfin les formules

(Xi Xc) M = (Xb fλ) Q^ λ _ (χ 6 fλ), ^ (i7^vs ςiB + G;4vs))

ce n'est pas autre chose que la derivee de LIE de Γetre Ϊ1A par rapport a la

deformation infinitesimale par le vecteur ?λ .

Nous arrivons ainsi au:

III. Le result at obtenu en appliquant Γ operateur (Xb Xc) a un έtre

geom'etrique Ω,A line air e est egal a sa derivee de L I E correspondante au vecteur

ζ\c = Xb ξK De plus, si les deformations infinitesimales generent un groupe de L I E ,

il existe le* formules

(3. 8) (Xb χc) ΩA = Cb'ca Xa ΆA

avec les constantes Cbca de structure du groupe*
Les formules obetnues en haut sont aussi vraies pour Γetre ίl7, qui est une

fonction d'un etre geoxetrique lineaire [lA.
£n effet, de (2. 11), Γon a

1) Voir .L.-p. EISENHART, Continuous groups ôf transformations, Princeton Univ.
Press. 1933, p.25 (7.2) et p. 54, Theore-Ji.Ll5.il
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χb Xc n* = ̂ χ b Xc nA + z&Γffi

et, d'aprέs Theoreme III,

(Xt Xc) W = ^A(Xb Xc) QA =

§4. Les groupe d'invariance d'un £tre g6om6tri<iue.

La difierentielle de LIE

DM (x) = ίlA (x) - UA (x)

d^un etre geometrique ΩA, n'est pas autre chose que Γaccroissement de Γetre

pendant la transformation inίinitesimale (2. 1), qui est defini au point 3cλ = xλ

4- ξλ δ/. Par consequent, DΩΛ au point χλ est donnee par

- DΩA (x) = Ω,A (x) - aA (x),

d'oύ

Supposons que Γespace admette une deformation infinitesimale, qui annule

la derivee de LIE

(4. 2) XίlA =fλ W,κ - £\vs (FH*nB + Gf ή (ί, Λ « = 1, -,/>)

d'un etre geometrique difference lie lineaire. De (4 1) une telle deformation

infinitesimale laisse invariant Γetre geo netrique £lA> ce ne depend pas du choix

de coordonnees, grace a \FA\ 4= O Or, nous pouvons prendre le systeme de

coordonees, par rapport auquel le v^cteur ξκ a des composantes^

(4.3) p : (l,0,... f0).

Alors (4. 2) nous donne

(4. 4) dW/dx1 = 0,

et, par consequent, les composantes £LA rapportees a un tel systeme ne

contiennent pas une χι des variables. Done pour les transformations finies

(4.5) * - * + / ,
V ; v^ = χλ ( λ - 2 , •..,»)

1) Voir L. P. EISENHART. deja citέ, pp. 32-36.
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generees par le vecteur p = δj, on a facilement

ΩA (x) = UA {x).

Ces transformations ήnies (4 5) forment un groupeα), qui s'appelle le groupe

dΊnvariance de Γetre geometrique difϊerentiel ίlA. Ainsi,

THI£OR6ME IV. Si Γespace admet une deformation infinitesitnale laissant

invariant un έtre geometrique differentieU il admet aussi un groupe a un parametre

dΊnvariance de Γέtre, qui est genere par cette deformation infinit'esimale.

TH£OR SME V. Pour que Γeψace admette un groupe a un parametre dΊnvariance

d'un $tre geometrique difference I ΩA, il faut et il suffit quil exist e un sjsteme de

coordonnees par'rapport auquel ses compos antes ne contiβnnent par une des variables*

En considerant ensuite r transformations infinitesimales

et en designant par Xa Γoperateur infinitesimale correspondant a Ta, il est

facile de demontrer les theoremes suivants:

TH^ORSME VI. Si ξκ

a defiπissent r groupes a un parametre dΊnvariance dyun ttre

geometrique differentiel tϊA, une combinaison lineaire det vectevrs ζx

Λ avec coefficients

constants genere ausύ un groupe a un parametre dΊnvariance de l\ tre QA.

TH£OR£ME VII. Si r operateurs Xa dΊm groupe a r parametres generent

individuellement r groupes a un parametre dΊvariance dΊm ttre geometrique

different iel ίlA> chaque transformation du groupe a r parametres laisse invariant

Γέtre ί l*.

D'apres Theoreme III, on aura le

TH^OR^ME VIII. Si ξλ

a definissent r groupes a un parametre dΊnvariance d'un

Hre geometrique differentiel lineaire ίM, k vecteur ξ^c = Xb ξx dehnit ausύ un

groupe a un parametre dΊnvariance de Γέtre ΩA.

TH£OR£ME IX. Si les operateurs Xa sont ceux du sjsteme complet des groupes

a un paremetre dΊnvariance d?un έtre geometrique differentiel lineaire ϊlA, les

operateurs Xa sont les generateurs d'un groupe a r parametres dΊnvariance de Γέtre

ίlA.

Proposons^nous maintenant le probleme suivaπct Etant donne un groupe

Gr a r parametres dans la variete a n dimensions, se trouve-t>il un etre

geometrique £1A tel que le groupe donne Gr est le groupe d'invariance de Γetre

ΩA, antrement dit, les equations differentielles

(4 6) Xa ίlA = ξλ

β Ω^,λ - & {F*ls ίlB + GA) « 0
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sontrelles integrables?

La reponse est affirmative si r ^ n

En premier lieu, considerons le cas o ύ le rang d e la matr ice de ξλ est egal

a γ* Dans ce cas, nous pouvons prendre u n systeme de coordonnees par

rapport a u q u e l l )

(4-7) detlPJΦO, e-0

Alor les equations (4. 6) deviennent

(4 8) Xa W - £ , Qfi9Λ - ξ\Vg (j^v, QB + GA,S) β o.

Ces eqations sont soluvables par rapport aux SlA,e, et ϊlA,Q peuvent se

representer comme les functions HA(x, Q) de χκ et des composantes ίl^, e t,

par consequent, (4. 6) reviennent aux equations

(4. 9) Xa ίlA - £ [Ω^,, - Hi (x, O)] - 0 ^

ou

(4.10) ί2^,e - H ^ ( x , II).

D'autre part, puisque X / forment un groupε, nous avons les identites

(4. 11) (Xb Xc) ίlA s Xb Xc a* - χ c χb W = Cέόα Xα ί**,

d'oύ nous obtenons, en tenant compte des expressions (4. 9) de Xc £lA,

C,ω3 Bμ

et, en tenant compte de (4. 7), (4. 8) et (4. 9),

«£» ( H ^ + HfB Hf - Hfe - HfB Hf) - 0

et enfin, grace a \ξej Φ 0, les identites

JLL4 r LX4 TJB _„ J-JA _ LJA Ί-IB = Q

ce ne sont pas d'autres choses que la condition d'integrabilite complete des

equations differentielles (4. 10). Nous avons aiίisi,

TH^ORSME X. Etant donn'e un groupe Gr a r parametns dans un espace a

dimensions (r ^ »), dont le range de il f J II est egal a r> U groupe Gr peut έtre le

1) Voir L- P. EiSENHART. deja cite, §21, pp. 71-76.
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grotipe dΊnvariance £un έtre geometriqm lineaire.

En second lieu, considerons le cas oύ le rang de II ζκ || est egal a q < /*•

Nous pouvons choisir un systeme de coordonnees par rapport auquel

det|«|Φθ, »-0, l i , j , k - l , , q
(4. 12 4 ' v „ ' Λ « r - ί + l , , r

oύ <p*(χ ) sont des fonctions scalaires.

Par rapport a tel systeme, les equations (4. 6) se separe en deux systemes

^des equations

(4. 13a) XtQ.*= ξiΆ4,j - ?\« {FA

Bl> ΩB + Gf.) = 0,

(4. 13b) X( W = φ\ ξi W„ - (φj ̂ ),v5 (F|». Ω s + G^».) = 0

Ces equations peuvent s'έcrire

(4. 14a) Xi il^ = fi [Ω-4 f ί - H/ (x, Ω)] = 0,

(4. 14b) Xι ίlA = Kf (x, a) + <p\ Xi Ω^ = 0,

oύ £/<•(*•, Ω) et Kf(x, Ω) ne contiennent pas de dέrivees partielles de Ώ.A.

Done notre probleme revient au probleme d'integrablite du systeme mixte

(4.15a) Ώ.Λ,j=Hf(x,Ω),

(4. 15b) Kf (x, Ω) - 0.

D'une part, les identites (4. 11) pour b = / , c = k sont

(Xi xk - x* Xi) nA = C& Xi nA + Ok' XιΏ.A

= dύ Xi aA + Ok1 (Kf + φjXi nA),

d'oύ, en tenant compte de (3. 14), (1. 13), (4. 15) et (4. 12), nous avons facile-

ment les identites

e'est precisement la condition d'integrabiiite complete de (4. 15a).

D'autre part, (4. 11) pour b ~j\ c = / sont

(XjXi -XιXj)W -QitXiW ±C»™[K^+ ^

d'oύ Γon a, de lajmeme maniere que la precedente,
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ou

ξ)[Kf. + KfBH
B] - [homogene et lineaire en KA] = QιmKA

ou enfin grace a la premiere de (A. 12),

Kfj + KfB Hf = [homogene et lineaire en KA].

Done, qυand (4. IFb) sont satisfaites, le premier memfcre s'aunule aussi, et,

par consequent, si (4. 15b) sont satisfaites par les conditions initiales, elles

aussi satisfaites par les solutions de (1. 15a), Nous obtenons ainsi le theoreme

suivant:

TH£OR£ME XL Si, etant donn'e un groupc Gr a r parametres dans la varieti

a n dimensions (r ^ n), dont le rang de II ξλ

a !l eτt egal a q < r, nous choisissons un

syrteme de coordonnees par rapport auquel (4* 12) wnt valables. Λlors, sΊl existent

ίlΛ qui sat is font aux equations (5 15b) pour certaines valeurs donnees de variables

xk, nous pouvons trouper un έtre geometrique lineaire ίlΛ poss'edant Gr comme le

groupe d'invariance de LIE.

§5 I/etre gέometriφie d'ordre k et sa d6riv£e de LIE.

Un etre, dont les composantes dependent non seulement de coordonnees

xλ mais encore de leurs differentielles jusqu'a Γordre ky

(5.1) x* = d°xλ ( σ , τ | Λ r - 0 , 1 , - , £ )

et satisfont aux conditions ii) et iii) de Paragraphe 1, s'appelle un έfre geomί'

trique de la premiere βspece dyordre k.

D'autre part, considerons, dans Γespace Xny un sous^espace a m dimensions

Xm deήni par les equations parametriques

xλ = xλ (μ«) ^ χ λ (u\ -., um) (α, β9 γ = 1, •••, m)

et dέsignons les derivees partielles par

Alors, un etre geometrique, qui depend des derivees χ£ au lieu des

differentielles χ*y s'appelle un έfre geometrique de la seconde etpece d'ordre k.

Cela etant, quand on considere une deformation inίinitesimale (2. 1), Γetre

geometrique ΩA de la premiere espece d'ordre k a des composantes

(5. 2) Ω^ (x) = W (x) + fλn^iσ (σ - 0,1, •-, k)

en le point xλ = χλ + ξλ δ/, ou Γon a pose
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(5 3) e - *U =

f J et Ω̂ o signifiant respectivement f * = p e t Q^O = QA^ e t, d'autre part, Γon a

nA (5) = ίlA (x) + ξ\ Ffs (Q, x).

Par consequent, sa difίerentielle de LIE definie par les formules (2. 3) a des

expressions

(5, 4) DΩA = (XίlA) 8/ = [?i ί^,£ - P , ^ F f *(O, x)} 8/.

De meme maniere, la difFentielle de LIE d'un etre geometrique de la
seconde espece d^ordre k est donnee par les formules

(5. 5) DίlA = (XίlA) St = [f

oύ Γon a pose

Theoremes I et II sont aussi vrais pour deux espece de tels etres geometri-

ques d'ordre k, et a cause de cela nous app^lons encore un etre geometrique

d'ordre k, dont la derivee de LIE est elle-m^me un etre geometrique, un έtre

geometrique linίaire,

§ 6. Le groupe έtendu d'ordre k et la dόrivόe de

II resulte des equations ίinies du groupe Gr a r parametres, soit

(6-1) * * = / * ( * , * ) ,

que, en employant les notations de Paragraphe precedent, la \o\ de transform

mation de χ£ peut s'ecrire sous la forme

(6. 2) *£ = / £ ( * , * ! , •»,**; a), (α - 0 , 1 , -,k)

oύ les functions/^ sont donnees par les formules de recurrence

(6.3) /^Jjlg .̂ (<r.= l , - , £ )

Les equations (6. 1) et (6* 2) definissent une transformation en (k + 1) #

1) Dans la premiere moitie, voir L, P. ElSENHART, deja cite, pp. 92-106.
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variables χ£, et les valeurs a% des parametres, p o u r lesquelles la transfomation

(6. 1) de Gr se reduit a Γidenti te, fournissent aussi Γidentite pour la transfbr*

mation (β. 2). II est facilement d e m o n t r e par Γinduct ion que Γensemble des

transformations (6. ί) et (6. 2) constitue υn groupe G* par rapport a (£-H)#

variables χ£, qui s'appelle le groupe etendu de la premiere espece d'ordre k de

Gr* En efίet, nous avons les equations finies de

et nous supposons que. les equations

soient etablies pour <r = l , , / f e - l . II resulte q u e

d 'ou, en tenant c o m p t e de (6. 3), n o u s avons

/£(*.3?£-/£(
qui etablit la propriete de groupe etendu*

De plus, nous avons que les equations

(6.4) f^

existent pour l,e groupe Gr, et nous supposons que les equations etendues

(6.5) ! F = ?L(*)Λ"(')

existent pour σ - 1, •», A - 1. De ces equations, nous avons

ag * WU χβ_

et, par consequent, en tenant compte de (5. 3),

Pour le groupe etendu G*, les equations (6. 5) etant encore valables pour
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σ = 'fa ioυent le role de (6. 4) p o u r le groupe Gr. Puisque Aa sont les memes

p o u r le groupe original et le groupe etendu, n o u s avons le theoreme bien

connu: Les constantes de structure du groupe etendu d'ordre k sont les mimes que

cdles du groupe donne Gr:

En remarquant que les equations (6. 5) doivent admettre des solutions

f*(x>a) queues que soient x^ c'est-a<dire, elles doivent etre completement

integrables, nous pouvons verifier les identites

lesquelles peuvent etce reduites encore directement de (3, 5) et (3 7) par
Γinduction concernant Γindice σ, en tenant compte de (6. 3).

En remplacant les indices p, T par les indices a*, βr (= 1, •••,/;/) dans
toutes les equations obtenues dans ce Paragraphe, on aura des equations, qui
existent ppur le groupe etendu de la seconde espece d'ordre k.

Cela pose, considerons un etre geometrique lineaire Ω,4 d'ordre h Sa loi
de transformation par rapport a celle de coordonnees s'ecrit

nA (K) - H (χ> x) w W + GΛ (*>5),
et sa premiere derivee de LIE et seconde se representent respectivement par

et

X» X, Ω^ = *ι [ξ^l O- j + ̂  Ω",£ - fi,Vj Fils Q*,;]

d'ou, en tenant compte de (3. 4a,b), (3. 5) et (6. 7), nous obtenons les formnles

(6. 8) (X,X,)Ω^ - C i ff^Q^ -ξ^s(FilsW+ G?.)].

Ces equations nous donnent le theoreme suivent:

TH^ORSME IIP. Pour un Itre geometrique lineaire ΩΛ d'ordre ky il exisfe,.

sous le groupe G\ dyordre k du groupe donne Gr, les formules

(b. 9) {χbXc)nA -ci'fXaW
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ou Cbca sont les constantes de structure du groupe original Gr.

On verra facilement que Theoremes IV\ •••» IX sont aussi vrais pβur Γetre

geomerique difίerentiel d^ordre k.

INSTITUT DE MATH^MATIQUE, UNIVERSITY DΌKAYAMA.




