SUR LA DERIVEE DE LIE DE L’ETRE GEOMETRIQUE
ET SON GROUPE D’INVARIANCE®

Par

Yosuiairo Tasairo

Sur les dé¢formations infinitésimales et sur les groupes de transformations
dans un espace généralisé, les géomeétres nous ont déja donné beaucoup de
résultats importants, qui sont exposés, par exemple, dans 'ouvrage récent de
M. K. Yano.»

Dans la théorie des déformations infinitésimales, la déformation annulant
la dérivée de Lie d’un étre géométrique joue un rdle essentiel. Par exemple,
le mouvement dans un espace de Riemann, la transformation conforme
dans un espace de Riemany, la collinéation affine dans un espace a con-
nexion affine et la collinéation projective dans un espace a connexion pro-
jective sont caractérisés respectivement par les équations Xgxau =0, XGap =0,
X, =0 et X\ =02, X étant 'opérateur de Lie.

Dans ce Mémoire, aprés avoir exposé, dans Paragraphe 1, la notion
fondamentale de ’étre géométrique, nous obtiendrons. dans Paragraphe 2,
quelques formules sur la dérivée de Lie d’un étre géométrique. Dans le
Paragraphe suivant, nous étudierons la relation entre la dérivée de Lie d’un
étre géométrique de LiE et le groupe continu a r parametres. Le quatrieme
Paragraphe est consacré a la recherche du groupe d’invariance d’un étre
géométrique. Dans Paragraphe 5. nous obtiendrons la formule concernant la
dérivée de Lie d’un étre géométrique d’ordre supérieur. Dans la premiére
moitié du dernier Paragraphe, on trouvra les généralités sur le groupe étendu,
dont on aura le besoin dans la derniére moitié consacrée a l’é¢tude d’un tel

étre géométrique.

§ 1. L’etre géométrique.

Nous nous placons d’abord dans un espace général X, a # dimensions,
dont les points sont désignés par ses coordonnées x*, et désignons les transfor-

*) Received February 8th, 1950.
1) K. YANO, The groups of transformations in geheralized spaces, Tokyd, 1949.

2) Voir, par exemple, K. YaNo, déja cité, p.30, p. 47, p.14 et p. 64 respectivement.
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mations de coordonnées par les équations
(1. 1) xh o= fA (s, ey %) (@M uv,0 =1, 7).

Un étre qui possede des propriétés suivantes s’appelle un 2¢re géowéirz’que
de classe p:

“ij 1II a un systeme bien déterminé de IN composantes (4 par rapport a
chaque systéme de coordonnées (x*);

ii) Quand on effectue une transformation de coordonnées (1. 1), ses com-
posants (04 (¥) par rapport au nouveau systeme de coordonnées (X*) peuvent
étre représentées par les fonctions bien déterminées dépendant des composantes
anciennes Q4 (x), des coordonnées anciennes x*, des fonctions f*(x) de la
transfomation et de leurs dérivées partielles jusqu’a l’ordre p, soit par les
équations de la forme

(1’ 2) QA (E) = FA (QB) X,\’fi\fl)“l) "')f),\ V1) evey 'UP), (.A} B, C = 1., Tty 1\]),

ou 'on a posé

o A
f’}vl, "”VS-:a*xV—l_f{[a—x;? (;’f’a=1’...’P)

et, pour la simplicité,nous désingerons quelquefois le second membre de (L. 2)
par F4{Q, x, %).
iii) Les fonctions F4(Q, x,x) ont des propriétés de groupe, soit elles
satisfont aux relations suivantes ;
a) F4(F(Q,x,%,),%,%)=FA4(Q, x, X,),

(L. 3) b) FA(Q, x, x)=F4(QF, x* x* 8,0, -, 0) = Q4 (x),
c) F4(F(Q,x, %), %, x) =04 (x),

ot (x), (%), (X) sont trois systémes guelconques de coordonnées.

Un étre gométrique, dont les fonctions F4(Q, x, X¥) de transformation
ne contienent que Q4 et les derivées partielles des f*, s’appelle un étre géo-
métrique différentiel.

Un étre géométrique Q! (I = 1, ---, N') s’appelle la fonction d’un étre géo nétri-
que Q4, si les composantes (M du premier se lient a celles du dernier par les
équations

01 - @1 (),

ou les fonctions ®f ne dépendent pas de choix du systéme de coordonnées,

§2. La dérivéc de LIE d’un eétre géométrique,

Considérons, dans 1’espace général X*, une déformation infinitséimale
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@ 1) R = X + B () Of,

qui déplace un point x* quelconque jusqu’aun point X* infiniment voision, ou

£* est un champ du vecteur contrevariant et §# une constante infinitésimale.
Etant donné un champ Q4 (x) d’é¢tre géométrique, il a des composantes

04 (%) en le point X*, et, d’autre part, si 'on regarde la déformation (2. 1)

comme une transformation de coordonnées, il a,ce qu’on appelle, des com-

posantes entrainées en le méme point :

2. 2) 04 (%)= FA(Q, x, x + E8¢).
Alors, en désignant leur différence par
2. 3) DOA = (X04) 8t = QA4 (%) — 04 (%),®

DQA et XOA s’appellent respectivement la différentielle et la dérinée de Lie de
Pétre géométrique 0A4.
Cela posé, le champ Q4 (x) a des composantes
2. 9 04 (%) = Q4 (x) + Q4,282 8¢
en le point ¥* = x* + £78¢, la virgule désignant la dérivée partielle par rapport

a la variable x*.
D’autre part, en tenant compte des formules

f)\ = x}‘ + E)‘aty
f)‘y vi = 8;}1 + E)‘:‘*l 61‘,
f)"vl""‘g = EA, iy, S (j=2, ,p)

et des relations (1. 3), nous avons
Q4 (%) = F4 (5, 5%, 56 + 86,8 + B2 84, By 000, 1)

2.5 2
( ) — QA (x) + ESA, v1- .ys FfV]_mVs (Q’ x)’

A = A

=0, ...
vi. oF4 Ay = O s Y 4
FfIVS(Q’x)-:':afA»VrV]f’I 811 =2, .
s .ff\,yl..vt—o 2 ’ ’P

et £, et Fdvo indiquent respectivement

oF41 /=% fAu=28
Er vy = Er et Ffvo = [@TJ Fryview, = 0. '

1) Voir, par exemple, K. YANo, déji cité, p. 2.
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De (2. 3), (2. 4) et (2. 5), nous obtenons donc les formules pour la dérivée
de Lie de I’étre géométrique général Q4:

b4
(2. 6) D04 = (X04) 8¢ = [gx 04, — zosx,v, v, Fv1 (), x):i St.

Il est & remarquer que les fonctions Fa1i-v(Q, x) ne dépendent que de Q4 ‘et
de x*, et que si V'étre est diff¢rentiel, elles ne dépendent que de Q4.

Maintenant, nous allons voir comment les composantes de la différentielle
de L1t d’un étre géométrique Q4 se transforment vis-a-vis une transformation
quelconque de coordonnées

(2. 7) XN = fN (%1, -y X7).
Les composantes Q4 (%) et 14 () se transforment par

Q4 (%) = F4'(Q (%), X, X')
et

04" (%) = F4 (0 (%), %, ') .
respectivement. Donc, sa différentielle de L1 a, par rapport au systeme (X'},
des composantes '

DOA (') =04 (%) — 04’ (%) =F4' (Q (%), %, %) — F4' (%), %, %)
En tenant compte des formules (2. 3) écritss sous la forme
' 04 (%) = 04 (%) — DO (x),
nous obtennons enfin la loi de transformation pour DQA4
@. 8) DO (x) = 955 DO ().
Par conséquent, la différentielle de Lie d’étre géométrique n’est plus généra-

lement elleem3me un étre géométrique, mais nous en pouvons établir le théo-
reme suivant:

. .

Tuborkve 1. Pour que la dérivée de Lie d’un 8tre géombtrique soit elle-mérme
un 8tre geométrique, il faut et il sufit que les fonctions donnant sa loi de trans-
formation soient lintaires en ses composantes Q4, ¢’est-a-dire, que les formaules (1. 2)
puissent Btre représentées sous la forme

@. 9) 04 (%) = F4 (x, %) 08 (x) + G4 (x, %),

o les fonctions F4 et GA ne contiennent pas Q4. Un tel étre s’appelle un ézre
géoméirique linéaire.
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CoroLLAIRE. S7 Ja premivée dérivie de L1t d'un Etre gbombtrique est géométrique,
ses dérivées successives de LIE sont anssi géométriques.
Da plus, soit QA w, par exemple, un étre géométrique. Si sa dérivée de Lie
XA . est un tenseur de poid », on doit avoir

o, BFY v _ Aw@x Dt Ox” ( '
2 8) o0 ~ A" o B o A=det| 25
d’oti on a

(> 10) Oy = A X 0XE X (3 L GV (52, 5).

XN OxH AxY
Par conséquent, nous avons le théoréme suivant ;

Tuborbye II. Pour que la dérivée de L1t d'un Btre gbombtrique ON w soit
un tenseur, il faut et il sufit q:4'il ait la loi de trancformation de la forme (2. 10)
pour la transformation de coordonnées.

Si un étre géométrique Qf est la fonction d’un étre géométrique 04, il
est facile de voir que la dérivée de Lie du premier est liée a celle du dernier
par les formales

» O — = 4
(2. 11) xor = 28 x04,

En géneéral, la dérivée XQOI est la fonction de I’étre Q4 et de sa dérivée X0OA.

§3. Les dérivées de LIE et le groupe coutinu a » parameétres.

Dans ce Paragraphe, nous nous limitons a traiter des étres géométriques
linéaires, autrement dit, des étres géométriques dont les formules de trans-

formation s’écrivent
04 = F4(x, %) Q8 + G4 (x, X).

Puisque 1’étre géométrique Q4 possede la transitivité pour la transformation
de coordonnées, les fonctions F4 et G4 doivent satisfaire aux équations

(3. 1a)  F4(%, ¥)FE(x, %) = F(x, %),
(3. 1b) F4 (%, %) GB (x, %) + G4 (%, %) = GA (x, %).

Maintenant, considérons deux transformations infinitésimales quelconques

(3. 2a) ®A = oh + B &5,
(3. 2b) XA = xr + o Ot

Alors, d’une part le premier membre de (3. 1a) est égal a
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(62 + nry, (%) FgY s (%) 82 + Y3 m5 (X) 70, (X) F4ys 1 (%) 827
x [88 + Ny, FB2s 85+ 13 80, vy, FBs1 86%]
(3. 3a) = (04 + {nov; + W0 E2 85} {Fis + Fpys, ;£8 85} 8¢
+ 12 0y i, Fso 82 ]
x (88 + By Fgrs 85+ 13 &%, Erya, FBY vsor 85%],

ou l'on a posé

Z E vy Vs 1 Vs, (u = 2, »P)

A =
b P ang f
& Ws &n ’“’tPBAsw B ; % s E#,wl o [af)\ DIERN afuml mt}f M 8A

"‘1 vy = 0

et d’autre part, en tenant compte de
XX = xh o+ BN 85 + nh 8t + 7 e 85 82,
le deuxiéme membre de (3. 1a) est égal a
84 + {By, 8s + nPu 82 + (01aE?), v, O s} Fls

(3, 3) + Yy (Er O+ 82} (B, 05 + nthe, 82} FE) o1

171

En comparant les coefficients de 85 et 8¢ dans deux expressions (3. 3a,b), nous

obtenons les identités

(3 4 ) 77)‘7\'5’0‘ Em F‘g;s + 77)\\'5 Ew Pé{%d + ’7“')(»; E'\’VS ng' ngs
. 4a :
= (77}\:065“)) Vg Féxs + 70, g}‘,vs Fé;i’”»

qui sont varables pour deux vecteurs quelcongnes £ et 7.
- De la méme maniére, nous avons, de (3. 1b),

77}‘»1‘5’05 Ee Gf”s + 7y Eo Gf”s'w + 7t E}\"’s F‘gzt Gf”s

3.4b
( ) = (7])‘,0& Ea:), Vg G;\“S + 77”"0»; E)‘ﬂs GAVS:’MI.-

Revenons d chercher des dérivées de Lie, et considérons r déformations

infinitésimales

Td: XA = X)‘+f)‘8f (a,b,f’:lv”')r)'

Nous désignons par X, 'opérateur de différentiation de Lie correspondant a
T, et par &), la dérivée de Lie d’un vecteur £ par une déformation T'p, soit

6.5) B-XB-RE-BE
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qui est un vecteur d’aprés Théoréme II.

Il est bien connu® que la condition nécessaire et suffisante pour que les ¢
déformations infinitésimales générent un groupe continu de L1t & 7 paramétres
est qu’il existe les relations

(3. 6) (Xp Xo) f=(Xo Xe — X Xb) f = Cii® Xaf
pour le scalaire f quelconque, ofi les Ci? sont les constantes de structure.
Cette condition, représentée avec les vecteurs des déformations, est

37 Xp B =B = Citg.

Cela posé, cherchons quel éffet notre opérateur (X X:) a un étre géom-
étrique de Lie 04,
La premiere dérivée de Lie de 1’étre envisagé Q4 est

X QA =8 04,5 - &, (Fgis Q8 + Gv),
et, la seconde dérivée de Lie se représente par
(X Xe Q4) = B4 [} Q4n+ 8204 — E v (Fgs QF + Gbs)

=8, (Ff, 0+ Ffte 0%+ G,

- B, Fi B 0% &, (F 0° + GP))
En tenant compte de (3.4 a,b) et (3. 5), nous avons enfin les formules

(Xo Xo) Q4 = (X5 £) Q40 — (Xo £), v, (Flrs QB + Gvs),
ce n’est pas autre chose que la dérivée de Lie de ’étre QA4 par rapport a la
déformation infinitésimale par le vecteur & .
Nous arrivons ainsi au:

Tuéorgue Il Le résultat obtenu en appliquant opératenr (Xo Xo) & un étre
ghométrique QA linéaire est égal & sa dérivée de L1E correspondante au vectenr
&, = Xv &8 De plus, si les déformations infinitésimales générent un groupe de LiE,
il existe lec formules
(. 8) (X Xo) Q4 = Ci* X, QA
avec les constantes Cic® de structure du groupe.

Les formules obetnues en haut sont aussi vraies pour I’étre 7, qui est une
fonction d’un étre géo rétrique linéaire QA.

En effet, de (2. 11), I’'on a

1) Voir I. P. EIsENHART, Contifiuvous groups of transformations, Princeton Univ.
Press. 1933, p.25 (7.2) et p. 54, Theorem.[15.1]. .
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1 _ o1 44 o®
Xo Xe O 504 Xo Xe Q4 + 505 50C

et, d’aprés Théoréme III,

Xb OB Xc ch

(X X) QI = %’ (X X)) Q4 = X Q1.

§4. Les groupe d’invariance d’un etre géométrique.

La différentielle de Lie
DOA (x) = Q4 (%) — 04 (%)

d’un étre géométrique Q4, n’est pas autre chose que ’accroissement de 1’étre
pendant la transformation infinitésimale (2. 1), qui est défini au point X* = x*
+ £* §¢. Par conséquent, DQ4 au point x* est donnée par

— DQA (x) = Q4 (x) — 04 (x),
d’ou
(. 1) 04 (x) = Q4 (x) + DA (x).
Supposons que 1’espace admette une déformation infinitésimale, qui annule
la dérivée de Lie
(4. 2) . XQA EE)‘ QA))\ - E)‘)VS (P‘g;‘\s QB + Gf‘ls) (f, 7‘, U= ]’ ,P)
d’un étre géométrique différentielle linéaire. De (4. 1) une telle déformation

infinitésimale laisse invariant 1’étre géo nétrique Q4, ce ne dépend pas du choix
de coordonnées, grice & |F4| 0. Or, nous pouvons prendre le systeme de

coordonées, ‘par rapport auquel le victeur £ a des composantes?

(4. 3) Ex: (1,0, -,0).
Alors (4. 2) nous donne
(4.9 904 /ax! = 0,

et, par conséquent, les composantes ()4 rapportées a un tel systéme ne
contiennent pas une x' des variables. Donc pour les transformations finies

?1 = x1+ ;)
XA = xA =2, )

(4. 5)

1) Voir L. P. EISENHART. déja cité, pp. 32-36.
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générées par le vecteur £ = 3, on a facilement
04 (%) = 04 (%).
Ces transformations finies (4. 5) forment un groupe(®, qui s’appelle /o groupe
d’invariance de Vétre géométrique différentiel Q4. Ainsi,
Tuborbue IV. Si lespace admet ane déformation infinitésimale laissant

invariant un étre géométrique différentiel, il admet aussi un groupe & un paramétre
d'invariance de Détre, qui est généré par cette déformation infinitésimale.

TukorEye V. Pour que Vespace admette un groupe & un paramétre d'invariance
d'un Btre géométrique différentiel QA, il fant et il suffit qu’il existe un systéme de
coordonnées par rapport anquel ses composantes ne contisnnent pas ane des variables.

En considérant ensuite » transformations infinitésimales

Ta: R =+ B3
et en désignant par X, l’opérateur infinitésimale correspondant & T, il est
facile de démontrer les théoremes suivants :
TuéorBue VL. Si £\ définissent r groupes & un paramétre d'imvariance d'un ttre

gbométrique différentiel OA, une combinaison linéaire des vectevrs EN avec coefficients
constants génére aussi un Zroupe & un paramétre d’invariance de I tre Qa.

Tubordme VIL. Si r opératenrs X, d'un groupe & r paramétres générent
individuellement ' r groupes & un paraméire d'ivariance d'un tre glométrigque
différentiel A, chaque transformation du grompe & r paramétres laisse invariant
Pétre QA :

D’apres Théoréme III, on aura le

Tukorbme VIII. Si E\ définissent r groupes & un paramétre d’invariance d'un
étre géométrique différentiel linéaire OA, lo vectenr &) = Xo &N définit ausci un
groupe & un paramétre d'invariance de étre QA. '

Tutorbwme IX. Si les opératenrs X, sont cenx du systéme complet des groupes
@ un paremétre d'invariance d'un étre géométrique différentiel linéaire Q4, les
opératenrs X, sont les génératenrs d'un groupe & r paramétres d'invariance de I'étre
Q4.

Proposons-nous maintenant le probléme suivamt; Etant donné un groupe
G, a r paramétres dans la variété a » dimensions, se trouve-r-il un étre
géométrique Q4 tel que le groupe donné G, est le groupe d’invariance de |’étre
04, antrement dit, les équations différentielles

(4. 6) X QA =B\ Q4 — B, (FA5 Q8 + G4) = 0
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sont-elles intégrables?
La réponse est affirmative si r < #.
En premier lieu, considérons le cas ou le rang de la matrice de Er est égal

a 7. Dans ce cas, nous pouvons prendre un systéme de coordonnées par
rapport auquelV

. - ay s f =107
4.7 det |£2] + 0, £=0 < xf=r+ 1,~--,ﬂ>-

Alor les équations (4. 6) deviennent
(4. 8) Xa QA4 =E2,04,, — By (F{s Q8 + Gavs) = 0.
Ces éqations sont soluvables par rapport aux Q4,,, et O4,, peuvent se

représenter comme les fonctions H4 (x, () de x* et des composantes 4, et,
par conséquent, (4. 6) reviennent aux équations

(4. 9) X, 04 = 34 [04,, - Hf (>, W] =0
ou
(4' 10) QAje = H‘: (X, Q).

D’autre part, puisque X, forment un groupe, nous avons les identités
(4. 17) (X Xe) Q4 =20 Xe Q4 — Xe X Q4 = Cic® Xa 04,
d’otl nous obtenons, en tenant compte des expressions (4. 9) de X; Q4,
EvEN O — HE — Hip OBu) + B4 8} (Q4 — HY) — £t o, Fos X QF

—E BN QA — Hf# — H4\, BQB,.) — &+ o (Q4,, — H4)

— & Fios Xo OF = Cie* Xa Q4
et, en tenant compte de (4. 7), (4. 8) et (4. 9), '

Ejg(HA,+ HA, HP — Hf, — Hf HE) =0
et enfin, grice a [£¢[ = 0, les identités
Hi + Hi, HE ~ HY, — Hi HE =,

ce ne sont pas d’autres choses que la condition d’intégrabilité complete des
équations ‘différentielles (4. 10). Nous avons ainsi,

TaborEue X. Etant donné un growpe G, & r paramétres dans un espace &
dimonsions (r < n), dont le range de 1 E* | est égal & r, le grompe G, peat étre le

1) Voir L. P. FISENHART. déja cité, §21, pp, 71-76.
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groupe d'invariance d'un étre géométrique linéaire.
En second lieu, considérons le cas ou le rang de [ E*|| est égal & g < r
2 q

Nous pouvons choisir un systéme de coordonnées par rapport auquel

det IE;I:FO’ E}\=0y i){yk=11""lq )
. . . ) = + ,'--’
= 2l ()E), (hpzgtii

(. 12)
A=g+1-n
ou @i(x) sont des fonctions scalaires.

Par rapport a tel systéme, les équations (4. 6) se sépare en deux systémes
_des équations

(4. 132) X Q4 = £/ Q4,5 — B (Ff2s 08 + G%) = 0,

(4. 13b) Xi Q4 = piE1 04, — (@ 8Y), (F2s QF + Gf*) = 0.
Ces équations peuvent s’écrire

(4. 14a) X; 04 =Ei[Q4,; — HA (¢, Q)] =0,

(4. 14b) X 04 =K (x, Q)+ @} X; Q4 =0,

ou H(x, Q) et Kt (x, Q) ne contiennent pas de dérivées partielles de QA4.
Donc notre probléme revient au probléme d’intégrablité du systéme mixte
(4. 15a) 04,; = Hf (x, Q),
(. 15b) K (%, Q) = 0.
D’une part, les identités (4. 11) pour y =, ¢ = k sont
(X X — X X5) Q1 = Cit' X; Q4 + Cin* X0 Q4
=Ci¢ X; Q4 + Cie (K& + o} X; Q4),

d’ol, en tenant compte de (3. 14), (1. 13), (4. 15) et (4. 12), nous avons facile-
ment les identités

H{, + Hf{, H® — H4; - Hi,H? =0,
c’est précisément la condition d’intégrabilité compléte de (4. 15a).
D’autre part, (4. 11) pour y =/, ¢ =/ sont
(Xi X =X Xj) 04 = Cin* X; 04 + Ciu™ [KA + o, X; Q4]
d’ott I’on a, de la¥méme maniére que la précédente,

Xj K#t = Citm K4
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ou
Ei[K# + K{; HP] - [homogeéne et linéaire en K4] = Cji™ K4
ou enfin grice d la premiére de (4. 12),
Kf’. + K&, Hf = [homogeéne et linéaire en K41,

Dornc, quand (4. 1Fb) sont satisfaites, le premier memkre s’aunule aussi, et,
par conséquent, si (4. 15b) sont satisfaites par les conditions initiales, elles
aussi satisfaites par les solutions de (1. 15a), Nous obtenons ainsi le théoréme
suivant :

N

Tuborbmr XI. S7, étant donné un growpe Gy & r paramétres dans la variété
& n dimensions (r = n), dont le rang de \|EX\| est égal & q < r, nous choisissons un
systéme de coordonnées par rapport anquel (4 12) sont valables. Alors, s'il existent
Q4 qui satisfont aux équations (5. 15b) pour certaines valeurs données de variables
xN, nous pouvons trowver un éive geométrigue linéaire QA possédant Gr comme le
groupe d’invariance de LiE.

§5. L’etre géométrique d’ordre k et sa dérivée de LIE.
Un étre, dont les composantes dépendent non seulement de coordonnées
x* mais encore de leurs différentielles jusqu’a P’ordre 4,

(. 1) XA =d7 x* (o =0,1,-, k)

et satisfont aux conditions ii) et iii) de Paragraphe 1, s’appelle un é¢re géomé-
trique de la premiére espéce d’ordre k.
D’autre part, considérons, dans I’espace X, un sous-espace i s dimensions
Xm défini par les équations paramétriques
x)\ =x)\ (ud)Ex)\ (ul’...’ﬂm) (a’B,py=1,...’m)
et désignons les dérivées partielles par

A o7 x*

@ = au””l .o éﬁ; ¢
Alors, un étre géométrique, qui dépend des dérivées x» au lieu des
o
différentielles x*, s’appelle un é¢re géométrique de la seconde espéce dordre k.

Cela étant, quand on considére une déformation infinitésimale (2. 1), I'étre
géométrique Q4 de la premiére espece d’ordre £ a des composantes

(5. 2) 04 (%) = 04 (x) + E2. Q47 (@=0,1, &)

en le point X* = x* + £* 8¢, ol I'on a posé
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7 o0& | 204
(6. 3) E =4t = = oxh_ xh et Q4,0 = Er

Er et Q40 signifiant respectivement £ = £* et 04,0 = O4, et, d’autre part, I'on a
04 (%) = 04 (%) + B, o (Q, ).

Par conséquent, sa différentielle de Lie définie par les formules (2. 3) a des
expressions

(5, 4) DOA = (X04) 1 = [B2 Q4,7 ~ &, Fv(Q, x)]8¢.
De méme maniére, la difféntielle de Lie d'un étre géométrique de la
seconde espéce d’ordre £ est donnée par les formules

(5. 5) DOA = (XOQ4) 8¢ = £y 4,3 — &\, F(Q, x)181,

ol I'on a posé

c 88;—1 204
(5- 6) E;a——— EI\,“I' [ = Zax# ng, Q‘j\mo = ax: .

o

T héorémes I et 11 sont anssi vrais pour deux espéce de tels étres géométri-
ques d’ordre £, et a cause de cela nous appzlons encore un étre géométrique
d’ordre 4, dont la dérivée de Lie est elle-m3me un &tre géométrique, un éfre

gbométrique lintaire,

"§6. Le groupe étendu d’ordre k et la dérivée de LIE.D
Il résulte des équations finies du groupe G, a » paramétres, soit
6. 1) xM = fA (x, a),

que, en employant les notations de Paragraphe précédent, la loi de transfor-
mation de x* peut s’écrire sous la forme

(6. 2) TA = fA (%, %0, -+, Xo 5 a), (¢ =01, -, &)
oli les fonctions fA sont données par les formules de récurrence

o a A
o—1
6. 3) fr= Tgla——xs_‘l X, (e.=1, -, k)

Les équations (6. 1) et (6. 2) définissent une transformation en (&+ 1)z

1) Dans la premiére moitié, voir L. P. EISENHART, déjd cité, pp. 92-106.
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variables x3, et les valeurs 42 des paramétres, pour lesquelles la transfomation
(6. 1) de G, se réduit a I'identité, fournissent aussi I'identité pour la transfor-
mation (6. 2). Il est facilement démontré par I'induction que I’ensemble des
transformations (6. 1) et (6. 2) constitue un groupe G* par rapport a (k-+1)#
variables x, qui s’appelle le groupe étendy de la premiere espece d’ordre £ de
G,. En effet, nous avons les équations finies de

Sr(f (s @), a0) =f* (2, a5)
et nous supposons que_ les équations
Folfelen )y ) = [3(x3, a3) (r=750)
soient établies pour ¢ =1, ..., & — 1. Il résulte que

. af}t—l(;’ a-;) 8x" af,g 1("" ﬂz)af“(x: @) afk l(x,as)

ox* 8x“ ax“ oxY oxT

el

d’ou, en tenant compte de (6. 3), nous avons
=)\—lk(x’aﬂ) f (’\)aﬂ)’
qui établit la propriété de groupe étendu.
De plus, nous avons que les équations

(6. 4) 23— g (%) A2(a)

existent pour le groupe G, et nous supposons que les équations étendues

e A

" (6. 5) Sz = Ene (%) A2 (a)
existent pour o =1, ..., &~ 1. De ces équations, nous avons

ax" koo,

o8 _,
Z aa’ oxk 1 Z

_,A(a)
ax“ ax” 1

=Zaak £ e (a),

T—

...

et, par conséquent, en tenant compte de (5. 3),

(6. 5) sz = 6. (%) A2 (a)-

Pour le groupe étendu G*#, les équations (6. 5) étant encore valables pour
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o = k, jouent le rdle de (6. 4) pour le groupe G,. Puisque 42 sont les mémes
pour le groupe original et le groupe étendu, nous avons le théoréme bien
connu: Les constantes de structure du groupe étendu d’ordre k sont les mémes que
celles du gronpe donné Gr:

0A* 0As
(6. 6) Cio = A4 (of — 50t )

En remarquant que les équations (6. 5) doivent admettre des solutions
f2(x,a) quelles que soient x}, c’est-a-dire, elles doivent étre complétement

intégrables, nous pouvons vérifier les identités

6 ComEg-mEI-Cen,  (PIZ2A)

7 m

lesquelles peuvent étte réduites encore directement de (3. 5) et (3. 7) par
I'induction concernant 1’indice &, en tenant compte de (6. 3).

En remplacant les indices p, 7 par les indices ao, 8- (=1, .-, 7) dans .
toutes lcs équations obtenues dans ce Paragraphe, on aura des équations, qui
existent pour ie groupe étendu de la seconde espéce d’ordre k.

Cela posé, considérons un étre géométrique linéaire Q4 d’ordre £ Sa loi
de transformation par rapport a celle de coordonnées s’écrit '

04 (%) = Fa (5, %) QB (x,) + G4 (x, %),
et sa premiere dérivée de LiE et seconde se représentent respectivement par
X Q4 =5 047 -8, (Fgxs + G%)

et
A — TEn A A A — £A Av B
Xo Xe Q4 = g‘r lgca-,;. Q '; + fw Q ’:\r;. Ec;vS FBAS Q ’;]

~ B IEL, (PR 0% + GEO+ B, (F, 00 + G )
-, File, 08~ B, (F-0° + G2)

b m W

d’ou, en tenant compte de (3. 4a,b), (3. 5) et (6.7), nous obtenons les formnles

6. 8) (X X) Q4 = Cyo [B, Q4 7 — B (Ffrs QB + G,

a,vs
Ces équations nous donnent le théoréme suivent :

TukorEwe 1. Pour un étre géométrique lintaire QA d'ordre k, il existe,
sous le growpe G* dordre k du groupe donné G, les formules

(6. 9) (Xo Xo) Q4 = Ciir Xa N4
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ou Cia sont les constantes de structure du grompe original Gy

On verra facilement que T/héorémes 117, -+, I1X sont aussi vrais pour D'étre
géomérique différentiel d’ordre 4.

Instrtur pE MatuEnatique, UniversiTE D’ OrAvaMA.





