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Die vorliegende Arbeit befasst sich mit Verallgemeinerungen eines Satzes
von Bohr und Hardy (vgl. [6] S. 128 und die auf S.146 genannte Literatur)
und seiner Erweiterung durch Andersen [1] und Bosanquet [3]. Dieser Satz
bezieht sich auf Cesaroverfahren und es ist bekannt (vgl. [8]), dass ein entspre-
chendes Ergebnis auch fiir allgemeine Matrixtransformationen gilt, die einen
gewissen Mittelwertsatz erfilllen. Im Fall der Cesaroverfahren ist dieser
Mittelwertsatz dann erfiillt, wenn der Index zwischen O und 1 liegt. Diese
Situation legt natiirlich die Frage nahe, ob ein allgemeiner Satz gefunden
werden kann, der alle Cesaroverfahren enthilt. Zur Untersuchung dieser Frage
stellen wir Bedingungen auf, unter denen aus der Giiltigkeit eines Bohr-
Hardy’schen Satzes fiir eine Matrix B auch auf die Giiltigkeit fiir BP geschlossen
werden kann, wo P ein bewichtetes arithmetisches Mittel ist (Sitze 1 und 2).
Durch Iteration dieses Ergebnisses ist es im Spezialfall der Cesaroverfahren
sofort méglich (indem fiir B ein Cesaroverfahren mit einem Index zwischen
0 und 1 eingesetzt wird), den Bohr-Hardy’schen Satz fiir alle Cesaroverfahren
zu erhalten. Eine Iteration dieser Art ist auch im allgemeinen Fall méglich
und liefert ein Analogon zum Satz von Bohr-Hardy bei Matrizen der Form
BP* (Sitze 3 und 4), wobei fiir B ein derartiger Satz schon gelte (was sicher
dann zutrifft, wenn B einen Mittelwertsatz erfiillt). Die Sitze 5 und 6 dienen
der weiteren Untersuchung der in den Sitzen 1 und 2 gemachten Voraus-
setzungen; im Satz 5 wird das unstetige Riesz’sche Verfahren R*(n,2), im
Satz 6 das Quadrat eines bewichteten arithmetischen Mittels untersucht.

Mit den in dieser Arbeit verwendeten Methoden hat H. Fiedler [4] den
speziellen Fall der Riesz’schen Verfahren (R, n, ) behandelt.

1. Bezeichnungen und Hilfsmittel. Wir betrachten im folgenden
Dreiecksmatrizen A = (aw), n,v = 0,1,+++ (a, =0 fiir v > n). Die Matrix A
heisst normal, wenn a,, =0 ist. Fiir eine Folge s, =a,+a, + -+ +a,
schreiben wir

(1) o, = Z Apy Sy = Z C—lnuav (anu = Z anu) 5 A_z(anu)
v=0

v=0 p=v
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und

(2) Op—0p.-1 = Z Lim,d,,,ﬁ = (dnv) (U—l = 0) .
V=0

Fiir die inversen Matrizen sei A™'=(a,,), A~ =(a,,), A\"z(d;w) (falls A normal
ist).

Eine Folge {s,} (Reihe >_a,)heisst A-limitierbar (A-summierbar) zum Wert
s, wenn gilt o,—s. Ist eine Folge {A,} so beschaffen, dass {\,s,} (bzw. D"\, a,
A-limitierbar (bzw. A-summierbar) ist fiir jede A-limitierbare Folge {s,} (bzw.
jede A-summierbare Reihe >_a,), so schreiben wir A, € A; (bzw. N, € A,). Sind

A und B so beschaffen, dass jede B-limitierbare Folge auch A-limitierbar ist,
so schreiben wir B& A. Ist noch A & B, so schreiben wir A = B.
Mit E bezeichnen wir die Einheitsmatrix und mit P=(p,) bewichtete

arithmetische Mittel, p,,= %L @=n), p=0@>n), p,x0, P,= py+ -+ +p,

x0,n=01,+--.
Von besonderer Bedeutung sind Matrizen A, fiir die eine Abschitzung

=K O=n=m=n)

(3)

n
Z Anry Sy
v=0

m
D> aws
v=0

gilt (vgl. [8]). Hinreichend fiir (3) mit K = 1 sind z.B. die Bedingungen

n
a a
(4) anu>0 (Vén),zanvzl, n+1,0 g an+1,1 ;"'_2_ n+1,n (n:()’ 1,...)
=0 a'no anl Ann

(vgl. [9] S.153-155, wo in diesem Fall die Bedingung 0= %’ﬂé K 0=v

= n = m) nicht benétigt wird). Aus (4) (auch ohne }_a, = 1) folgt, dass

v=0
(5) =0 @w<n n=12--+)

ist (vgl. [7], [14] theorem 5).
Bekannt sind die folgenden Sitze.

SATz 1. Es sei A normal, dreieckig, pzrmanent und erfiille (3). Genau
dann ist § € A,, wenn gilt

(6) &—c=&A, Q) =D anan (O |a,|<oo, ¢ konstant).
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Vgl. hierzu [8], Satz 11. (Die in (6) eingefiihrte Bezeichnung — mit a =

{a,} —wird im folgenden stets verwendet werden. Uber A wird dann nur
vorausgesetzt, dass die Spalten beschriankt sind.)

SAaTz 1. Es sei A normal, dreieckig, permanent und erfiille (3).
Behauptung. Es ist &,,,(A, a)cA;.

Fiir einen Beweis vgl. [8], Satz 11 (dort wird s,&,(A4, @) behandelt; der
Beweis im vorliegenden Fall verlduft genau so).

Wir geben zuniichst einen neuen Beweis fiir den hinreichenden Teil von
Satz I unter den etwas spezielleren Annahmen (4) iiber A. Dazu beweisen
wir den

HILFSSATZ 1. Es sei A normal und dreieckig und fiir v=0,1,---
existiere der 1im a,, .

n—oo

Behauptung. Genau dann ist Y a,E,(A,d) A-summierbar fir alle A-

summierbaren Reihen ) _a, und alle a={a,} mit >_ |a,|<co, wenn ein M>0
existiert, so dass gilt

n

- = =
Z Ay Ay Ay
v=21

(7) >

A=0

=M fiir alle p, n mit p=n.

BEWEIS. Zunichst ist mit (6) (und ¢=0)

n o e mn,p)  mn,p)
( 8 ) Z L—lm, a,&, (A, a) = Z a, Z g Z Ay Ay al;l
v=0 u=0 A=0 v=2>A

(m(n, p)=Min (n, u)). Aus der Konvergenz von (8) fiir n—cc und alle 3 |a,| <oo
folgt in bekannter Weise (vgl. [2], S. 67, 80 und 86)

min,p)  min, )

(9) Z oy Z anv(;uval:l éc ({GV})

fiir alle n, u. Umgekehrt ist (9) fiir die Konvergenz von (8) (fiir #—o0) wieder
hinreichend, da ‘

m(n, i)  m(n,p) _ n M
lim z gy Z Any Ay Ay = Z gL Z Auy App lim An
[Ctad ) s A=0  u=A e
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ist. Wie beim Satz von Teoplitz schliesst man, dass (9) gleichwertig ist mit (7)
(aus Symmetriegriinden darf =7 angenommen werden).

Um den hinreichenden Teil von Satz I aus (4) abzuleiten, zeigen wir
zunichst, dass gilt

(10) 2 An@wan=0 (p=n).
v=A

Gilt namlich (10), so ist mit (1) und (4)

n v

— A =’ o —

= Z Ay Ay Ay = AnQuo = 1.
v=0 A=0

n

2

A=0

n

- = =
Zanuauvavk
v=1L

Um (10) nachzuweisen, formen wir die linke Seite von (10) mit (1) und der
Beziehung a,, = a,,—a,-.,, in folgender Weise um

n

n
(11) anua,wc—l;’m = Z(‘7ﬂu (Zlnu‘“c_ln,uﬂ) + an,wl (a/tv—an,V+l)) a;l
v=2A v=2A

n

= (auu (2o + q71,v+lauv) a .
v=2A

Wegen (5) und a, = 0 ist nun

n n
Z a,w Ay Ay g au Z Ay Ay ; 0
v=2A v=2A
und
n n “
- ’ — ’ — ’
Z Qn,p 18 Apr = an,lﬂz Ay Ayr = Ap,A+1 Z Auy Ayp =0 s
p=27 v=>A PEYY

und daraus folgt (10).
Ist A eine dreieckige Matrix und besitzt A beschrinkte Spalten, so gilt
dies wegen (1) auch fiir A und es ist

(12) E(A, ) — &1(4, a) = &,(A, @) .

Ist B eine dreieckige Matrix und A = BP, so gilt, falls die Spalten von
A und B beschrinkt sind
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(13) [&.:.(A, @) — &,(A, a)] —%")l =¢,A4, a)—&,(B,a) (n=0,1,---, P_,=0).

Zum Beweis bemerken wir, dass B = AP}, also B =_/ﬁ“ ist. Es ist &,(4, a)
ot Pn—2 N

—&,(B, a) = &,(A(E — /ﬁ‘l), a) und mit $,, = ——g" y Pan1 = — o b =20
n n—1
v=n—21ist D> a, (E—ﬁ“),w = PIV’—I (@p1—a@,) was unmittelbar (13) nach
p=v v

sich zieht.
Sind A und B normale und dreieckige Matrizen und B& A, so gibt es

zu jedem a={a,}, >_|a,|<oo ein B={B,} mit > |B,| <o, so dass gilt

(14) &4, a) = &,(B,B),

falls die Spalten von A und B beschrinkt sind. Dies ergibt sich sofort mit
B = a(AB™); vgl. [10], Satz 6.

Schliesslich notieren wir noch zwei leicht nachzurechnende Identititen,
die spdter benotigt werden. Es sei B dreieckig und A=BP. Fiir beliebige

(A gilt

n n 7\[}] v n P,,_1 1 v-1
(15) Z anvxvsp = Z bnu ? Z pp, S',_ - Z [27%% p (Xu_hy—l) *“P_Z PPSP
v=0 n=0 v=1 v -1 p=0

=0 v

und

(16)  San =an +3 = Piaa,
v=1 v-1

v=0

AN Mt
! Pu(alc) + 7\'n-f»lsn - H—HZ P”SV >

v Pn V=0

= M B@) = 3 ) 1;;
v=0 v=1

A n
wo Py(ar) = D bnrax sei.

k=0

2. Der Schluss von B auf BP.

HILFSSATZ 2. Es sei B eine dreieckige Matrix und A=BP. Ist {\,} eine
Folge mit N\, € By und ist t,=(\p—Np_,) P;“ Spmr n=1,2,+--, £,=0) stets A-

n

limitierbar fiir jede B-limitierbare Folge {s,}, so ist A, € Aj;.

BEWEIS. Dies folgt sofort aus (15).
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HILFSSATZ 3. Es sei B eine dreieckige Matrix und A = BPV. Ist \,
=&,n(A,a)e B, und ist t,= (&, (A, a)—&,(B,a))s,., (n=1,2,+-+-, t,=0) stets
A-limitierbar fiir jede B-limitierbare Folge {s,}, so ist &,.,(A, d)cA,.

BEWEIS. Dies folgt wegen (13) mit A, =§&,.,(A, @) sofort aus Hilfssatz 2.

Die Hilfssiitze 2 und 3 stellen einen Zusammenhang her zwischen Folgen
in B, und A;. In den folgenden Sitzen 1 und 2 wird eine Beziehung zwischen
B, und A, hinzugefiigt.

SATZ 1. Es sei B eine dreieckige Matrix und A=BP. Ferner gelte

B Aj; ist {s,} B-limitierbar, so ist t,=s,_, n=1,2,-+-,¢,=0)
17) {

A-limitierbar,
und fir jedes a={a,}, >_la,| <co gelte
(18) &4, @) € By, &,(A, @) < B,,
ist {s,} B-limitierbar, so ist t,=&,(B,a)s,_, (n=1,2,++-,¢,=0)
(19) A-limitierbar,

ist > a, B-summierbar, so ist 3_&,(B,a)a, A-summierbar.

Behauptung. Es gilt
(20) &,n(A,a) € Ay, &4, a) € A,

firr jedes a={a}, X|a,| <oo.

BEWEIS. Die erste Behauptung in (20) folgt aus Hilfssatz 3 wegen (18),
(19) und (17). Zum Beweis der zweiten Behauptung (20) verwenden wir (16)

mit N, =&,(A, a). Ist {s,} A-limitierbar, so ist Zl/’\,,(ak) eine B-summierbare
Reihe. Wegen (18) ist dann Z)L,,?’,,(ak) auch B-summierbar und wegen (17) auch

A-summierbar. Mit (13), (18), (19) und (17) folgt, dass auch Z(MH—M)% B(a)

1) Hier und in den folgenden Sitzen dieses Paragraphen werde stets angenommen, dass die
auftretenden Matrizen A und B beschrinkte Spalten besitzen. Dies gilt sicher, wenn A

und B permanent sind.
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eine A-summierbare Reihe ist. Wegen &,,,(A, a) € A, ist {A,,,s,} eine A-

summierbare Folge. Ist {s,} A-limitierbar, so ist -—P}f > p.s, B-limitierbar und

7 y=0

aus (18) und (17) folgt, dass 7\'"“ Z s, A-limitierbar ist.

L

BEMERKUNGEN. 1. Ist B&A, so gilt (17), wenn A oder B Indexverschie-
bung nach links besitzt®. Man rechnet leicht nach, dass Indexverschiebung
nach links bei jedem permanenten Norlundverfahren vorhanden ist; sie gilt

fiir ein P mit |P,|—o> genau dann, wenn gilt (Anwendung des Satzes von
Toeplitz, vgl. [5])

Z%llgn—l
]Dn—lljn

_ b

z% 1 j%

|P|Z|Pv | = + =0(1) (n—o0).

Ist P permanent und positiv (d. h. p,>0 fiir v=0, 1,---), so vereinfacht sich
diese Bedingung zu

n—1

@ B S ba| f - B

fb—l l%

= O0) (n—co).

2. Ist (17) erfiillt und B normal, so folgt die erste Voraussetzung in (18)
und (19) (mit (14)) bereits aus

(22) &uni(B, @) € B, (fiir jedes o = {a,}, >0 |a,| < o0);

in #shnlicher Weise folgt die zweite Voraussetzung in (18) und (19) bereits
aus

(23) &(B, a) € B, (fur jedes a = {a,}, > |a,| < o).
Aus diesen Bemerkungen folgt in Verbindung mit Satz 1 der

SATZ 2. Es sei B eine dreieckige, normale Matrix, A = BP und (17) sei
erfiillt.

Gilt &,.,(B,a)e By, &(B,a)e B, fiir jedes a={a,}, >_|a,|<co, so gilt
auch

ean@ ) Ay, & A a)c A, fir jedes a.

2) Eine Dreiecksmatrix (cny) besitzt Indexverschiebung nach links, wenn die Konvergenz von

n n
3, cnysy die von 3, cuwsu—1 (m—o0) nach sich zieht.
v=0 v=1
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Dieser Satz lidsst erkennen, wie Folgen fiir die Matrix B auch Folgen fiir
die Matrix A erzeugen. Es liegt nahe, diesen Schluss zu iterieren, um so
mit Hilfe der Sdtze I und II zu Aussagen iiber Matrizen der Form BP* zu
gelangen. Dies soll im folgenden durchgefiihrt werden. Zuvor weisen wir
noch darauf hin, dass sich aus den S#tzen I und II und aus Satz 2 bereits
unmittelbar der Satz von Bohr-Hardy (vgl. [3]) fiir alle Cesaroverfahren
ergibt. ‘Fiir 0=8=1 ist nach Satz I und II

87“-1(6'5’ a) € (Cﬁ)f ) En(éfb d) € (CS)T .
Wir wenden nun Satz 2 sukzessive an auf die Matrizen
B=C5, Azcscl; B=C5C1, Azcbcf; cy BzCzsCln_l, A:CBCIn;"'

Wegen Ci;C~C;.,, ist nach bekannten Sitzen (17) stets erfiillt (Cs., ist ein

Norlundverfahren). Fiir jedes Y=0 folgt dann (mit (14)) &.(C,, a)< (C,),, was
die wesentliche Aussage des Bohr-Hardy’schen Satzes darstellt (fiir die

Umrechnung auf die bekannte Form ) (n+41)"|A""€,| <co vgl. [13]).

3. Der Schluss von B auf BP* Wir beschiftigen uns zunéchst mit der
Bedingung (17).

HILFSSATZ 4. Es sei B eine dreieckige Matrix, A=BP und AZ2B. Ferner
ser

P;:l c Bf , p}:l c Bf .

Behauptung. Ist {s,} B-limitierbar, so ist t,=s,., (n=1,2,+++, t,=0)
A-limitierbar.

BEwWEIS. Wir gehen aus von der Beziehung

« 1 - 1 - v+ Pr+
(29) PP = ?Z y2 Ppyl Sy — j}n‘ Sn -

n oy=1 n p=0

Ist {s,} B-limitierbar, so gilt das auch fiir das zweite Glied auf der rechten
Seite von (24); die B-Limitierbarkeit des ersten Gliedes ergibt sich, wenn
man noch beachtet, dass B < BP ist.

BEMERKUNG. Unter den Voraussetzungen von Hilfssatz 4 gilt mit der
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zusitzlichen Annahme P;“ € A, noch: Besitzt B Indexverschiebung nach

links, so gilt dies auch fiir A. Dies folgt aus (24) in folgender Weise. Ist
{s.} A-limitierbar, so ist das erste Glied rechts in (24) jedenfalls B-limitierbar.
Ferner ist

‘Bn:l__ Pn+1 1 Pnirl _ Pn+1 1 = .
P, " " p P ;,P"S” ( ;P ) P, 2P
und daraus ist zu ersehen, dass{ b f",“ sn} auch B-limitierbar ist. Im folgenden

sei zur Abkiirzung

P P P s—1 P s—1
A )\, _ 7" (—LA 7\‘”_<_MA> Nns s :1,2’...,
(pnﬂ ) Pust ( Puss > Puss ‘) *

0
(; A> A = N\, gesetzt.
n+1

HILFSSATZ 5. Es sei B eine dreieckige Matrix; k sei eine natiirliche
Zahl.

p > s
Behauptung. Ist £ < By, (PI A) LBy fur s=01000,k,
n+s n+1 n

so ist Lot g Prwnocpoogn o, 19000 k.

n+v Pn+v

BEWEIS. Wir beweisen zunichst durch Induktion nach 7 =1,2,---

Ist (%A) f’;ﬂ*‘ ¢B,, s=0,1,-+-,% und 1’1';;‘ ¢B,, L cp ...

Pn+1,+l

P € B, fiir ein i mit 0=17 = k-1, so gilt
n+i

Pn+z+l Pn+i+2 -
A €eB;,s=0,1,--,k—7—1.
(Pn+z+2 ) Pn+£+1 4 5= :

Fiir 7 = 0 ist dies richtig wegen (s =0,1,---,k—1)

PnH Pn+2 ‘ Pn ¥ Pn+1 P’ﬂ+1 Pn o PﬂH
A = A = — A .
( Pn+2 ) Pn+l ( Pn+l ) Pn Pn ( P’n+1 ) Pn
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Allgemein schliessen wir von der Richtigkeit fiir ¢ auf die von Z+1 durch

s s s+1
Pn+i+2 A <Pn+i+3 — Pn+i+1 A Pn+i+2 _ Pn+'l+2 Pn+i+1 A Pn+i+2
Pn+i+3 Pn+i+2 Pn+i+2 Pn+i+1 Pn+i+1 Pn+i+2 pn+i+1

(s=0,1,---, k—7—2). Die damit bewiesene Behauptung zeigt speziell, dass

aus <~PPJI—A) £;*—‘ €B;, s=0,1,---,%k und —PI—")i"i'ier 0=j=1 auch (s=0!)
n+ n n+j

Purirs B; folgt; dies zieht wegen ~P"“ € By (s=0,1,+--,k) auch Dusirs _

n+j+1 n+s n+i+1

Puiser Puvies || Pur o B, nach sich. Dieser Schluss, angewandt auf 7 =0,
Pn+1,+1 Pn+i Pn+t+1
1,---,k—1, ergibt aber gerade die Behauptung des Hilfssatzes.

HILFSSATZ 6. Es sei B eine dreieckige Matrixz, A = BP und A2 B.
Behauptung. Gilt fiir eine natiirliche Zahl k

(25) %"—‘eBP (?PLA) jfl_er, §=0,1---,k
n+s n+1 n
so ist
26 —Pﬂj_LGAf, PTL A ‘P_niéAfy S:071’...’k_1'
P, Prsr Dn

BEWEIS. Wir benutzen zum Beweis den folgenden Spezialfall des Hilfs-

satzes 2: Ist A€ By, (Wp—Ans1) ;E"— € By und gilt (17), so ist A,€ A;. Es
n+1

folgt, dass (26) richtig ist, falls fiir s=0,1,---, 2—1 gilt ((17) ist nach Hilfssatz
4 erfiillt)

@) L By,
(28) (75’1:“) Boeren,
Pn Pn+2 _ gpn-l»l
(29) P’ﬂ+1 (Pn+s+1 P‘n+s ) < Bf ’

P’n s n+1
(30) ( e A) Pp,, ¢ B,.
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Die Bedingungen (27), (28) und (30) folgen sofort aus (25). Mit Hilfssatz 5
folgt (29) aus (25) wegen

,_&H_Z_ _i)"__ — Dnse 1— Poer .. _ Pris+a
P’ﬂ+1 Pn+s+1 Pn+1 Pn+s+1 P'n.+s+1
und
_Pn =1— Pn+1 _____ P‘n+s
Pn+s P’n+s P‘n+8

Wir sind nun in der Lage, die im Anschluss an Satz 2 angedeutete Iteration
dieses Satzes durchzufiihren.

SaTz 3. Es sei B eine dreieckige, normale Matriz, BP2O B, k=0
eine ganze Zahl und (25) sei erfiillt.

Behauptung. Ist &,.,(B,a)< By, &,(B,a)<c B, fiir jedes a={a,},
S atn| <00, 50 gilt auch €,.,(BP*,a)c (BP*Y),, &,(BP**', a)< (BP*), .

BEwEIS. Es ist B& BPS< BP*S -+ - & BP*!' und aus Hilfssatz 6 folgt,

dass %— < (BP¥),, (If:jl A)sﬁ;;—‘ € (BPA),, p=0,1,+++k s=0,1,++, k—p.

Insbesondere ist —P]ﬁ)i € (BP¥,, l);b;] ¢ (BP%;, u=0,1,-- -,k woraus wegen

Hilfssatz 4 die Behauptung aus Satz 2 folgt.

BEMERKUNG. Sind die Voraussetzungen von Satz 3 erfiillt und besitzt
B Indexverschiebung nach links, so gilt dies auch fiir BP,---, BP*. Dies
folgt aus der Bemerkung zu Hilfssatz 4 und den im Beweis von Satz 3
nachgewiesenen Beziehungen -»P—'Pf“ € (BP*),, an’ﬂ € (BP%;, u=0,1,- -+, k.

n

Durch die Verwendung der Sitze I und II ergibt sich

SATZ 4. Es sei B eine dreieckige, normale Matrix und P sei positiv.
Beide Verfahren seien permanent und es gelte (4) fiir B. Ferner sei

‘{L>£51’— v=0,1,+-+,n—1, n=1,2,+ -+ und fiir eine ganze Zahl k=0 sei

ny = bn,w-l

oo

< oo, >

0

A( Pn A) Pn+1
P‘n+1 Pn

<oo fiir s=0,1,-++,k.

31) S A Ler
2\Ap,
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Behauptung. Es ist &,,,(BP**!, a) < (BP**"),, &,(BP*", )< (BP*"),.

bnl/
wachsendes v und daraus folgt nach [9] Satz 6, dass BP2B ist. Ferner folgt
(25) aus (31) nach [9], Bemerkung zu Satz 5. Damit ergibt sich die Behaup-
tung aus Satz I, Satz II und Satz 3.

BEWEIS. Der Quotient (BP),/b, = b > —bI;L fallt (bei festem n) fiir
p=v T #

Man erkennt, dass die Voraussetzungen von Satz 4 fir B=C;, 0=8=1
P =C, erfiillt sind, so dass sich aus Satz 4 wieder der Satz von Bohr-Hardy
fiir alle Cesaroverfahren ergibt.

4. Das unstetige Riesz’sche Verfahren R*(n,2). Als Anwendung der
Ergebnisse des § 2 untersuchen wir das Verfahren R¥*(n,2). Dieses Beispiel lasst
die Bedeutung der Voraussetzungen in Satz 1 gut erkennen; zur Behandlung
reicht hier der Satz 2 nicht aus.

Das Verfahren R*(n,2) wird gegeben durch die Matrix R¥ = (a,,) mit
- (n+1—v)?

Any = W’ v=0,1,+++,n, @,=0, v>n Man rechnet leicht nach, dass
1

R¥=~C,—DC, (C,, C, Cesaroverfahren) mit d,,= PR
ist C,=PC,, wo p,=(n+1), und P auch Hausdorffverfahren ist. Es ergibt sich

. 1 7n
* o (7 — -1 — — _ __n —
f~(E—DP ") PC,=BPC,=BC,P mit b,, = 5 > b= TR b, =0,

v=n— 2. Nun ist B dquivalent mit B*=(b}), bs=1, bk,=bF,,= —;— (n=1),
(v+2
14
n+2
")

¥ ist dquivalent mit R = B¥C\P.

d., =0 sonst ist®. Es

b¥=0 sonst (b, =2 (D) v=m, by =2(—1)"" v=mn, n=1) und

SATZ 5. Genau dann ist ) a,E stets R¥(n,2)-summierbar fiir jede

R*(n, 2)-summierbare Reihe )_ a,, wenn gilt

(32) &=c+ ) a,

n=v

2
(L:—_'l_l_—v) , (¢ konstant, Y |a,| <oo).

BEWEIS. Dass (32) notwendig ist, ist bekannt (vgl. [12], [8]). Beim Beweis,
dass (32) hinreicht, diirfen wir uns wegen (14) auf die Untersuchung der

3) Fiir eine dhnliche Darstellung vgl. [15].
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Zahlen & ,=¢&,(R, a) beschrinken.

Wir beweisen zunichst einige Vergleichsaussagen :
(33) B*< C, & B*C,, B*x < P& B*P, B*C, < B*C/P.

Die erste Relation in (33) folgt sofort mit b} =2(—1)"" (w=n,n=1). Ferner
ist C;=P (vgl. etwa [6], theorem 14), so dass auch die zweite Aussage gilt.
Die dritte Relation folgt wegen B*C,PC'B*~! = B*¥PB*~! aus der zweiten.
Wir wenden nun Satz 1 an auf B=B*, A=B*C,. Die Bedingung (17) folgt aus
(33) und der Tatsache, dass B* ein Norlundverfahren ist (vgl. die Bemerkung
1 zu Satz 1). Zum Nachweis von (18) und (19) geniigt es wegen (14) und (33),
wenn wir zeigen, dass gilt

(34) 8n+1 él, a) € B}k) gn((—jl, C() € Br ’
ist {s,} B¥-limitierbar, so ist ¢, = &,(B*, @) s,-; (1 =1,2,+++,t,=0)
(35) C,-limitierbar,

ist )_a, B*-summierbar, so ist > a.&.(B¥*, a) stets C,-summierbar.

Wir bemerken zunichst, dass gilt &,(C,, @)=o0(1) und &,(C,, @)= o(%) (n—o0);

ferner ist &,(B*, a)=o0(1) (n—) und &,(B*, a)= A%— @, +a,,,) (m=1). Zum

Nachweis von (34) und (35) betrachten wir ein B*-limitierbares {s,}. Die erste
Beziehung in (34) folgt mit (12) aus

—;——(En+l<6l’ a)sn +8n(C'b a)sn—l)_ (sn +5n 1)8n+1(C1’ a)+ n(Cb d)Sn 1

= 0(1) (wegen (33) ist s, = o(n)).

Mit b}, = —;, by, =1 (v <n), n=1 folgt die zweite Beziehung in (34) aus

n-1 n-1

Z Cl,,g (Cb a) + ‘1_‘ angn(cl’ a) Z S 8 (Cl, a) +8 (Cl’ a) 2 (sn + Sn 1)
v=0 v=0

= Z 5&(C, a)+0(1). Die Konvergenz von Z 5,8,

v=0 v=0

1>

+1

st’ beachte (33)) folgt sofort durch einfaches Nachrechnen (oder aus bekannten
v=0

Sitzen, vgl. z.B. [11]).
Die erste Beziehung in (35) folgt mit S, = s,+ «++ +s, wegen (33) aus
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1 n-1 n-1

R — 1 3% 3% Sn_—_l — —
] §8”+1(E’a)s" =41 z_;,é‘m(B ,A)S,+&,.,(B* a) il = o(1) (n—oo).

Die zweite Beziehung in (35) folgt aus

Za,,ev(B*, a) = Sa 8n+l(B%, d) + ”;vsn Ay + (doso + ’%‘ Z (5u+5u—1) au) .
v=1

v=0

Genau wie beim vorhergehenden Schritt ergibt sich, dass der erste Summand

L S~ =o(l) (beachte (33)) ist der
v=0

hts C;-limitierbar ist. W
rec | ar i egen o

zweite Summand ebenfalls C,;-limitierbar. Der Ausdruck in der Klammer ist
schliesslich konvergent.

Aus Satz 1 folgt nun, dass €,.,(B*C,,a)c (B*C)),, &,(B*C,,a)<c (B*C)),
ist. Wir wenden als nichstes den Satz 2 an auf B = B*C,, A = B¥C,P = R.
Fiir die Anwendung dieses Satzes ist nur noch (17) nachzuweisen, was aus (33)
und der Indexverschiebung von B*C, nach links folgt. Die letztere Tatsache
;% <€ B}k ist.

BEMERKUNG. Im Beweis des Satzes 5 hitte nicht der Satz 2 anstelle
von Satz 1 verwendet werden kénnen. Es gilt nicht &,.,(B*, a) € Bf, wie fiir
B-limitierbares {s,} aus

ergibt sich sofort aus der Bemerkung zu Hilfssatz 4, da

%@nsmﬁ*,a)+sn-len<§*,a»=%<sn+s,,_l)(% + 3 av) + 22+ by )

v=n+2

sofort zu ersehen ist. In #hnlicher Weise erkennt man, dass auch nicht
&,(B*, a) € By gilt.

5. Das Verfahren P>. Wir untersuchen die Verfahren P? um zu zeigen,
welche Rolle die Voraussetzung der Indexverschiebung in (17) bei Satz 2 spielt.
Hier gilt

SATZ 6. Es sei P ein positives und permanentes bewichtetes arithmetisches
Mittel mit limsup p,/P,<1. Genau dann ist &,(P* )< P;, wenn P Index-
verschiebung nach links besitzt.

BEWEIS. Nach den Sitzen I, II und 2 ist nur die Notwendigkeit der
Indexverschiebung nachzuweisen (beachte die Bemerkung 1 im Anschluss an
Satz 1). Fiir diesen Nachweis ziehen wir die Bedingung (7) und Hilfssatz 1
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fir p=n heran. Mit a,,=a,—a,-, und (1) ist fiir A+1=n (P*=(aw), aw=0
fir »=0, 1, - n—3)

n n

n
Z (anv)2 5;7\ = Z ((-1—7“) +an.v+l) Any al;h = Z (Env_ ‘—ln,l-ﬂ +a'n,v+1_ an,l+2) Any a;h
v=A v=>A

= (@@~ An a1 Anar2Arszy) + (@ Guprn @ —dprmarey) = 1+ 11,

n

2
Es ist Apy = PV Z HPL ’ a;m, = ( Pn ) 4 (l;l,n—Z = _PM-
Pn p=v Pp Pﬂ P’ﬂ P’ﬂ-l

und damit

__PAPAH b y:3
I=-="p > by L (f

p=i+1 P o=A+2 f’

+(5) (B By,
1= (B) (Brm- )5 LY +(P) (- +282) 5 £

p=A+1 p=A+1

(PN Prapre el S Do ’
(Pn ) %+1 P;i Z PP )

p=A+2

Ve by £

p=2A+2

Mit Z I’;" =p L, =P, lirv=n folgt nun fir A+ 1=n

p=A+1

P 14 Pt Prna

P7L+1 -
l I I é Z Pp Pn ’

Py p=A+1
el YO (5 )

3 s
= p (Pratpu) + 1;% 2 %:.

p=A+2

P)L _ Pl-ﬂ
Zbk_l jbh

sich, dass im vorliegenden Fall eine notwendige Bedingung fiir (7) gegeben
wird durch

Aus diesen Abschitzungen-und mit der Bezeichnung s = ergibt

9) TR 2 Il = 00) (1 e
=0 p=A+1 = P
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n—2

(denn es ist Y |I|=0@1), X II' = OQ)).
A=0 A=0
Pn . a .
Ist F§a<1’ n=12-+++, so ist pnﬂéml)n. Sei nun =0 und
P’"§2 fiir ein m = n, dann ist 5"*~:P7" +~£MPL§2<1+L>. Zu

P, P, P,

jedem n=0 wihlen wir ein m =m(n) mit 2 <

S~ Lo = -8
wegen g P, = (\1 P

1 m-1 m P 2 l n-1 l 1 n-1
22 PA(E 2 in 2 g T Balniz o A T Bl

also ist wegen (36)

n-1
2 Bml =O@&.
A=1
Sei nun fi b =B oL s a, = =
€l nun Ilr vorgegebenes 7 okl = ?<7 alls ne  =EN<ny, (no=n

=nm=n=-+-+,k=0,1,2,---). Es ist dann

1 iy .‘E"_k P?‘_C—l . P"k — _1_ —
PEREKE R 5 i 00% - 005 -0

und dies bedeutet, dass die Bedingung (21) erfiillt ist.
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