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Die vorliegende Arbeit befasst sich mit Verallgemeinerungen eines Satzes
von Bohr und Hardy (vgl. [6] S. 128 und die auf S. 146 genannte Literatur)
und seiner Erweiterung durch Andersen [1] und Bosanquet [3], Dieser Satz
bezieht sich auf Cesaroverfahren und es ist bekannt (vgl. [8]), dass ein entspre-
chendes Ergebnis auch fur allgemeine Matrixtransformationen gilt, die einen
gewissen Mittelwertsatz erfϋllen. Im Fall der Cesaroverfahren ist dieser
Mittelwertsatz dann erfϋllt, wenn der Index zwischen 0 und 1 liegt. Diese
Situation legt natϋrlich die Frage nahe, ob ein allgemeiner Satz gefunden
werden kann, der alle Cesaroverfahren enthalt. Zur Untersuchung dieser Frage
stellen wir Bedingungen auf, unter denen aus der Gΐiltigkeit eines Bohr-
Hardy'schen Satzes fur eine Matrix B auch auf die Gultigkeit fur BP geschlossen
werden kann, wo P ein bewichtetes arithmetisches Mittel ist (Satze 1 und 2).
Durch Iteration dieses Ergebnisses ist es im Spezialfall der Cesaroverfahren
sofort moglich (indem fiir B ein Cesaroverfahren mit einem Index zwischen
0 und 1 eingesetzt wird), den Bohr-Hardy'schen Satz fur alle Cesaroverfahren
zu erhalten. Eine Iteration dieser Art ist auch im allgemeinen Fall moglich
und liefert ein Analogon zum Satz von Bohr-Hardy bei Matrizen der Form
BPk (Satze 3 und 4), wobei fίir B ein derartiger Satz schon gelte (was sicher
dann zutrifft, wenn B einen Mittelwertsatz erfϋllt). Die Satze 5 und 6 dienen
der weiteren Untersuchung der in den Satzen 1 und 2 gemachten Voraus-
setzungen im Satz 5 wird das unstetige Riesz'sche Verfahren R*(n, 2), im
Satz 6 das Quadrat eines bewichteten arithmetischen Mittels untersucht.

Mit den in dieser Arbeit verwendeten Methoden hat H. Fiedler [4] den
speziellen Fall der Riesz'schen Verfahren (R, n, K) behandelt.

1. Bezeichnungen und Hilfsmittel. Wir betrachten im folgenden
Dreiecksmatrizen A = (anv), n, v — 0, 1, (anv = 0 fiir v > ή). Die Matrix A
heisst normal, wenn ann ^=0 ist. Fur eine Folge sv = α0 + aλ + + an

schreiben wir
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und

(2) σn — σn-x = 22 άwaV9A = (άnv) (σ_x = 0) .
V = Q

_ y\

Fur die inversen Matrizen sei A~1=(anv)9 A~1=(anv)9 A~1 = (anv) (falls A normal

ist).

Eine Folge {sn} (Reihe y^.an) heisst A-lirnitierbar (A-summierbar) zum Wert

5, wenn gilt σw—»s. Ist eine Folge [Xn] so beschaffen, dass [λnsn] (bzw. ]PλwαM)

A-limitierbar (bzw. A-summierbar) ist fur jede A-limitierbar e Folge {sn} (bzw.

jede A-summierbare Reihe ^an)9so schreiben wir XnzAf (bzw. \ n e Ar). Sind

A und B so beschaffen, dass jede β-limitierbare Folge auch A-limitierbar ist,

so schreiben wir B £Ξ A. Ist noch A £= B9 so schreiben wir A » JB.
Mit £ bezeichnen wir die Einheitsmatrix und mit P—{pn^ bewichtete

arithmetische Mittel, pnv=~^- (v ̂  n), pnv = 0 (y>n)9 pn ^ 0, Pn = /><>+ + pn

Von besonderer Bedeutung sind Matrizen A, fur die eine Abschatzung

(3)

gilt (vgl. [8]). Hinreichend fur (3) mit K = 1 sind z.B. die Bedingungen

n

(vgl. [9] S. 153-155, wo in diesem Fall die Bedingung 0 gg Umv gg K (O^z^

n

ίg n :g m) nicht benδtigt wird). Aus (4) (auch ohne ^2,anv = 1) folgt, dass
v=0

( 5 ) anv ^ 0 (y < n, n = 1, 2, )

ist (vgl. [7], [14] theorem 5).

Bekannt sind die folgenden Satze.

SATZ I. Es sei A normal, dreieckig, permanent und erfulle (3). Genau

dann ist 8V e. AT9 xυenn gilt

oo

(6 ) Sv—c = βv(A, a) = Σ 0Lnanv (Σ Ian \ < oo, c konstant).
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Vgl. hierzu [8], Satz 11. (Die in ( 6 ) eingefϋhrte Bezeichnung — mit a =

{cέv} — wird im folgenden stets verwendet werden. Uber A wird dann nur
vorausgesetzt, dass die Spalten beschrankt sind.)

SATZ II. Es set A normal, dreieckig, permanent und erfulle (3).

Behauptung. Es ist €n+ι(A, ot) £ Af.

Fur einen Beweis vgl. [8], Satz 11 (dort wird sn6n(A, cc) behandelt der
Beweis im vorliegenden Fall verlauft genau so).

Wir geben zunachst einen neuen Beweis fur den hinreichenden Teil von
Satz I unter den etwas spezielleren Annahmen (4) iiber A. Dazu beweisen
wir den

HlLFSSATZ 1. Es set A normal und dreieckig und fiir v — 0, 1,
existiere der lim anv.

n—»oo

Behauptung. Genau dann ist ^2anβn(A,a) A-summierbar filr alle A-

summierbaren Reihen Σ,an und a^e °^— fan] πiit ^ | cin \ <oo, xvenn ein

extsttert, so dass gilt

( 7 )
λ = 0

^ M fiir alle μ, n mit μ ^ n .

BEWEIS. Zunachst ist mit (6) (und c = 0)

n 00 τn(τz,μ) m(n,μ)

(8) Σ anvavεv(A, a) = ]Π aμ Σ σλ Σ a^ά^a^
v=0 μ=0 λ=0 v=λ

(m(n, μ) = M.in(n, μ)). Aus der Konvergenz von (8) fur z—>oo und alle
folgt in bekannter Weise (vgl. [2], S. 67, 80 und 86)

( 9 )
λ=o v=λ

^ c

fur alle ny μ. Umgekehrt ist (9) fur die Konvergenz von (8) (fiir n—>oo) wieder
hinreichend, da

m(n,μ) m(n,μ) μ μ
1 * ^ * v > — "~~ ~~' \~—λ v > ~~ —

n~*°° λ=0 v=λ λ=0 v=λ
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ist. Wie beim Satz von Teoplitz schliesst man, dass (9) gleichwertig ist mit (7)
(aus Symmetriegrϋnden darf μ^n angenommen werden).

Um den hinreichenden Teil von Satz I aus (4) abzuleiten, zeigen wir
zunachst, dass gilt

(10) ΣcιnvaίWάvλ^
v=λ

Gilt namlich (10), so ist mit (1) und (4)

Σ
λ=0

7 , anv&μvavλ
υ=λ

= 1
λ=0

Um (10) nachzuweisen, formen wir die linke Seite von (10) mit (1) und der
Beziehung a'nv = anv—an-\tV in folgender Weise um

n n

Wegen (5) und anv ^ 0 ist nun

n n

Σ aμvanv^vλ ^ Ciμ\ Σ anv&vX == 0

und

n n μ

und daraus folgt (10).

Ist A eine dreieckige Matrix und besitzt A beschrankte Spalten, so gilt
dies wegen (1) auch fur A und es ist

(12) €n(A, a) - Sn+1(Ά, a) = €n(A, a).

Ist B eine dreieckige Matrix und A = BP, so gilt, falls die Spalten von

A und B beschrankt sind
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(13) [εn+i(Ά, a) - εn(A, a)] ^ - = εn(Ά, a)-εn(B, a) (n=0, l, • , P^=0).
Pn

Zum Beweis bemerken wir, dass B = AP~\ also B=AP~1 ist. Es ist Sn(A,ά)

-€n(B, a) = Sn(Ά(E - P" 1 ) , a) und mit p'nn = - ^ - , £ ; n_χ = - -~^-, pL = 0
Pn Pn-1

71 ^ P .

v^n—2'ιst Σanμ(E—P'ι)μv = —°~ (ΛW,V+I — O was unmittelbar (13) nach
sich zieht.

Sind A und B normale und dreieckige Matrizen und B g A , so gibt es

zu jedem a— {<Xυ}, X ^ l ^ ^ 0 0 ein β={βv} mit ^2\Sv\<°°, so dass gilt

falls die Spalten von A und B beschrankt sind. Dies ergibt sich sofort mit
β = a(AB~ι); vgl. [10], Satz 6.

Schliesslich notieren wir noch zwei leicht nachzurechnende Identitaten,
die spater benotigt werden. Es sei B dreieckig und A = BP. Fur beliebige
{\n} gilt

n n ^ v n ~D 1

und

^ JL
wo Jrn(μk) = 2^,Pnk^k sei.

k=Q

2. Der Schluss von B auf

HlLFSSATZ 2. Es sei B eine dreieckige Matrix und A = BP. Ist [λn] eine

. p
Folge mit λw e J5/ wnα ist tn = (\n—Xn__1)—z?-ll-sw_i (w = l, 2, , ί0 — 0) ^ ^ ^ Ά-

limitierbar fur jede B-limitierbare Folge {sn}, so ist XnzAf.

BEWEIS. Dies folgt sofort aus (15).
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HlLFSSATZ 3. Es set B eine dreieckige Matrix und A = BPι\ 1st \n

= €n+1(A, a) € Bf und ist tn = (βn(A, a) — £n(B, a)) sn-λ (n = l, 2, , to = O) stets

A-li?nitierbar filr jede B-limitierbare Folge {sn}, so ist £W+1(A, a) € Af .

BEWEIS. Dies folgt wegen (13) mit λM=£n+1(Λ, a) sofort aus Hilfssatz 2.

Die Hilfssatze 2 und 3 stellen einen Zusarαmenhang her zwischen Folgen
in Bf und Af. In den folgenden Satzen 1 und 2 wird eine Beziehung zwischen
Br und Ar hinzugefϋgt.

SATZ 1. Es set B eine dreieckige Matrix und A — BP. Ferner gelte

Bξ===A; ist {sn} B-limitierbar, so ist tn = sn_λ (n — 1, 2, , to = O)
(17)

A-limitierbar,

und fur jedes a— {an}, ^ |an\ <oo gelte

(18) €n+1(Ά, a) ^ Bf9 £

(19)

ist {sn} B-limitierbar, so ist tn=Sn{B,ά) sn-λ (w = l, 2, , £0 =0)

A-limitierbar,

ist Σan B-summierbar, so ist ^8n(B,(X)an A-summierbar.

Behauptung. Es gilt

(20) Sn+ι(Ά,ά) z Af, €n(A,a)sAr

fur jedes a= [an],

BEWEIS. Die erste Behauptung in (20) folgt aus Hilfssatz 3 wegen (18),

(19) und (17). Zum Beweis der zweiten Behauptung (20) verwenden wir (16)

mit λn=βTO(A, ά). Ist {sn} A-limitierbar, so ist ^Pv(ak) eine jB-summierbare

Reihe. Wegen (18) ist dann ^2xvPv(ak) auch β-summierbar und wegen (17) auch

A-summierbar. Mit (13), (18), (19) und (17) folgt, dass auch ^
Pv

1) Hier und in den folgenden Satzen dieses Paragraphen werde stets angenonαmen, dass die

auftretenden Matrizen A und B beschrankte Spalten besitzen. Dies gilt sicher, wenn A

und B permanent sind.
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eine A-summierbare Reihe ist. Wegen £n+1(A9<x) £ Af ist {λw+1sn} eine A-
i n

summierbare Folge. Ist {sn} A-limitierbar, so ist -5- Σ P»sv β-limitierbar und

aus (18) und (17) folgt, dass ^v A-limitierbar ist.

BEMERKUNGEN. 1. Ist BξΞ A, so gilt (17), wenn A oder B Indexverschie-
bung nach links besitzt2). Man rechnet leicht nach, dass Indexverschiebung
nach links bei jedem permanenten Nδrlundverfahren vorhanden ist sie gilt
fur ein P mit \Pn\-^oo genau dann, wenn gilt (Anwendung des Satzes von
Toeplitz, vgl. [5])

\Pn\
Pυ _ Pv±

Pv-l Pv
PnPn-l

1st P permanent und positiv (d. h. pv>0 fur v = 0, 1, ), so vereinfacht sich
diese Bedingung zu

Pυ±(21)

2. Ist (17) erfϋllt und B normal, so folgt die erste Voraussetzung in (18)
und (19) (mit (14)) bereits aus

(22) en+1(B, a) € Bf (fur jedes a = {<*»} , Σ, I <*n I <

in ahnlicher Weise folgt die zweite Voraussetzung in (18) und (19) bereits
aus

(23) €n(B, a) e Br (fur jedes a = {an} , Σ |an\ < oo).

Aus diesen Bemerkungen folgt in Verbindung mit Satz 1 der

SATZ 2. £5 S£z B eine dreieckige, nor male Matrix, A = BP und (17) set
erfullt.

Gilt €n+1(E9 ά)£Bf, εn(B, a) £ Br fur jedes a = {an}, Σ | tfj <°° > s o

fn+iCA, Λ) e A/ , £n(A, ά) ̂  Ar fur jedes a.

2) Eine Dreiecksmatrix (cnv) besitzt Indexverschiebung nach links, wenn die Konvergenz von
n n

2 cnvsv die von 2 cnvsv-ι (rc—•oo) nach sich zieht.
v=0 v=l
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Dieser Satz lasst erkennen, wie Folgen fur die Matrix B auch Folgen fur
die Matrix A erzeugen. Es liegt nahe, diesen Schluss zu iterieren, urn so
mit Hilfe der Satze I und II zu Aussagen iiber Matrizen der Form BPk zu
gelangen. Dies soil im folgenden durchgefϋhrt werden. Zuvor weisen wir
noch darauf hin, dass sich aus den Satzen I und II und aus Satz 2 bereits
unmittelbar der Satz von Bohr-Hardy (vgl. [3]) fur alle Cesaroverfahren
ergibt. Fur 0 ̂  δ =g 1 ist nach Satz I und II

£»+i(Cβ, a) € (Cβ)/, eJpΛy a) s (Cβ) r.

Wir wenden nun Satz 2 sukzessive an auf die Matrizen

B = Cδ, A = Cad B = Cβd , A = CbC\ B = CδCΓ', A = CδC? . .

Wegen CδC?^Cδ+n ist nach bekannten Satzen (17) stets erfϋllt (Cδ+n ist ein

Nδrlundverfahren). Fur jedes 7^0 folgt dann (mit (14)) £n(Cγ, a) e (Cγ)r, was
die wesentliche Aussage des Bohr-Hardy'schen Satzes darstellt (fur die

Umrechnung auf die bekannte Form ]Γ](?z + l)γ |Δγ+1£,J <oo vgl. [13]).

3. Der Schluss von B auf BPk. Wir beschaftigen uns zunachst mit der
Bedingung (17).

HlLFSSATZ 4. Es set B eine dreieckige Matrix, A — BP and A^B. Ferner
set

— 7 — ^ Bf, p € Bf.

Behauptung. Ist {sn} B-lίmitierbar, so ist tn—sn-ι (n = 1 , 2 , ••-, to = O)
A-limitierbar.

BEWEIS. Wir gehen aus von der Beziehung

(24) - = - V h 9 — - i - Y" f> Pv+1 9 — "n+1 9

\Δ^J p 2—1 Pv i>v~1 ~~ p 2—ι Pv +. Sv p Sn

1st (5n) β-limitierbar, so gilt das auch fur das zweite Glied auf der rechten
Seite von (24) die β-Limitierbarkeit des ersten Gliedes ergibt sich, wenn
man noch beachtet, dass B £Ξ BP ist.

BEMERKUNG. Unter den Voraussetzungen von Hilfssatz 4 gilt mit der
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zusatzlichen Annahme ^n+1 € Af noch: Besitzt B Indexverschiebung nach
Pn

links, so gilt dies auch fur A. Dies folgt aus (24) in folgender Weise. 1st
{sn} A-limitierbar, so ist das erste Glied rechts in (24) jedenfalls ZMimitierbar.
Ferner ist

_A±JL . _ Pn+\ I V ^ Λ , f Pn + l Pn±lf
P *-* ̂ υ v I y> P I P

n *n v=0 \ Pn ±n / ±n-\

und daraus ist zu ersehen, dass ] p+ 1 sn [ auch jB-limitierbar ist. Im folgenden
I n )

sei zur Abkϋrzung

/ p \°
I , n Δ ) λn = Xn gesetzt.
\ Pn + l /

HlLFSSATZ 5. Es set B eine dreieckige Matrix; k sei eine natύrliche
Zahl.

Behauptung. Ist - | ^ e Bf, ( ^ - Δ ) ^ - e B, fur s = 0,1, . , k ,
•L n + s \ Pn + l ) Pn

so ist p"+v+1 e Bf , pn+v+1 € Bf fur v = 1,2, , k .
•Ln+v pn+v

BEWEIS. Wir beweisen zunachst durch Induktion nach i = 1, 2, :

Ist ( ^ - Δ V ^ - C Ξ ^ , 5 = 0 , 1 , . . . , * und ^P-zBf, ^ - € Bf, • - . ,

P"+i+ι e β r fur ein * mit 0 ̂  i ^ * - l , so gilt

^Pn+ί+2 / Pn+i + l

Fiir / = 0 ist dies richtig wegen (5 = 0,1, , k— 1)

( P V >̂ / p V </> ./> / p \ s + 1 ^.

-f̂ τz + 1 A ] Pn + 2 / ±n . \ pn + \ Pn + l I ±n A \ Pn + l
pn + 2 I Pn + l \ Pn + l ) Pn Pn \ Pn + l J Pn
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Allgemein schliessen wir von der Richtigkeit fur i auf die von i-\-l durch

P V v>
•*• n+ί + 2 A 1 Pn+i+3

Pn + ί+3 I Pn + i+2

•Ln + i + \ A \ Pn + ί + 2

Pn + i + 2 I Pn + i+l

τ> \ s + 1

fn + i + l ^ \ Fn + i + 2
Pn+i + 2 Pn + i+l

(s = 0, 1, , k — i — 2). Die damit bewiesene Behauptung zeigt speziell, dass

Bf9 s= 0,1, , k und % ^ € Bf O^j^i auch (5 = 0!)aus
Pn+l I Pn

- £ Bf folgt dies zieht wegen -*r+λ £ Bf (5=0,1, , k) auch p +ι+2 =
Fn+j+l

Pn+ i + 2 Pn+i+l

Pn+i+l Pn+i Pn+i + l
nach sich. Dieser Schluss, angewandt auf z" = 0,

1, , k— 1, ergibt aber gerade die Behauptung des Hilfssatzes.

HlLFSSATZ 6. Es set B eine dreieckige Matrix, A — BP und A'^B.
Behauptung. Gilt fur eine natilrliche Zahl k

(25)

so ίst

(26)

ιn+l „ r>

-L-n+ Pn, Pn

Pn +

Pn +

- e A,,

,k

; , 5 = 0, 1, '- ,k-l.

BEWEIS. Wir benutzen zum Beweis den folgenden Spezialfall des Hilfs-
p

satzes 2 : Ist λw ^ Bf, (Xn — Xn+1)
 n £ Bf und gilt (17), so ist Xn £ Af. Es

Pn + l

folgt, dass (26) richtig ist, falls fur 5 = 0, 1, , k-1 gilt ((17) ist nach Hilfssatz
4 erfullt)

(27)

(28)

(29)

(30)

•Ln + s

Br,

Pn,

Pn + l \Pn + s + l

Pn
Pn + l Pn
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Die Bedingungen (27), (28) und (30) folgen sofort aus (25). Mit Hilfssatz 5
folgt (29) aus (25) wegen

± n

Pn + l -Ln + s + l pn + 1 \ ± n+s + 1
1 -

Pn,

•Ln + s

und

Pn

p n + s

Pn +

Pn + s

Pn + s

±n + s

Wir sind nun in der Lage, die im Anschluss an Satz 2 angedeutete Iteration
dieses Satzes durchzufϋhren.

SATZ 3. Es sei B eine dreieckige, normale Matrix, BP^DB, k^O
erne ganze Zahl und (25) sei erfiillt.

Behauptung. Ist Sn+ι(B9 a) £ Bfy £n(B, a) £ Br fur jedes oί= {<xn},

Σ,\Λn\<™, so gilt auch Sn+1(BPk+\ a) e (BPk+1)f, SjBPk+\ a) € (BPk+1)r.

BEWEIS. ES ist B £Ξ BPξ= BP2^ . . Q BPk+1 und aus Hilfssatz 6 folgt,

Insbesondere ist ~^- z (BP»)f, -^±- s (BPμ)f, μ = 0, 1, , k, woraus wegen
•Ln pn

Hilfssatz 4 die Behauptung aus Satz 2 folgt.

BEMERKUNG. Sind die Voraussetzungen von Satz 3 erfϋllt und besitzt
B Indexverschiebung nach links, so gilt dies auch fϋr BP, , BPk. Dies
folgt aus der Bemerkung zu Hilfssatz 4 und den im Beweis von Satz 3

nachgewiesenen Beziehungen (BPμ)f, μ = 0, 1,
p

Durch die Verwendung der Satze I und II ergibt sich

SATZ 4. Es set B eine dreieckige, normale Matrix und P set positiv.
Beide Verfahren seien permanent und es gelte (4) fur B. Ferner set

und fur eine ganze Zahl k^O set

(31) Σ
Pn

Pn,
<oo,

Pn +

Pn + < oo fur 5 = 0, 1,
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Behauptung. Es ist 8n+λ(BPk+\ a) z (BPk+1)f , Sn(BPk+\ a) € (BPk+ι)r.

BEWEIS. Der Quotient (BP)nv/bnυ = -p- £ % - fallt (bei festem ή) fur

wachsendes v und daraus folgt nach [9] Satz 6, dass BP^B ist. Ferner folgt
(25) aus (31) nach [9], Bemerkung zu Satz 5. Damit ergibt sich die Behaup-
tung aus Satz I, Satz II und Satz 3.

Man erkennt, dass die Voraussetzungen von Satz 4 fur B = Cδi Ofgδrg l
P = d erfiillt sind, so dass sich aus Satz 4 wieder der Satz von Bohr-Hardy
fΐir alle Cesaroverfahren ergibt.

4. Das unstetige Riesz'sche Verfahren R*(n> 2). Als Anwendung der
Ergebnisse des §2 untersuchen wir das Verfahren R*(n, 2). Dieses Beispiel lasst
die Bedeutung der Voraussetzungen in Satz 1 gut erkennen zur Behandlung
reicht hier der Satz 2 nicht aus.

Das Verfahren R*(n, 2) wird gegeben durch die Matrix Rf = (anv) mit

a™ = ( , Ί\2 > ̂  = 0,"l, , n, anv — 0, v > n. Man rechnet leicht nach, dass

Rf ^^C2 — DCί (Ci, C2 Cesaroverfahren) mit dnn— ^-, dnv~0 sonst ist3). Es

ist C2=PCU wo pn = (n + ΐ)9 und P auch Hausdorffverfahren ist. Es ergibt sich

mit δ n n = - | - , bn>n^= * & 0

i; ̂  n - 2. Nun ist B Equivalent mit B* = (b%)9 &5 = 1, bZι = b*n.1 = - | - (w^ 1),

&£=0 sonst ( ^ = 2 L + 2 v (-!)""% ^ ^ ^ %' = 2(-l)"-1', z^^^, Λ ̂  1) und

\ n

Rf ist aquivalent mit R =

SATZ 5. Genau dann ist Y^avβv stets R*(n92)-summierbar fur jede

R*(n9 2)-sumπιierbare Reihe ]Γ aυ, wenn gilt

(32) 8V = c + £ ^ n (
 / I ^ 7 g ; ) , (̂  Ao«5ία/iί, E I*„ K°o).

BEWEIS. Dass (32) notwendig ist, ist bekannt (vgl. [12], [8]). Beim Beweis,
dass (32) hinreicht, durfen wir uns wegen (14) auf die Untersuchung der

3) Fur eine ahnliche Darstellung vgl. [15].
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Zahlen £v=£v(R,cc) beschranken.

Wir beweisen zunachst einige Vergleichsaussagen:

(33) β* & d EB*CX , B * & P E

Die erste Relation in (33) folgt sofort mit b% =2{-l)n~v (v^=n,n^ΐ). Ferner
ist CX^P (vgl. etwa [6], theorem 14), so dass auch die zweite Aussage gilt.
Die dritte Relation folgt wegen B^QPC^B*-1 = B*PB*-* aus der zweiten.
Wir wenden nun Satz 1 an auf B=B*9 A = B*CX. Die Bedingung (17) folgt aus

(33) und der Tatsache, dass B* ein Norlundverfahren ist (vgl. die Bemerkung
1 zu Satz 1). Zum Nachweis von (18) und (19) genϋgt es wegen (14) und (33),
wenn wir zeigen, dass gilt

(34) €n+1(pl9a)eB?9 €n(pl9 a) z B* ,

ist {sn} 2ϊ*-limitierbar, so ist tn = £n(B*, ά) sn.λ {n = 1, 2, , to = O)

(35) Crlimitierbar,

ist Σan -B^-summierbar, so ist Σan€n(B*9 ά) stets d-summierbar.

Wir bemerken zunachst, dass gilt 8n(Cl9a) = o(l) und €n(Cl9cϊ) = o[ ) (n-+oo);
n

ferner ist €n(B*9ct) = o(ΐ) (w->oo) und θn(β*,Λ) = -|-(Λn + Λn + 1) ( n ^ l ) . Zum

Nachweis von (34) und (35) betrachten wir ein β^-limitierbares {sn}. Die erste
Beziehung in (34) folgt mit (12) aus

= o(ΐ) (wegen (33) ist sn = o(n)).

Mit T?nn = ~o~> b%υ = 1 (v <Cri), n ^ 1 folgt die zweite Beziehung in (34) aus

n-l -. n-1 -j

Σ aυ8υ{pl9α) + -7r- αn€n(Cl9 α) = 2Z sυeυ(Cl9 ά) + f n (d, α) -^-(sn + 5n-i)

o(l). Die Konvergenz von ^ sv£v(Cl9 ά) (zum Wert ^^

;,, beachte (33)) folgt sofort durch einfaches Nachrechnen (oder aus bekannten

v=0 v=0
μ

Satzen, vgl. z.B. [11]).
Die erste Beziehung in (35) folgt mit Sn = so-h +sn wegen (33) aus
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ΣΣ

Die zweite Beziehung in (35) folgt aus

" - - 1 / 1 n

Σav€v(B*9 a) = snεn+1(B*, a) + ~^-snan+1 + a0s0 + -^- Σ (sv + sv.Ί
i/=o Z \ Z v=1

Genau wie beim vorhergehenden Schritt ergibt sich, dass der erste Summand

1 n

rechts CΊ-limitierbar ist. Wegen yΣsv<Xv+ι = o(l) (beachte (33)) ist der
v = 0

zweite Summand ebenfalls CΊ-limitierbar. Der Ausdruck in der Klammer ist
schliesslich konvergent.

Aus Satz 1 folgt nun, dass βn+1(B*Cu a) e (B*Cύf , eJβ*Cu <*) * (^Cλ)r

ist. Wir wenden als nachstes den Satz 2 an auf B = B*Cl9 A = B^QP = R.
Fur die Anwendung dieses Satzes ist nur noch (17) nachzuweisen, was aus (33)
und der Indexverschiebung von B*Cλ nach links folgt. Die letztere Tatsache

ergibt sich sofort aus der Bemerkung zu Hilfssatz 4, da ——— £ B* ist.

BEMERKUNG. Im Beweis des Satzes 5 hatte nicht der Satz 2 anstelle
von Satz 1 verwendet werden konnen. Es gilt nicht £n+1(B*, a) £ B*, wie fϋr
JB-limitierbares [sn] aus

^ i - +Σ,<Δ
v=n+2 J

sofort zu ersehen ist. In ahnlicher Weise erkennt man, dass auch nicht

εn(B\ a) € Bΐ gilt.

5. Das Verfahren P2. Wir untersuchen die Verfahren P2 um zu zeigen,
welche Rolle die Voraussetzung der Indexverschiebung in (17) bei Satz 2 spielt.
Hier gilt

SATZ 6. Es set P ein positives und permanentes bewichteίes arithmetisches
Mittel mit lim sup pn/Pn < 1. Genau dann ist £n(P2, ά) <= Pi, wenn P Index-
verschiebung nach links besitzt.

BEWEIS. Nach den Satzen I, II und 2 ist nur die Notwendigkeit der
Indexverschiebung nachzuweisen (beachte die Bemerkung 1 im Anschluss an
Satz 1). Fΐir diesen Nachweis ziehen wir die Bedingung (7) und Hilfssatz 1
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heran. Mit 'am—dnv—dn-λtV und (1) ist fur λ + lig/z (P2

69

i, a'nv = 0

Es ist

und damit

/ = - •

A

Mit έ -&-^^9 pυ^Pn fur v^n n u n f U r

p = λ +

w p=λ+l

/r = PJ\ Pλ

A A-l

A

= n

^ λ + 2 y ^ J ^ _

^ ^ p = λ+2 ΓP

Aus diesen Abschatzungen-und mit der Bezeichnung m = —^ iî ±J_ e rgibt
pλ--ι pλ

sich, dass im vorliegenden Fall eine notwendige Bedingung fur (7) gegeben
wird durch

(36)
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n-2 n-1

(denn es ist ]Γ | /| = O(l), Σ, I?

Ist p-^oc < 1, 77 = 1,2, , so ist pn+i^-~—Pn. Sei nun ?z ̂  0 und

| f ^ 2 fur ein m^n, dann ist - % ^ = | ^ + ^ ' j ^ ^ 2 ( 1 + ^ 3 - ) . Zu

jedem ?zΞ̂  0 wahlen wir ein m = ?n{τί) mit 2 fg - ^ ̂  2 ί 1 + ). Es ist dann

w e g e n 2 ^ p ^ [ ί -
p = λ P

-. m-i
1 v~^

also ist wegen (36)

7 2 - 1

λ = l

1 P 1
Sei nun fur vorgegebenes n ^ ^ ^-^<-ψ falls wΛ+1 ^ λ < nte9 (n0 = n
^ nx ̂  n2 ̂  , k = 0,1, 2, ). Es ist dann

^ Σ •4LW = θ(i)Σ|L = θ(i)Σ4-
k

und dies bedeutet, dass die Bedingung (21) erfϋllt ist.
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