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Introduction. Soit A un operateur differentiel du second ordre defini
dans un ouvert borne Ω de Rn (n ^ 2) a frontiere reguliere S. Supposons
que A soit fortement elliptique dans Ω mais degenere partout sur S en
toutes les directions. Si A est realisable comme un operateur auto-adjoint
strictement positif dans L2(Ω), il est interessant de rechercher son spectre.
Sous une hypothese convenable sur la degeneressance (par exemple
lΉypothese III dans le § 1), A"1 devient compact et done le spectre de
A est une suite des valeurs propres dont chacune est de multiplicite finie:

(0.1) 0 < \ ^ λ2 ^ ^ X3 ^ t °° •

Posons

(0.2) JV(λ) = Σ 1 , Pour λ > 0 .

Alors, le comportement asymptotique de λ, lorsque j —> oo se reflete dans
celui de N(X) lorsque λ —> exs et vice versa.

Baouendi et Goulaouic [1] donnerent un critere pour que

(0.3) N(X) - Cte. Xnl2 , lorsque λ -> oo ,

e'est-a-dire, pour que N(X) croisse analoguement au cas ou A ne soit pas
degenere. Pour fixer les idees, soit A de la forme

(0.4) (Au)(x) = - Σ 4~
3,k=i ύXj

Alors, la formule asymptotique (0.3) est vraie si et seulement si

(0.5) ( (άet(ajk(x)))~ί}2dx < oo .
JΩ

Dans les notations de ce memoire, ce critere est equivalente a Pintegrabi-
lite de φ(x)~nl2 sur Ω, et celle-ci est violee.

Le comportement exact de N(X) fut obtenu par Nordin [5]. II a con-
sidere la forme quadratique (Au, u)L2W pour les u e D(A), et Pa approximee,
dans un voisinage de S, par des autres formes quadratiques plus concretes.
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Et, il a reduit la question a la recherche de la distribution asymptotique
des zeros des fonctions de Whittaker.

Dans ce memoire, nous envisageons la propriete meromorphe de la
ζ-fonction dΈpstein

(0.6) Z(a) = £ λ7α

sous les Hypotheses I, II et III' dans le § 1. Cette fonction est liee avec
la fonction de Green G(t, P, Q) de Poperateur parabolique d/dt + A. II
s'agit d'evaluer G(t, P, P) lorsque t \ 0 et P s'approche de la frontiere S.
Ce qui est tres different du cas oύ A est non degenere est la nature de
cette G(t, P, P). Les connaissances classiques sur les fonctions de Green
du cas non degenere ne sont plus utiles quand on considere G(t, P, P)
pour P voisin de S.

Pour concevoir intuitivement cette difference, nous comparons les
solutions fondamentales des trois operateurs simples:

e t Tt~tok*dϊ
oύ x est la variable spatiale positive, et c est une constante positive. La
solution fondamentale du premier est (4τrί)~1/2 exp {— (x — y)*/U}, tandis
que celles du deuxieme et du troisieme sont

et / 2Yf^ ) exp ( - φ + y) coth (et))
\ smh (ct) Isinh (et) \ smh (ct)

respectivement. Les deux dernieres sont certainement tres differentes
de la premiere au voisinage de (α?, y) — (0, 0).

Dans le § 1, nous precisons les hypotheses sur A, citons les resultats
de Baouendi-Goulaouic et de Nordin (Theoremes 1.1 et 1. 2) et enonςons
le resultat sur Z(a) (Theoreme 1. 3). Dans le § 2, nous construisons la
fonction de Green G(t, P9 Q), et demontrons le Theoreme 1. 3 dans le § 3
en pleines utilisations des calculs aux §§ 6 et 7. Let §§ 4 et 5 sont con-
sacres aux preparations du § 6.

Le Theoreme 1. 3 est une reponse partielle a la conjecture que l'auteur
proposa dans [8].

1. Hypotheses et resultat. Soit Ω un ouvert borne de Rn (n ^ 2)
a frontiere S une hypersurface de classe C°°. Supposons que Ω soit situe
a un seul cote de Ω. Soit A un operateur differentiel du second ordre
de la forme
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(1.1) (Au)(x) = --^L- ± ^φ{χ)Vtfdtf>{x)^Ά + c{x)u{x) ,
Vg(x) ό,k=ι dxά I dxk )

oύ les coefficients φ(x), gjk(x) et c(x) satisfassent aux trois hypotheses
suivantes:

HYPOTHέSE I. La matrίce (gjk(x))]fk=1 est symetrique reelle et definie
positive uniformement sur Ω, et g(x) = det {gik(x))~ι.

HYPOTHδSE π. c(x) > 0 sur Ω.

HYPOTHέSE in. φ(x) est positive dans Ω, nulle identiquement sur S
et telle que grad φ(x) ne s'annule jamais sur S.

Pour simplicite, nous supposons que tous les φ{x), gjk(x) et c(x) soient
de classe C^φ), Men que le Theoreme 1. 3, notre resultat, reste vrai si S
et les coefficients sont de classe Cn+Z au moins.

Munnissons a D de la structure riemannienne definie par la metrique

dl2 = Σ gjk(x)dx3dxk, oύ (gjk(x)) = {gίk{x)Γ ,

et designons par dv Pelement volumique Vg(x)dx1 dxn. L'espace L\Ω)
est la totalite des u(x) de carree sommable sur Ω par rapport a dv.
Ecrivons encore par A Γextension de Friedrichs dans L\Ω) de A restreint
a C°°(Ω). Alors, A est auto-adjoint defini positif dans U(Ω) du domaine

(1.2) D(A) = {u{x) € H\Ω); φ(x)u(x) e H\Ω)}

(Hk(Ω) est Pespace de Sobolev d'ordre k).
Soit

(1.3) 0 < \ ^ λ2 ^ ^ λj ^ ΐ oo

la suite de toutes les valeurs propres de A dont chacune est comptee
repetamment autant que sa multiplicite. Posons

(1.4) N(X) = Σ 1 > Pour λ > 0 .
2^2

Cette fonction est appelee la fonction comptoire. Alors, un probleme se
pose comme suit: Quel est le regie de la croissance de la j-ieme valeur
propre X3 lorsque j —> oo ?, ou ce qui est equivalente, comment croit-elle
la fonction comptoire N(X) lorsque λ —> oo ?

Baouendi-Goulaouic [1] proposerent premierement une reponse a cette
question:

THέORίϊME 1.1. (Baouendi-Goulaouic [1]). Nous avons

(1.5) lim (i"2/wλy) = 0, et
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(1.6) lim (f- 1 / ( ? l-%) = oo , quel que soit e > 0 .

Ce Theoreme nous fait apprendre que la croissance des Xj est stricte-
ment plus lente que celle des valeurs propres des operateurs du second
ordre non degeneres (par exemple, le laplacien sous la condition de Dirichlet)
mais qu'elle n'est pas moins lente, grosso-modo, que Γordre ^1/(?ι"1).

Ensuite, la reponse complete fut donnee par Nordin [5]:

TH^OR^ME 1.2. (Nordin [5]). Lorsque λ | oo, N(X) se comporte comme

suit:

(1.7) Si n = 2 , N(X) ^ d2X log X ,

(1.8) Si n ^ 3 , JSΓ(λ) - dnX
n~ι ,

on Us constantes dn sont donnees par

( pour n = 2 ,
(1.9) dn =

dζ , pour n ^ 3 ,

avec

pour n ^ 2 ,

d/dv designe la derivee conormale a S par rapport a la structure riernan-
nienne ci-dessus, et [z] est la partie entiere de z.

Nordin obtint ce Theoreme par le principe du min.-max. des valeurs
propres dύ a H. Weyl et par de certaines connaissances sur les distri-
butions des zeros des fonctions de Whittaker.

Dans ce memoire, nous voulons etablir un resultat analogue a ceci
mais sur une propriete meromorphe de la ζ-fonction dΈpstein

(1.11) Z(a) = ΓX-«dN(X) = Σ λ j α , aeC .
JO 3 = 1

La serie est convergente si Rea>n — 1 grace au Theoreme 1.1. Et
elle est liee avec la fonction de Green G(t, P, Q) de Γoperateur parabolique
d/dt + A comme suit

(1.12) Z{a) = -JL^. JO~ r-W j β G(ί, P, P)dvP .

Notre resultat s'enonce comme le Theoreme 1.3. ci-dessous, mais nous
avons dύ remplacer ΓHypothese III par une autre beaucoup plus restreinte:

HYPOTHSSE IIΓ. φ(χ) satisfait a ΓHypothese III, et de plus
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(1.13) φ(x) = dis. (x, S), si dis. (x, S) ^ δ, pour un δ > 0 ,

oύ dis. (x; S) est la distance geodesique dex a S par rapport a la metrique dl.

REMARQUE. AU lieu de (1.13), nous pouvons considerer une situation
oύ φ{x) n'est pas exactement egale a dis. (x, S), mais elle est une fonction
de la dis. (x, S) seule et satisfaisant a lΉypothese III. Alors, le Theoreme
1.3 qui suit reste variable avec le facteur | S | convenablement modifie
selon le Theoreme 1.2. Ce qui est essentiel dans notre methode est que,
comme nous verrons dans le § 2, la variable dis. (x, S) et les variables
tangentielles a S sont presque separees dans Γoperateur A.

Si (1.13) a lieu, nous avons dans (1.10), dφjdv \s = 1, done

~n)l2ds =\S\ = Γaire de S .

1.3. Sous les Hypotheses I, II et III', nous avons
( i ) Si n — 2, alors

(1.15) Z(a) - ψ(a - I ) -ψ
- -i-ί(4 log 2 + 7) ISI + Pf. ( φiPy-'dvMa - I)"1

est une fonction holomorphe dans Re a > 3/4, oύ 7 est le nombre dyEuler
et Pf. signifie la partie finie de Vintegrate au sens de L. Schwartz
(voir [6]);

(ii) Si n ^ 3, alors Z(ά) — An(a — n + I)" 1 est une fonction holo-
morphe dans Rea > n — (3/2), oύ

(1.16) An = 2(n - l)(4π)^-^/2r(^l)| S | j [ l ± l ] e - « ( = (n -

oύ [z] est la partie entiere de z.

Admettons ce Theoreme pour le moment. Si n ^ 3, on redemontre
la partie correspondante (1.8) du Theoreme 1.2 d'apres le theoreme
tauberien dΊkehara. Mais si n = 2, l'auteur n'est pas certain si la partie
(i) du Theoreme 1.3 entraine (1.7) du Theoreme 1.2 ou non. Nous pro-
posons alors une question:

QUESTION. Soit f(t) une fonction non-negative et non-decroissante sur
t ^ 0. Supposons que

Γ e~atdf(t) -{a- I ) " 2 - C(a - I ) " 1

Jo

soit une fonction holomorphe de a dans Re a > 1 — e avec un ε > 0, oύ
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C soit une constante. Alors, queues restrictions en plus sur f(t) sont-elles
necessaires pour en conclure que

ffiU = 1 ?
te*

Revenons au Theoreme 1.3. La demonstration se divise en quelques
etapes, elle sera finie dans le § 3. Dans la reste de ce paragraphe, nous
terminons une moitie qui est relativement facile.

LEMME 1.1. On ajoute, si necessaire, KI a A avec un K grand. Alors,

(1.17) * fV'dtϊ G(t,P,P)dvP
Γ{a) Ji Jfl

est une fonction entiere de a.

PREUVE. La theorie generate du semi-groupe holomorphe nous dit
que, si t > 0, e~tA applique L\Ω) dans D(Ak) pour tout k = 1, 2, et

. t~ke~~ct , avec un c > 0 .

Mais on sait que D(Ak) c H\Ω) avec Γinjection continue (voir [1]).
Prenons k = k0 = [n/2] + 1 par exemple. Alors, par le lemme de Sobolev,

Done, e~tA = (e~tAl2){e~~tAβ)* a la representation par noyau continu G(t, P, Q)
sur Ω x β, et

I G(t, P, Q) I ̂  M t-^e'ct quels que soient (P,Q)eΩxΩ.

DΌύ le resultat. C.Q.F.D.

LEMME 1.2. Soίί C ww compact quelconque dans Γinterieur de Ω.
Alors,

(1.18) - F Γ τ Γ ί α " l d ί ( G(t,P,P)dvP
Γ(a) Jo J<7

esί meromorphe dans a-plan complexe tout entier. Le pole le plus a droite
est a = n/2, il est simple et le residu est egal a

PREUVE. A n'est plus degenere sur C, mais A est uniformement
fortement elliptique sur C. La construction dΈidelman ([2]) ou plutδt de
Minakshisundaram-Pleijel ([4]) nous garantit Γexistence d'une solution
fondamentale τ(t, P, Q) de d/dt + A telle que
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7(ί, P, P) = (4πO~%/2{^(P)~w/2 + ta,(P) + + tNaN(P) + 0(tN+1)}

uniformement sur C. Nous verrons d'autre part, dans le §2, que

G{t, P, P) - 7(ί, P, P) = Oίβ-'/ )

avec une constante c' > 0 dependante essentiellement a dis. (C, S). D'oϋ
l'enonce du Lemme. C.Q.F.D.

Prenons <5 dans lΉypothese III' et ecrivons

(1.20) Ωδ = {PeΩ dis. (P, S) < δ}, et Ωδ = Ω\Ωδ .

Et prenons, par exemple, Ω'δl7 comme C dans le Lemme 1.2. Et posons

(1.21) Z0(a) = -J— [ tr*dt \ G(t, P, P)dvP .
Γ(a) Jo }Ωδ/7

Alors, nous avons deja vu les faits suivants:

(1.22) Si n ^ 3, Z{a) — Z0(a) est holomorphe dans Rea > n — (3/2) .

Si par contre n = 2, αiors

(1.23)

sί holomorphe dans Re α: > 1/2 .

Nous avons ainsi reduit la question au comportement de G(t, P, P) dans
Ωδι7. La fonction Z0(α:) sera etudiee dans le § 3.

2. Fonction de Green. Dans ce paragraphe, nous allons construire
la fonction de Green G(t, P, Q) pour Γoperateur parabolique d/dt + A avec
A defini par (1.1). La construction est faite d'abord dans un voisinage
de la frontiere S, et ensuite dans Ω tout entier.

Ω est munie de la structure riemannienne definie par la metrique dl2 =

Σi, k=19jk(^)dXjdxk. Notons

(2.1) Ωδ = {PeΩ dis. (P, S) < δ} et Ωf

δ = Ω\Ωδ , pour δ > 0 ,

oύ la distance est celle par rapport a dl. Nous bornons d'abord la con-
sideration a un voisinage d'un point sur S.

Soit P o un point quelconque fixe de S et prenons un voisinage V
dans S de P o oύ un systeme de coordonnees locales s = (sl9 s2, •• ,sΛ_1)
a Porigine P o est defini. Soit d'autre part P un point quelconque de Ωδ.
Si δ est petit, il existe une et une seule ligne geodesique L issue de P
qui penetre S a un point P a la direction conormale a S. Designons, de
nouveau,

(2.2) x = dis. (P, S) = dis. (P, P) , done 0^x<δ .
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La correspondance de PΩδ —• P e S est unique (c'est une projection). Posons
done

(2.3) U={PeΩδ; PeV}.

Pour Pe U, soient s = (sl9 s2, , s ^ ) les coordonnees de P. Ainsi, chaque
point P e U est identiίie avec le point (s, x) de iί+ par un diffeomorphisme,
et Γon ecrit P = (s, x).

Nous allons construire une parametrix de d/dt + A dans un tel U.
A s'ecrit par ce nouveau systeme comme suit:

<2 4)
 ^ K ^

parce que 0(s, α?) = a? dans U si δ > 0 est petit grace a ΓHypothese IIΓ
dans le paragraphe precedent.

Soit G{t, P, Q) la fonction de Green cherchee, e'est-a-dire, pour les
uo(P) suffisamment reguliere, nous ayons

(2.5) (e-tAu0)(P) = [ G(t, P, Q)uo(Q)dvQ, t > 0 ,

oύ dvQ est Γelement volumique de Ω par rapport a dl. Supposons que
le support de u0 soit contenu dans U, et regardons (2.5) seulement pour
Pe U. En posant

(2.6) v(t, P) = g(Py^e-tAu0)(P) et vo(P) = g(Pyfiu0(P) ,

(2.5) devient

/ n ^ v(ί, P) = ( G'(ί, P, QMQ)ds'dy, t > 0, avec PeU, Q = (s', y) ,
(2.7) iu

et G'(ί, P, Q) = G(t, P, Q){^(P)^(Q)}1/4 .

v(t, P) est une solution du probleme de Cauchy (d/dt + A')v(t, P) = 0,
v(0, P) = vo(P), oύ A! est donne par

(A'v)(P) = gll'A{g~^v){P)

^ = - * (45) _ , 2 ^ + - Σ b4P)»L +
ra \ ra/ «,j8=i osaoSβ «=i ds α

Ainsi la recherche de G est equivalente a celle de G' localement dans Z7
via la formule (2.7). Des maintenant, nous ecrivons toujours

(2 9) P = = f e α j ) > ® = (s'>y>>> R = (s",z) {sfs\sffeR^x9y,z^0),
dP = dsdx, dQ = ds'dy et dR = ds"d^, si P,Q,ReU,
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done dP, dQ et dR sont les mesures de Lebesgue ordinaire dans Rn.
Prenons un Q e U, alors Γoperateur A' peut etre approxime par A'Q

defini comme suit:

(2.10) A'Qv(P) = - f(xψ) - x Σ 9aβ(Q)-^l- + ™
dχ\ dxl cc,β=i dsadsβ

La difference A! — A'q ne contient plus de derivee par rapport a x
(lΉypothese ΠΓ y est essentielle):

(2 ID = x Σ itrβ(Q) - gaβ(P)}^ + x Σ K{P)^
\Δ-LL) cc,β=i dsadsβ «=i dsa

+ {60(P) - φ .

Q etant fixe dans RΪ, la solution unique du probleme de Cauchy
(A + A'Q)w(t, P) = 0 , t > 0 et PeRl; w(0, P) = wo(P)

est exprimee par

w(t, P) = \ ΦQ(t, P, R)wϋ(R)dR ,

oύ le noyau Φe(ί, P, R) est defini comme suit:

Φ&, P, R) = ΦS, 8 - s", x, z) = (2πy-» \ e«-'">-%(t, s, x, z)ds ,

avec ΦQ(t, s, x, z) = Φ(t, σ, x, z) \ a=θQ ,

Φ(t, σ, x, z) = -r£—lί^γψ) exp { - φ + z) coth (σt)} ,
sh {σt) \ sn (at) /

{ n-l \ 1/2

Σ 9ae(Q)sasβ + 1
α,/3 = l )

oύ Io est la fonction de Bessel modifiee d'ordre 0.
Cela pose, nous adoptons comme une parametrix dans U le noyau

ΦQ(t, P, Q). Pour estimer ceci et ses derivees, nous introduisons une
fonction auxiliaire

E(t, P, Q; λ, μ, p; c) = t^\Apq + ty-1'*

(2.13) χ(BPQ+\8-J\ + t + vΊAΓQY+1-n exp {-c(ΓιBpq + | s - s'|)},

oύ APQ = {V~x + VΊf)2 et BPQ = (i/~aΓ - vΎ)2

Le lemme suivant a ete demontre dans [8] (Γestimation de (d/dx)ΦB est
un peut amelioree que dans [8] car p = — 1 dans le cas present):

LEMME 2.1. Soient 0 < t <^ 1 et (P, Q, R) e U x U x Ϊ7. AZors,
αvems
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(2.14) I(f

(2.15) f Φ*(t, P, Q)

^ KE(t9 P, Q; 0, 0, - | K |; C), si | it \ ̂  2

t, P, Q; - 1, 0, 0; c) ,
dx

avec des constantes K et c positives independantes des (ί, P, Q, R).

On ne reproduit pas ici la demonstration, les K et c dependent
essentiellement a la positivite de la matrice (gaβ(R)).

Comme A! - A'q est de la forme (2.11), | {A' - A'Q)ΦQ{t, P, Q) | est plus
petite que Cte. E(t, P, Q; — 3/4, 3/4, 0; c), et done, par une modification
triviale, nous avons le

LEMME 2.2. Soient 0 < t ^ 1 et (P, Q)eU x U. Alors, nous avons

\(A'-A$Φ&,P9Q)\

( 2 1 6 )

Nous aurons besoin aussi du

LEMME 2.3. Soint 0 < £ ̂  1 et (P, Q) e U x ϋ7. Aiors,

(2.17) I ΦQ(t, P, Q) - ΦP(t, P,Q)\£ KE(t9 P, Q; 0, 1/2, 1/2; c) .

PREUVE DU LEMME 2.3. Comme ΦR(t, P, Q) = ΦR(t, Q, P), on a

, Q) - «p(ί, P, Q)

= (27ΓΓ ί
Jo

avec σ(θ) = σ^+^^jp. On suit le meme raisonnement que dans la
demonstration du Lemme 2.1, et Γon a (2.17). C.Q.F.D.

Maintenant, nous passons a la construction d'une parametrix dans Ω
tout entier. Soit {Vif ?<(P)}iL! une partition d'unite finie suffisamment
fine de la frontiere S: Chaque ouvert Vi soit un voisinage de coordonnees
locales s{i) = (s{i}, βί°, •• ,s^i1) a Γorigine PieVifξi(P) soit une fonction
de classe C^iS) a support compact dans Vi tels que

(2.18) U ^ = S et Σ£*(P) = 1 sur S .

Definissons Ui par Fi comme (2.3). Alors, {Uif ί<(P)}iLi est une partition
d'unite de Ωδ, oύ chaque ίi(P) est consideree comme constante le long des
geodesiques conormales a S (e'est-a-dire, independante de la variable x),
Notons par Φf{t, P, Q) le noyau ΦQ(t, P, Q) obtenu comme ci-dessus dans
Ui par rapport au systeme de coordonnees (s(<), x). Alors,
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(2.19) 7(ί, P, Q) = Σ Vi{P)Φ${t, P, Q)ξi(Q){9(i)(P)9(i)(Q)Γiμ

i=l

est une parametrix dans Ωδ, oύ chaque %(P) est une fonction de classe
C°° independante de x (done une fonction de s{i) seules) a support compact
dans Ui et vaut 1 sur un voisinage du support de ?ί(P), et g{i)(P) =
det (gaβ(s{i), a?))-1.

D'autre part, nous regardons Γoperateur A dans Ω'δl7 par exemple
(voir (2.1)). A n'y est plus degenere, mais A est uniformement fortement
elliptique d'ordre 2. Soit A un operateur uniformement fortement elliptique
dans Rn tout entier (a coefficients constants en dehors de 42J/14) qui est
egal a A dans un voisinage de flJ/7. Nous faisons appel a Γaide de la
solution fondamentale τ(£, P, Q) dΈidelman (voir [2] p.23) dans Rn de
d/dt + A.

Alors, comme une parametrix dans Ω de d/dt + A, nous employons le
noyau suivant:

(2.20) G0(ί, P, Q) = β(P)Ί(t, P, Q)α(Q) + ^(P)τ(ί, P, Q)α(Q) ,

oύ les a(P), ά(P), /S(P) et ^(P) sont des fonctions de classe C°°(Ω) de x
seule ay ant les proprietes suivantes:

a ( p ) = i l sur ΰ

(2.21) ( 0 >

1, SUr ίJ6δj7, o/r>\
et β(P) =

0, sur βj s / r;

1, s u r i?23/7

0, sur Ωδl7.

Done, /9(P)(resp. β(P)) vaut 1 sur le δ/7-voisinage du support de
α(P)(resp. a(P)).

Nous pouvons maintenant chercher la fonction de Green G(t, P, Q)
en question sous la forme

(2 22) G{ty P' Q) = G°{ty PJ Q) ~ So d t ' L Go{t ~ *'> P> R)H{t'> R> Q)dVR '
pour 0 < t ^ 1 et (P,Q)eΩxΩ,

oύ H(t, P, Q) est une fonction a choisirβ Elle doit satisfaire a Γequation
integrale de Volterra

H(t, P, Q) + [ dt' \ F(t - t', P, R)H(t', R, Q)dvR = F(t, P, Q) ,
JO JΩ

(2.23) / Λ v
avec F(t, P, Q) = (^ + A)G0(t, P, Q) .

Nous allons voir que (2.23) se resoud comme
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H(t, P, Q) = Σ (-ΐf-W^t, P, Q), oύ Fw = F

(2.24) e t FWQ p QJ = f' dt, f jpτ(*-i,^ _ t/ p > R)F(t', R, Q)dvB

Jo Jβ

pour Jc = 2, 3,

Nous effectuons Γapproximation successive.

LEMME 2.4. Supposons que 0 < £ ̂  1 eί g%e P et Q appartίennent a
t6^ ί7i commun. Alors, nous avons

\F(ί,P9Q)\

(2.25)
4 4 2/

unίformement par rapport a (ί, P, Q).

PREUVE. Recrivons F(£, P, Q) en tenant compte de (2.14) et (2.20):

( 2 ' 2 6 )

Q) = Σ/3(P)%(P){(A' - AQΦMt, P,

avec

-1/4

, P, Q) = Σ/3(P){[A', %(P) ]Φ^(ί, P,Σ

t, P, Q) = g%(P){[A', β{P)*]Φnt, P, Q)}o(Q)WQ)(flrpflrer
i/4,

,et F4(tf P, Q) - {[A, β(P)-mt, P, Q)}a(Q) ,

oύ les A! et A'ρ sont definis par (2.8) et (2.10) respectivement dans Z7i
au moyen du (s(ί), x), et flrP signifie g{i)(P) dans (2.19).

D'abord, F1 est majoree comme (2.25) grace au Lemme 2.2. Pour
F2, le commutateur [A', ^(P) ] est un operateur differentiel d'ordre 1
seulement par rapport a s(<), done par le Lemme 2.1, nous avons |-P2 | ^
Cte. E(t, P, Q; - (2 + e)/4, (3 - ε)/4, e/2; c). Ensuite pour JP3, [A', /5(P) ]
est un operateur differentiel d'ordre 1 seulement par rapport a x, et de
plus, sur le support de F3, P et Q s'eloignent de Pun de Γautre a δ/Ί
au moins. La situation est la meme pour F4. Douc, par le Lemme 2.1
et par une estimation de y dΈidelman (loc. cit.),

P, Q) + FAt, P, Q) I ̂  Cte. <Γ""

uniformement par rapport a (t, P, Q)(c' depend a δ mais elle est d'ordre
δ2 au moins). En somme, nous avons le resultat. LΉypothese ΠΓ dans
le paragraphe precedent est essentielle dans ce lemme. Notons que
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F(t, P, Q) s'annule si P n'est pas dans Ωδ, et que les Fs pour 1 <̂  j ^ 3
le font aussi s'il n'existe pas d'indice ί tel que P et Q appartiennent au
meme ϋi C.Q.F.D.

LEMME 2.5. Soient 0 < t ^ 1 et (P9 Q) e Ω x Ω. La serie de Neumann
de (2.24) converge absolύment et unίformement, et Von a

(2.27) I Hit, P, Q) I <; KE(t, P, Q; - i ± i , i ^ i , ± ; β)

powr uw 0 < ε < 1 convenable.

PREUVE. La fonction E se prolonge pour tous (P, Q)eΩ x Ω par une
maniere naturelle. Pour eviter de singularites logarithmiques, nous fixons
un 0 < ε < 1 irrationnel, et posons

(2.28) kQ = Max {fe(entier) ^ 1; (1 - ε)k < 2 et εifc < 2(^ - 1)} .

Alors, en utilisant le Lemme 6.1, nous avons par recurrence sur k
Γinegalite suivante

|fW(ί,P,Q)|

(2.29) ^ K k ,^;c) pour 1 ̂  & ̂
2/

p 9 Q ; ^ j c l , k ,
4 4 2

Posons provisoirement

\,k — K — — , μk — — - — K — — eτ pk — i — n -\- —
(2.30) 4 2 4 2 2

pour k = 1, 2, 3, ,

et continuons Piteration de F pour k > k0. Choisissons ε de sorte que

(2.31) J L n i < β < | » ^ 1 .
n 2w + 1

Alors, k0 = 2n — 1, λ2%_! < X2n < — 1 < X2n+1 et ft,.! < 0 < ftn. Par un
calcul analogue a ci-dessus, nous avons

I F<2n)(t, P,Q)\^ Kt^ApQ + t)^- exp ( - cBPQ/t), et

I F{2n+1)(t, P, Q) I ̂  ίΓί^+iίApg + £)"2w+1 exp (-cBPQ/t) .

Posons maintenent i*\(ί, P, Q) = F{2n+1)(t, P, Q), λx = X2n+1 et ̂  = μ2n+1, alors
Γinegalite ci-dessus devient

(2 32)
^ ί ί ^ ( A + ί)Λ1 exp (-cBPQ/t), oύ λx > - 1 et

Soit F[k) Γitere de k fois de Fx = F[ι). Si Γon applique la Proposition
4.1, (F) et le Lemme 5.1, on a
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(2.33) I F'?(t, P,Q)\^ KktHAPQ + ψ* exp (-cBPQ/t), k = 1, 2, 3, . . . ,

oύ λ4 = fc(3/2 + \) - 3/2 et μk = fc(l/2 + ft) - 1/2. Cette (2.33) nous fait
apprendre que, si k est suffisamment grand, F[k) = JF7«2n+1>*) est bornee.
Et done la serie de (2.24) converge absolύment et uniformement et nous
obtenons (2.27). C.Q.F.D.

La fonction G(ί, P, Q) definie par (2.22) avec cette H(t, P, Q) est
precisement la fonction de Green pour d/dt + A. Pour le voir, il suffit
de verifier que, pour toute uo(P) suffisamment reguliere,

u(t, P) = G(t, P, Q)uo(Q)dvQ
JΩ

est une solution suffisamment reguliere du probleme de Cauchy (d/dt +
A)u(t, P) = 0, t > 0 et u(0, P) = uo(P). Alors, par Γunicite des solutions,
nous voyons que u(t, P) = (e~tΛuQ)(P). Done, G(t, P, Q) represente le semi-
groupe e~~tΛ. La demonstration detaillee est ommise.

3. Demonstration du Theoreme 1.3. A la fin du § 1, nous avons
reduit la consideration de la ζ-fonction dΈpstein Z(a) a celle de ZQ(a)
definie par (1.21).

Par (2.22), nous avons

G(ί, P, P) = Go(ί, P, P) - G U P, P) ,

'(ί, P, P) = Γ dί' ( G0(ί - ί', P,
Jo Jΰ

( ) oύ

LEMME 3.1. Nous avons, pout 0 < t ^ 1 eί PeΩδj7,

(3.2) I G'(ί, P, P) I ̂  Cte. £(1>4)-(*>2)(α + ί)(3/4)-(-/2) .

PREUVE. Comme nous avons vu,

I G0(t - t', P, Jϋ) I ̂  Cte. S(t - ί', P, 22; 0, 0, 0; c)

^ Cte. ̂ ( ί - ί', P, 22; -ε/4, -ε/4, e/2; c) , et

I H(t', R,F)\£ Cte. £7(f, 22, P; - ( 3 + β)/4, (3 - e)/4, e/2; c)

avec un 0 < ε < 1. Done, par le Lemme 6.2 avec

λ = -ε/4, μ = -ε/4, i; = ε/2, λ' = - ( 3 + ε)/4, μ' - (3 - ε)/4 et i/ = ε/2 ,

nous obtenons (3.2). C.Q.P.D.

COROLLAIRE 3.1. La fonction [' ta-χdt 1 G'(t, P, P) dt;P est holomorphe\
Jo Jβ ί / 7 :

Re a > 3/4 si n = 2, daws Re a > 5/4 si w = 3 et dans Re a > n — 2
si w ^ 4.

Ainsi, la recherche de Z(a) est reduite a celle de
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(3.3) {a) = -J— [ r-Vt \ G0(t, P, P)dvPΓ{a) Jo jΩδ/7

Maintenant, nous nous rappelons de la structure riemannienne sur Ω
induite par la metrique dl. En utilisant Papplication P—+P expliquee au
debut du §2, nous pouvons ecrire

(3.4) dvP = m(P)dSpdx ,

oύ dSp est 1'element volumique induit par la metrique dl sur S et m(P)
est une densite positive telle que m(P) = 1 sur S. Done, (3.3) s'ecrit
encore

Γ(a)Z00(a) = [ tΓ'dt \ {k(t, P) + Jc'(t, P)}dSj ,
Jo Js

(3.5) avec fc(ί, P) = [ GQ(t, P, P)dx
JL{P)

et fc'(ί, P) = ( _ G0(t, P, P){m{P) - l}dx ,
JMP)
( _
JMP)

oύ L(P) designe la ligne geodesique du longueur 5/7 issue de PeS a la
direction conormale.

LEMME 3.2. Soit PeΩδj7. Alors, G0(t, P, P) est une function de (t, x)
seules et egale a y(t; x) definie par (7.1) et (7.2).

PREUVE. Avec les notations de (2.19) et (2.20), nous avons

N

Go(t, P, P) - Σ UP)Φ¥{t, P, P)lVgw{P), si P e fll/τ.

Si done on voit que

(3.6) Φ?(t, P, Pyv'TW) = v(t; x) pour Pe^nft/M

il vient G0(ί, P, P) = τ(ί; a;), car Σf* (P) = l Mais (3.6) se voit facilement
si Ton effectue dans (2.12) la transformation affine s = Tpll2s' oύ
TP = (^(P))r*U. C.Q.F.D.

LEMME 3.3. Soit n ^ 3. Alors, lorsque t J 0, ^o^s αvotis

(3.7) «-%(«, P ) = (n - 2)1 (AJ\ S\) + O(ί), et ,

(3.8) t - ^ ί ί , P) = O(v/T) ,

ou An est celle definie dans le Theoreme 1.3.

PREUVE. Considerons la difference entre k(t, P) et tc(t) definie par
(7.2). Comme | y(t; x) | ^ Cte. {t(x + ί)}~Λ/2, on a | fc(ί, P) - κ(t) \ = O(f-Λ),
d'oύ (3.7), car {tn^fc(t)}t=0 = (n - 2)! AJ\S\ d'apres la Proposition 7.1.
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Ensuite, | G0(ί, P, P){m(P) - 1} | ^ Cte. #{£(# + t)}"nl\ car ra(P) = 1. Done,
|Λ'(ί, P) I est Off8'1) si n = 3, O(r2(l + log (1/t))) si n = 4 et O(ί2~*) si
n ^ 5. C.Q.F.D.

LEMME 3.4. Soit n = 2. AZors, lorsque t [ 0, wotts owems

(3.9) £&(£, P) = — log -ί + -i-{log (16S/7) + 7} + O(l/T) , et,
4τr £ 4τr

(3.10) ίifc'(ί, P) = — Γ ' m ^ ~ X do;
4τr Jo x

PREUVE. k(t, P) n'est autre que κw(t; 2811) definie par (7.3), d'oύ
(3.9) d'apres la Proposition 7.2 et le Corollaire 7.4. Ensuite, k'(t, P) est
precisement Γintegrale traitee dans la Proposition 7.3 avec a(x) = m(P) — 1
et δ remplace par 8/7, d'oύ (3.10) par le Corollaire 7.4. C.Q.F.D.

Fin de la demonstration du Theoreme 1.3:
Par (3.5), nous pouvons ecrire

/Λ ^ x Γ(a)Z(a) = Γ t^dt \ k(t, P)dSp + [ t-'dt [ h'(t, P)dSp
(3.11) Jo Js Jo }s

+ Γ(a){ZQ(a) - Z00(a)} + Γ(a){Z{a) - Z0(a)} .

Soit premierement n^S: Alors, chaque terme a droite de (3.11)
sauf le premier est holomorphe dans Re a > n — (3/2) par les Lemmes
1.1, 1.2, 3.3 et le Corollaire 3.1. Et le premier est egal a (n — 2)! An(a —
n + I)" 1 + (une fonction holomorphe dans Re a > n — 2), d'apres le
Lemme 3.3. D'oύ la partie (ii) du Theoreme 1.3.

Soit ensuite n = 2: Le premier terme a droite de (3.11) est

I)"2 + i^{log(16δ/7) + y}(a - I)" 1

4π x 7 4ττ
+ (une fonction holomorphe dans Re a > 1/2) .

Le deuxieme est egal a

J - ί dS,
47Γ JS

dx(a -
X

+ (une fonction holomorphe dans Re a > 1/2) .

Le troisieme est deja holomorphe dans Re a > 3/4. Et le dernier terme
a droite de (3.11) est egal a

1
4τr ja'δ

-dvP(a - I)" 1

Φ(P)

+ (une fonction holomorphe dans Re a > 0) ,
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d'apres le Lemme 1.2. En somme, nous avons

Γ(a)Z(a) = i ^ i ( α - I)- 2 + Mjcc - I ) " 1

(3.12) 4ττ Aπ

+ (une fonction holomorphe dans Re a > 3/4).

Calculons maintenant le coefficient M.

M- |S|{41og2 + 7}= \S\log(δ/7)

Le membre a droite de (3.13) est egal a

ISI log & + ( dSr [ m^P)~1dx + ( -£-dvP ,
JS JO X JΩ'bφ(P)

quel que soit 0 < b < δ. Ceci est done un choix de la partie finie de

l'integrale {φiPy^Vp qui est divergente. Nous pouvons Γecrire aussi

Pf.[ \\
Jo ( J s x jΩδ

oύ la derniere Pf. est prise pour Pintegrale par rapport a x au sens de
Schwartz [6].

Le Theoreme 1.3. est maintenant etabli. C.Q.F.D.

4. Integrates dependantes aux parametres. Le but de ce paragraphe
est d'estimer l'integrale suivante:

I = I(A, B, P; a, β, p)

(AΛ) = ί1 ta(l - tY(P + ty exp (-— - -^
Jo \ t 1 — t

oύ A > 0, B > 0, P > 0, a e R, β e R et p e R sont des parametres. Sup-
posons de plus que

(4.2) (a + l)(α - p + l)(/3 + 1) Φ 0 et que <o ^ 0 .

Posons

c = (]/A + V~B)2, i? = l + VAC , # = l + VBC
( 4 # 3 ) et F=l + VTB .

Alors, le resultat se resume comme la proposition suivante:

PROPOSITION 4.1. Sous la restriction (4.2), nous avons les inegalites
suivantes:
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(A) Si a< - 1 et β< - 1 ,

(4.4, ,i s ctβ. {(P + AyS^f. + φ

(B) Si a< - 1 eί ,5 > - 1 ,

(4.5)

(C) Si - 1 < a < p - 1 et β < - 1 ,

(4.β, « S Cte.

(D) Si - 1 < a <ρ - 1 et β > - 1

,4.7) , , S Ct, ( P + A

(E) Sia>ρ-letβ< - 1 ,

«4.8)

(F) Sίa>p-letβ> - 1 ,

Les eonstantes dependent aux (a, β, p) mais elles sont independantes des
(A, B, P).

Posons d'abord

(4.10) a = VA~fC, b = V~BjC et s = — + - ^ 1 ,
tr 1 %

done 0 < α, 6 < 1 et a + b = 1. Lorsque ί varie de 0 a 1, la fonction s
atteint son minimum 0 a t = α, et elle prend chaque valeur positive
exactement deux fois. Resolvons la derniere equation de (4.10) par
rapport a t, elle admet les deux racines t^s) et t2(s):

n Us) = h(s)/(s + 1) et φ) = a2/h(s) ,
1 # j oύ Λ(s) = a + (s + D(s))/2 et i)(s) = V s(s + 4α&) .

Alors, ^(0) = ί2(0) = a et 0 < £2(s) < α < ^(s) < 1 si s > 0. Nous ecrivons
J comme la somme de deux integrates par rapport a s:

ecl = J = Jx + J2 avec

(4 1 2 ) jr, = Γ t i(β)«+ι{i _ φ)}β+1{P + *Xβ)}"'-^Λ ' ί = 1, 2 ,
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oύ nous avons tenu compte de la relation dt/{t(l — t)} = + ds/D(s) suivant
0 < ί < α o u α < ί < l .

Des maintenant, nous ecrivons g1 ~ g2 (ou g1 76 g2) pour les deux
fonctions gd = gά{A, B, •; α, 6, , s, •; α, β, •) positives quand il
existe des constantes Kx et K2 (resp. K3) positives telles que

K, ^ gjg2 ^ K2 (resp. g1 ^ K3g2) ,

oύ les Kx et K2 (resp. Kz) peuvent etre dependantes aux quantites en
caracteres grecs (a,β, •) mais elles doivent etre independantes des quanti-
tes en caracteres latins (A, B, •; α, 6, , s, •)• Ainsi, les notations ~
et ^ signifient Inequivalence et majoration en ignorant des constantes.

Nous introduisons de quelques fonctions auxiliaires:

Ψ(a, 7; x)

(4 13) = _ J ^ _ f- ta-^t + iy-a-ie-.tdt 9 p o u r a > 0 f Ύ e R e t ^ > 0 ;
Γ(a) Jo

(4.14) F(C, Q; a) = \Q sae~Csds , pour C > 0 , Q ^ l e t aeR;

G(C, p; a, β) = Γ (s + p)«+«W(e + ly-t-^ds ,
(4.15) J o ^ s

pour C > 0 , 0 < p ^ 1 , aeR e t βeR

H(C, v, q; a, β, 7) =
(4.16) J o

pour 0 0 , 0 < p ^ g ^ 1 , aeR , /5Giϊ et 7 e i ϊ .

Nous allons comparer les / ! et J2 avec ces fonctions.

LEMME 4.1. (1) Soit 0 < a ^ 1/2. Aiors,

( 2 ) Soίί ί>αr eontre 1/2 ^ α < 1. -AZors,

J, ~ (P + l)-"6^+12f(l/2, -/S; Cb), et
(4 18) ' ~ H ^

equivalences sont uniformes par rapport a (C, P, α, 6) chaque fois
qu'on fixe les (a, β, p).
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PREUVE. NOUS voyons facilement par (4.11) que

et que D(s) ~ Vs(s + ab) .

Done nous avons

α 2 α +2 f- ( s + ay-«-i(s + 6)ί+i( s.
Jo α + ψ

Vs(s + ab)

Si 0 < a ̂  1/2, alors 8 + α δ ~ s + α, 8 + &~β + l . Si 1/2 <; α < 1, alors
s + α & ~ s + δ, s + α - s + ( P + α)/(P + 1) - s + 1. DΌύ (4.17) et (4.18).

C.Q.F.D.

Ainsi, Γestimation de J est reduite a celle des fonctions auxiliaires.

LEMME 4.2. Soit 7 Φ 1 et a > 0. Aiors

( Λ. \Min(l-r,0)

—=L_) (a? + l ) - β , ί > o w α ; > 0 ,
x + 1 /

Vequivalence etant uniforme par rapport a x pour les (a, j) fixes.

Pour la demonstration, voir [3], Vol. 1, Chap. 6.

LEMME 4.3. Soit a Φ — 1. Alors, pour C> 0 e£ Q ^ 1,

(4.20) F(C, Q; a) ̂  e~c¥(l, a + 2; C + i ) ,

Zα majoration etant uniforme par rapport a (C, Q) pour a fixe.

PREUVE. Soit d'abord CQ ̂  1. Alors e~c* - 1 pour 1 ̂  s ^ Q, et
done

Soit ensuite CQ ^ 1. Alors

Cα + 1F < (Vβ- ώ = β^C +Tίl, α + 2; C) . C.Q.F.D.
J(7

LEMME 4.4. Soit (a + l)(/3 + 1) ̂  0. AZors,

(4.21) G(C, p; a, β) ~ p«+Ψ(l/2, a + 2; (C + l)p) + e-^( l , - # C),

uniformement par rapport a (C, p) pour les (a, β) fixes.

PREUVE. Partageons Γintegrale de (4.15) en deux parties: G =

Γ + Γ = G, + G2. D'abord, G2 - e~cW{l, -β; C). Pour Glf soit premiere-
Jo Jl
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~ pa+ψ(l/2, a + 2; p).
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ment C ^ 1. Alors, G, ~ pMln<
Soit ensuite C ^ 1. Alors,

S lip s>—Cps

(s + l)«+cwi_.ds ~pa+Ψ(l/2, a + 2; Cp) . C.Q.F.D.
o 1/ s

LEMME 4.5. Soit (a + l)(a - β + l)(τ + 1) ^ 0. -Aίors, po^r C > 0
et 0 < p ^ Q ^ 1,

P, Ϊ ; α f A 7) , a + 2;(c + i-
(4.22)

+ qa^-βe-CqΨ(l9 a - β + 2; (C + 1)?) + e-<T(l, - 7 ; C) ,

uniformement par rapport a (C, p> q) pour les (a, β, 7) fixes.

PREUVE. Partageons Γintegrale de (4.16) en quatre parties:

S p Cq fi f°°
+ + + = H, + H2 + H3 + Ht .

0 JP Jg Ji

Alors, Hx ~ pa+1q~PjV Cp + 1, H2 ~ pa+1q~βF(Cp, q/p; a), H3

VQ'> a - β) et HA - e~cΨ(l, - 7 ; C), d'oύ (4.22) d'apres le Lemme 4.3.
C.Q.F.D.

COROLLAIRE 4.4. Sous les hypotheses du Lemme 4.4, nous avons les
suivantes:

( 1 ° ) S i α + l > 0 e t /S + l > 0 ,

G(C, p; a, β) -

(2°) Si a + 1 > 0 eί

( , 2 3 ,

(3°) Si α + l < 0 et β + l>0, G •£ pa+1lVCp + 1

(4°) Si a + 1 < 0 eί £ + 1 < 0 ,

PREUVE. Dans chaque cas (1°) ~ (4°), on estime le membre a droite
de (4.21) en distinguant les cas 0 < C ^ 1,1 ^ C ^ 1/p et C ^ 1/p.

C.Q.F.D.

COROLLAIRE 4.5. Dans le Lemme 4.5, nous distinguons les 8 cαs
suivant les signes des α + 1, a— β + 1 et y + 1. Nous ecrivons, par exemple,
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( + + + ) pour exprimer le cas oύ a + 1 > 0, a — /3 + l > 0 et 7 + 1 > 0.

Alors, nous avons les suivantes:

((5°) (+ + +)

(4.24)

me, P, r. «. β, 7)

(7°) ( + - + ) H
Off +

(9°) (- + +) -ff

(11°) ( +)
(12°) ( )

+ 1 + (C +

(C
C + 1

pa+1q-ηVCp + 1

+

majorations sont uniformes par rapport aux (C, p, g) quand on fixe
les {a, β, 7).

PREUVE. On estime le membre a droite de (4.22) suivant les cas
0 < C ^ l , l ^ C ^ l/g, 1/g ^ C ^ 1/p et C ^ 1/p. C.Q.P.D.

Demonstration de la Proposition 4.1: Nous avons vu dans le
Lemme 4,1 que les J^ et J2 sont majorees par les Ψ, G et ίί. Et, ces
fonctions auxiliaires viennent d'etre evaluees dans les Lemme 4.2,
Corollaires 4.4 et 4.5. Done, il n'y a qu'a appliquer ces informations
aux Jx et /a- Lβ tableau suivant signifie, par exemple, que Γinegalite
du cas (A) dans la proposition est une consequence des (12°), (2°), (10°)
et du Lemme 4.2:

(A) -(12°), (2°), (10°) ( B ) - ( l l ° ) , (2°), (6°)

(C)-(8° ) , (1°), (9°) (D)-(7°) , (1°), (5°) ί
(E)-(6 ° ) , (3°), (11°) ( P ) - ( 5 ° ) , (3°), (7°) . C.Q.F.D.

5. Integrates dependantes aux parametres (Suite). Dans ce para-
graphe, nous allons evaluer les deux integrates dependantes aux para-
metres.

Soit, premierement,
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/(*) = f(z; L, a, b; a, a', β, β')

= z{L(z + a) + l}a{L(z + 6) + 1}"' | z - a \~> \ z - b \-f

x {U \z - a I (\z - α | + \z - δ|) + lp~ ι ) ' 2

( ' ' x {U I z - b I (I z - α I + I z - b |) + l p ' - " ' 2

x { L ( \ z - a\ + \z - b\) + ( L \ z - a \ y + ( L \ z - b\Y'}

x exp [L2{(α - 6)2 - (| z - a | + | z - b |)2}] ,

oύ les (L, α, b, a, a', β, β') sont des parametres reels satisfaisant a

L>0; 0 < α < l , 0 < 6 < l , α + 6 = l ;

< x ^ 0 , α ' ^ 0 ; O ^ / S < 1 et 0 ^ / 3 ' < 1 .

LEMME 5.1. Sous I'hypothese de (5.2), nous avons

(5.3) Γ/(z; £, «, 6; α, «', A /S')ώ2 ^ Cte.
Jo
Jo

oύ la eonstante depend aux {a, a', β, β') mais elle est ΐndependante des
(L, a, b).

PREUVE. Remarquons d'abord que la fonction / est invariante par
l'echange simultane des (α, a, β) et (6, a\ 0). On peut done supposer
que

(5.4) 0 < α ^ l / 2 ^ δ < l .

On partage Γintegrale de (5.3) en quatre parties:

(5.5) \~Λ*)dz = Γ + Γ + Γ + Γ = I, + I2 + I. + I, ,
JO Jo Jα Jδ J2

on pose de plus 75 = 7X + I2 + J3.

Majoration de 74: Si z ^ 2, on a f(z) ^ Cte. LW~\Lz + iγ^e~
nLz)\

parce que (| z — a \ + \ z — 6 |)2 — (α — bf ^ 2z2. On a done

(5.6) I4 ^ Cte.

Majoration de Iδ lorsque L ^ 1: Si 0 < z ^ 2, on a

f(z) ^ Cte. (L^' I z - α |-^ + L>\ z - b \~>'), d'oύ

(5.7) 75 ^ Cte. (L' + L^') .

Par (5.6) et (5.7), nous avons (5.3) lorsque 0 < L ^ 1.

Majoration de I2 lorsque L Ξ> 1: Si α = &, alors J2 = 0 par definition,
supposons done que δ > a. Soit α < 2 < 6 et posons c = δ — α, £ = # — α
et 2/ = δ — z. On voit que
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f(z) ^ Cte. Lα +

On a done

(5.8) J2 ^ Cte. La+a'

Majoration de J3 lorsque L ^ 1: Soit b < 2 ^ 2, et posons cL = M et

w — (z — a)(z — δ)ZΛ Alors,

h(w)e~iwdw , avec
o

M2

x {l/w + M2 + (w + MY2 + (
+ M2

S CO

h(w)e~iwdw est majoree par une constante
0

independante de M > 0. Done, on a
(5.9) J3 ^ Cte. χ,«+«'+/»+/ϊ'-i .

Maj oration de Ix lorsque L^>1: Posons egalement w = (z — a)(z — b)L2.
On a alors

S
α&L2

Λ'(
0

oύ h'(w) est egale a h(w) ci-dessus mais avec les β et βf permutes. Done,
on a

(5.10) I, £ Cte. L'+

Le Lemme 5.1 est maintenant etabli. C.Q.F.D.

La deuxieme integrale que nous considerons dans ce paragraphe est
la suivante: Posons

g(z) = g(z; M; a, β, 7, δ, p)

(5.11) = z \z - 1 \«(z + iγ{M\z- 11 + Vf{M(z + 1) + I}5

x {M\z - I)2 + M(z + 1) + 1}-̂  exp {-M\z - I)2} ,

oύ les (M, a, β, 7, δ, p) sont des constantes satisfaisant a la suivante:

(5.12) i l f > 0 ; α > - l , α + /3 + 2 ^ 0 ; 7 G i ϊ , δGiί et peR.

LEMME 5.2. Sous Γhypothese de (5.12), nous avons

S °° / M _L 1\Max(α+fl+2,0)

β g(z; M; a, β, 7, δ, p)dz £ Cte. ( : ^ i ) (M + I ) - " - ' - 1 ,
<nt ία coίisίαίiίe depend aux {a, β,, y, δ, p) mais elle est independante
de M.
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PREUVE. Partageons P integrate de (5.13) en trois parties:

S oo fl/2 f2 foo

g(z)dz =\ + + = Ji + J2 + J3 ,
0 JO Jl/2 J2

on pose de plus J4 = Jγ + J2-

Majoration de J3: Si z ̂  2, on a

Ma+?+1g(z) ^ Cte. (il^)α +^+ 1 x(Λ& + iy+ δ- 2 ' exp ( - M V / 4 ) , done
(5.15) J 3 ̂  Cte. i|f-Max(α+i3+2,o) e χ p (-AP/8) .

Majoration de J4 lorsque M S l Si 0 < 2 ̂  2, on a #(2) <̂  Cte. | z — 1 |α,
done
(5.16) J 4 ̂  Cte.

Majoration de Jγ lorsque M ^ 1: Si 0 < z ̂  1/2, on a

0(3) ^ Cte. Λf^+|-^ exp ( - M2/A), done

(5.17) J, ̂  Cte. Λf̂ δ-2^ exp (—ikΓ2/4) .

Majoration de J2 lorsque M^l: Si 1/2 ^ 2 ̂  2, on a

flr(s) ^ Cte. Mδ-«v%v + l)r(v2 + M)-<> exp (-v2)

avec v = M \ v — 11. Done ,

(5.18) J2 ̂  Cte. M*-"-?-1.

Le Lemme 5.2 est maintenant etabli. C.Q.F.D.

6. Fonction auxiliaire E(t, P, Q; λ, .μ, v; c). Soit t > 0 et designons
par P = (s, x), Q = (s', y), R = (s", 2) etc. des points generiques de
R% = {(s, a;); seRn~~γ et α; ̂  0} et par dR la mesure de Lebesgue ds"dz
dans Rn, oύ w ̂  2. Definissons

E(t, P, Q; λ, ft v\ c) = tχ-^\APQ + ty-™

(6.1) x (BPQ + I s - s'| + ί + l/7Z^y+ 1-* exp { - c ί r 1 ^ + | s - s'|)}

avec APQ = (Vx + l / ^ ) 2 et BPQ = ( l / ¥ - τ/1/")2,

oύ c est une constante fixe positive et les λ, μ et v sont des constantes
reelles. Le but de ce paragraphe est de donner des inegalites de type de
composition par rapport a (t, P) des E utilisees dans les §§2 et 3.

LEMME 6.1. Supposons que

-l<λ<-l/2, -l<λ'<-l/2; A£ ̂  1/2, f^^l/2;

v>0, vf > 0 et v + v' <n- 1 .

Alors, nous avons Vinegalite suivante:
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Γ dt'\ n E{t - V, P, R; λ, μ, v\ c)E(t', R, Q; λ', μ\ i/; c)dR
Jo J Λ +

^ K-E(t, P, Q; λ + V + 1, μ + μ', v + v'; c) ,

on K est une constante positive dependante a (λ, μ, v, λ', μ', j / , c) mais
independante des (t, P, Q).

Demonstration: Nous effectuons les integrations d'abord par rapport
a s", ensuite a V et finalement a z. Premierement, nous savons le fait
suivant: Soient (v, vf) satisfaisant a (6.2), alors

L.(|β - β" I + My+1-n(\s" - s'\ + iV r)v / + 1-we-c ( | 8-8 / / | + | 8"-8 Ί)cίs"

ίΓ(| 8 - s ' | + M + iSΓ)"+1"+1- e" β | i - / | , quels que soient s, s' e R n l ,

oά K>0 esί independante des (M, N, s, s') (Verification facile). Nous l'appli-
quons pour M = BPB + t-t' +V(t-t')APB et N = BRQ + V +Vt'ARQ, pour
0 < V < t, et remarquons que A(M + N) ^ i?pρ + ί + l/ ίAPQ . Alors,
grace a Γhypothese (6.2) sur (μ, μf), nous avons

(BPQ + I s - β'l + ί + τ/lAP^)ίl-1-1'-^ec|s-s

(6.4) ^ Cte. (APB + ty-^\Am + ty~™F(t, f, x, y, z), oύ

F(t, t', x, y, z) = (t- ty-^H'*'-^ exp j - c ( ^ ) +

Pour integrer par rapport a t', nous appliquons la Proposition 4.1, (A)
avec a = X - (1/2), β = λ' - (1/2), p = 0, A = BPB/t, B = 5sβ/ί et P = 1.
Alors,

W(t tf f 11 ?W/' < Πfp /*+Λ' + (l/2) 7? ^ + (1/2) Z? aH
0

x {τ/"5p7 + τ / l ζ 7 + l/TiJSp^/i)"3-^^ + α/T(5ieQ/ί)";ι'"(1/2)}
x exp{-c(α/5p7 + VΊΓ^fl t).

Dernierement pour integrer par rapport a z, nous faisons appel a Γaide
du Lemme 5.1 avec a = 2μ - 1, a! = 2μf - 1, β = -2λ - 1, β' = -2λ' - 1,
L = τ/cApρ/ί, Lα = V cx\t et Lδ = V cy\t. Alors, nous avons

ί ι ^1 I / i ^ (^/2) | /I I ~fm\fJί/ (^-/2)/^/y I Jy'/•/• •/•' Λ« Λ/ /y^/^ / '

<T ΓJfp fλ+λ' + (ll2)( Λ i ί\/(+/ί'-(l/2) p Y n / /,!? //\
—^ v υ v (/ ^̂ LpQ ^Γ vj CΛp —̂l/JLJpQl VJ ,

ce qui demontre (6.3). C.Q.F.D.
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Nous pouvons poser P = Q dans (6.3):

(6.5) ί ! d ί ' L - i E ( t " *'*p> •R; λ> A *; c)jE?(ί/> Λ> P; v > ^ ^ c ) d i e

^ i»*+''+1(α? + ί)"+/i/{ί(α? + t)}e+"-«>/»,

si (6.2) a lieu.

LEMME 6.2. L'inegalite (6.5) resίe wαie sows Γhypothese suivante cm
Mew de (6.2):

- 1 < V < -1/2 < λ , μ<l/2£μT ,

(6.6) λ + j « < 0 , λ' + μ ' < 0 , λ + λ' + // + ^ ' + l > 0 ,

v > 0 , v ' > 0 eί v + v' < n - l .

PREUVE. Analoguement a (6.4), nous avons d'abord

{t(x + ί)}<-i-"-">/" [ ^ ( ί - f, P,R)- -)E{t\ R, P; )<te"
J Λ %—1

^ Cte. G(ί, f, », β) , oύ
( ' ; G(ί t' a «) (« 0"" { 1 / 2 )ί"'~ ( 1 / 2 )(^Pi 2 + t - t

x

Nous utilisons la Proposition 4.1, (C) avec 0 < A = B = cBPR/t < P = cAPR/t,
p = (1/2) - μ, α = λ - (1/2), et /S = λ' + μ' - 1 ou /S = λ' - (1/2). Alors,

Γ G(ί, ί', α?, ίs)dt' ^ Cte. t ^ ' +
Jo

x (APR + ί^-^wίBp^ +

Dernierement pour integrer par rapport a z, nous utilisons le Lemme 5.2
avec M = 2Vcx/t, a = 2λ' + 1, /3 = 2(λ + μ + Λ') - h 7 = -2λ' - 2,
g = _2λ - 1 et p = 0. Alors,

\~ dz \* G(ί, f, a?, «)dί' ^ Cte. t̂ +^+ίW(aj + ty*"-™ .
Jo Jo

Celle-ci n'est autre que (6.5). C.Q.F.D.

7. Preparation du calcul du trace. Soient t > 0, s e Λ*"1^ ^ 2) et
a? ^ 0. Definissons

7(*; β, α?) - . ° lί . 2 σ f ) exp {-2ra coth

( % — 1 Λ 1/2

Σs2« + 1
α = l J
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(7.2) ιc{t) = Γ y(t; x)dx , oύ y(t; x) = {2nf~n [ y(t; s, x)ds .
JO JR^-I

Dans ce paragraphe, nous allons obtenir le developpement asymptotique
de κ(t) lorsque t \ 0. En particulier pour n = 2, nous allons considerer
egalement le comportement de la fonction

S δβ
7(ί; α)(te ,

o

oύ δ est un parametre positif. II s'agira du cas oύ 3 est petit et t tend
vers zero. Commenςons par /c(t).

PROPOSITION 7.1. Lα fonction κ(t) αdmet le developpement suivαnt
sur le segment 0 < t ^ 1:

ψo(t) , si n = impair ^ 3 ,

(7.4) ψi(<) + tn~2ψz(t) log— , si n = pair ^ 4 ,
t

J _ log i . + ψ-3(ί) + ί2ψ-4(ί) log i - , βi % = 2 ,

Zes ΨΌ(*), •••, ψ*(t) sont des fonctions holomorphes de t a t = 0.

Si n ^ 3, wows

avec k n = ( n - l ) ( 2 π ) ι ' n ω n ^ e t ωn_, π ψ f

o ύ [z] designe la partie entiere d e z .

Demonstration. Dans la definition de tc(t), nous echangeons Γordre
d'integrations par rapport a s et x. D'apres la formule de Lipschitz

Γ IQ(y)e-ycoshAdy = 1/sinh A , pour A > 0 ,
Jo

nous avons

w

- 1 .

2 ^
»-i sinh(σί)

Passons aux coordonnees polaires:

= l

Alors, ds = ρn~2dρdSζ et ί dS^ = (w - l ) ^ ^ . Done, κ(t) est representee
Jί>=l

par une integrale unie-dimensionnelle:
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Posons de plus r = σt = tVp2 + 1. Nous avons finalement

(7.6) -^/c(ί) = (°°λ(r)(r2 - t2γn~*)l2dr , oύ λ(r) =
fen J* 2 sinh r

λ(r) est une f onction holomorphe de r2 dans | r | < π/2 et 0 ^ r < oo et
de decroissance rapide a r - > o o ,

Soit d'abord n = impair i> 3. Alors, Γintegrand de (7.6) est holo-
morphe par rapport a (r, t), d'ou (7.4).

Soit ensuite n = pair ^ 4. Posons n = 2p + 4 (p = 0,1, •). Alors,
le membre a droite de (7.6) devient

[\(r)(r2 - t2y+^2)dr + (°°λ(r)(r2 - t2)p

Le dernier terme est evidemment holomorphe sur 0 ^ ί ^ 1. Quant au

premier terme, il est la serie convergente des termes

^ r2>'(r2 - t2y+^2)dr = t2>'+2A (cosh ^)2 i(sinh θ)2pdθ

avec j = 0,1, 2, et 0(£) = arc. cosh (2/ί), d'oύ Γon a (7.4).

Soi£ dernierement n = 2. Alors, &2 = 1/ττ et le membre a droite de
(7.6) est

λ Γ dr + Γ Mrλ^EW + f" Mr)dr
2 J* Vr2 - t2 it Vr2 - t2 J2 Vr2 - f '

Le premier est egal a (1/2) arc. cosh (2/t) = (1/2) log {(2 + τ / 4 - t )/ί}.
Pour les autres termes, le raisonnement est analogue a celui aux cas
precedents.

Si n ^ 3, il existe la valeur de t*~ιιc(t) a t = 0 et elle se donne

*dr = (n - 2)1 Σ (# + I)1""
i=o

= (n - 1)! j o ° ° [ l ± l ] r ^ . C.Q.F.D.

Maintenant, soit n = 2 et considerons la fonction tcw(t; d) definie par
(7.3). Nous allons demontrer la suivante

PROPOSITION 7.2. Fixons un δ>0. Alors, lorsque t [ 0, nous avons
une formule asymptotique
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(7.7) Λr(0,(ί; δ) = -A- log — + — + O(l/l/T) , pour n = 2,
47ΓC t t

on A est une constante dependante a δ.

δ est fixe dans la proposition, mais dans la demonstration, nous le
regardons comme une variable parcourant un intervalle (0, δ0], parce que
nous aurons besoin du comportement U ^ O dans la proposition suivante.
Posons d'abord

(7.8) jc(ββ)(t; δ) = κ(t) - *(0>(t; δ) = Γ 7(ί; x)dx .
Jδ/2

Grace a (7.4), il suίfit de verifier la formule asymptotique

(7.9) κUt; δ) = -ί- log i- + 4 + <Klfi/T) , B = Cte. (δ) ,
4πί t t

lorsque t { 0. Pour commencer, nous utilisons une representation integrate

et effectuons Γintegration par rapport a ». Alors, nous avons

ζ2 j j (ch r - ζ)-1

ί

Soit maintenant 0 < ί < 1/2, et partageons le membre a droite en trois
parties:

ί
l fl fl/2 Γί

dζ j dr + j dζ J dr

On voit, sans difficulte, que

(7.12) 0 < fit) + fit) S K exp ( - aδ/t) , K > 0 et α > 0 ,

oύ ίΓ et α sont des constantes independantes de (ί, δ). II nous reste
a evaluer f^t) qui est plus difficile. Posons

(7.13)
et ΆX y; S) - S." K + e2vc i1 - πΓ* •

On a alors
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(7.14) Ut) = [ e-**VTj{X, Y; δ) rfr .

Lorsque r varie de t a 1, X varie de X0(t) a JCΊ(ί), oύ

(7.15) Xo(t) = ̂ _zl et d±±
s ί

et X1(t) ,
sn ί ί sn 1

et Y est uniformement d'ordre 1/ί, on peut done supposer que t soit si
petit que Y soit toujours plus grand qu'l. Posons

(7.16) J(X; 8) = J(X, + oo; δ) et J'(X, Y; δ) = J(X, Y δ) - J(X; δ) .

LEMME 7.1. Soient X > 0, Y :> 1 et δ > 0. Alors,

(7.17) (1°) J(X; δ) = VΈJXΨ(l/2, 1/2; δX) = O(l/l/X(δX + 1)) ,

(7.18) (2°) J'(X, Γ; δ) = 0(1/1/ Y(δ Y + 1)) ,

oύ Us 0 sont uniformes par rapport a (X, Y, δ).

PREUVE. Pour (1°), voir [3] Chap. 6 du Vol. 1 et (4.13). Pour (2°),
J'(X, Y; δ) est egale a

Γ °~H ίίi - A-Y1* _ Λdζ _
Jo(ζ + X) l/ζ l\ AY/ I

dont chaque integrate est O(l/VY(δY + 1)). C.Q.F.D.

Nous posons

(7.19) Ut) = Γ e-*VTj(X; δ) rfr ,

alors, le Lemme 7.1 entraϊne tout de suite le suivant

LEMME 7.2. Nous avons

(7.20) \fx{t) - Ut) I ^ * V T / i / 7 T 7 ,

on K est une constante ίndependante de (t, δ).

Nous avons vu jusqu'ici que

(7.21) 12πHfcUt; 8) - Ut) \ ^ K'VT/VδΠ ,

avec une K' > 0 independante de (ί, δ). Pour evaluer maintenant
nous allons la transformer en une integrate par rapport a X. Posons

(7.22) z = r2 et ξ = tX(r, t) = φ(z), done φ(z) = r(ch r - l)/sh r .

φ(z) est holomorphe en 2; sur la demie-droite 2 2̂  0, positive si z > 0,
0'(s) > 0 > 0"(s) si 2 > 0, ^(0) = 0, ^'(0) = 1/2 et ^"(0) = -1/12. On peut
done resoudre Γequation ξ = φ(z) par rapport a z:
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(7.23) z = ψ(£), avec f '(0) = 2 .

Posons encore

(7.24)
et

Ces fonctions sont holomorphes et positives. Les rj^ξ) et 1/ψ^ζ) sont
bornees lorsque £ varie de 0 a ^(1) et de plus 2rdr = tψ'(ξ)dX. Cela
pose, nous avons

2l/2/4(t) = Γ e^(i)J(X; 3) + = [
(7.25) Ĵ oc*) VXψ^ξ) — t Jχo<*>

= /.(<)+/.(*).
Nous traitons d'abord /5(ί). Posons ξ0 = tXQ(t). Alors la fonction

*.(f, ίo) = {+(*) ~ f («}/(? ~ f0)

est holomorphe par rapport a (ί, ί0) et ^2(0, 0) = 2. Comme ί2 = f (ξ0),
nous avons par (7.25), Xψ^ξ) - t = {X - X0(t)}f2{ξ, ξ0). Done,

/.(«) = ί1 %(«, XJβ-'VtΓ; g ) / y

d X

y m , avec

(7.26) J j Γo(ί) l/X - X0(t)

%(ί, X) = ftφ/i/tite £0) (en particulier %(0, 0) = l / ϊ ) .

Partageons Γintegrale de (7.26) en deux parties:

/β(ί) = / l f Ί / _
JJΓO«) VX —

( 7 2 7 ) + Γ {%(*, ^ ) v T }
Jχo«) V X, —

+u
LEMME 7.3. Lorsque 0 < t < 1/2, wcras αwίts

(7.28)

uniformement par rapport ά δ.

PREUVE. rj2(t, X) - l/ΊΓ = 0(ί) si 0 < X ^ 1 et done par le Lemme
7.1,

dX
. t

i VX(X - X0(ί))

Mais on sait que
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_ l o g 2 - X 0 + 2 V l - X 0

et que X0(t) = O(t) par (7.15), d'oύ (7.28). C.Q.F.D.

LEMM 7.4. Lorsque 0 < t < 1/2, nous

(7.30) -i-/τ(*) = 7Γ log ^- + ff7(ί)

oύ g7(t)(resp. h,(t, δ)) est une fonction holomorphe de t (resp. de (t, δ))
a t = 0(resp. a (t, δ) = (0, 0)).

PREUVE. On sait ([3], Chap. 6 du Vol. 1, p. 266) que

(7.31)

avec Φ(X) - -2i/F1.F ι(l/2; 3/2; - X )

oύ Φ(X) est une fonction entiere de X. Done,

Φ(δX)dX _

est holomorphe a (ί, δ) = (0, 0). D'autre part, le membre a droite de
(7.29) (avecXo = Xo(t)) est egal a log (1/t) + gΊ(t) avec une gΊ{t) holomorphe
έ ί = 0, d'oύ (7.30). C.Q.F.D.

La propriete de la fonction fb(t) etant eclaircie, il faut maintenant
regarder f6(t) dans (7.25). Notons que ^(0) = ^(0) = 2, done fQ(t) s'ecrit

LEMME 7.5. Nous avons

(7.33) |

oώ ίΓ" est une constante positive independante de (ί, δ).

PREUVE. Si X ^ 1, on a

m - t - V2/X I ̂  Cte. ίX,

done, par le Lemme 7.1, (1°),

S X
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Dernierement, fQ(t) s'ecrit

(7.34) l 7 L Λ ( ί ) = \$lδlt β-"Γ(l/2,1/2; ^
l/2τr Jδ y

ou ft = tX.it) = (ch 1 - l)/sh 1, done 0 < ft < 1/2.

LEMME 7.6. Soient 0 < t < ft et δ > 0. Aϊors,

(7.35) Si ftδ ^ ί, /β(ί) = Ϊ/ΎTΓ log (ft/ί) + 0{VlJJt)

(7.36) Si ftδ ^ t, 0 < /9(0) - /β(ί) =± O((*/S)3'2 exp (- ftδ/ί)) ,

uniformement par rapport a (t, δ), on

(7.37) /9(0) = τ/2ΪF Γ e-y?F(l/2, 1/2; 2/)-^- .
}δ y

PREUVE. II suffit seulement de remarquer que

, 1/2; y) = \
(0(1/1/7), pour 2/too. C.Q.F.D.

Nous resumons le raisonnement sur Γestimation de tc(oo)(t; δ). Nous
pouvons ecrire

(7.38) 2πH/cM(t; δ) = -Λ-{f&) + /,(«)} + /u(ί) ,
z 1/ z

oύ /u(ί) = {2τftκUt; 8) - Λ(ί)} + {f Jit) + fJί)}βV 2 . D'apres (7.21),
Lemme 7.3 et Lemme 7.5, on a

(7.39) |/u(ί) I ̂  κU-L- + t log 1) .
\ ' 0 + t t '

Fin de la demonstration de la Proposition 7.2: Fixons un <5>0. Alors,
lorsque 11 0, on a fn(t) = 0{VΎ) par (7.39),

1

 :f7(t) = JL log — + Cte. + 0{t) par le Lemme 7.4, et
Δ t

= Cte. + O(ίVT) par le Lemme 7.6 .

Nous avons ainsi veriίie la formule (7.9) ce qui finit la demonstration.
C.Q.F.D.

PROPOSITION 7.3. Soit n = 2. Nous nous donnons une fonction a(x)
de classe C1 sur 0 ^ x < oo ίeίίe g^β α(0) = 0. Alors, pour un δ >

avons une formule asymptotique suivante:
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(7.40) Y 7(ί; x)a(x)dx = — + O(1/VT), lorsque t j 0 ,
Jo £

oύ C est une constante independante de t.

Demonstration: a'{x) = da/dx est continue et bornee. Et d'autre

part j(t; x) = — (—/cίoo))(t; 2x). Done, nous avons
\dx /

(7.41) \δ τ( ί ; x)a(x)dx = -tc{oo)(t; 2δ)a(δ) + Γ Λτ(ββ)(ί; 2x)a'(x)dx .
Jo Jo

Nous recrivons (7.38):

(7.38') 2πHtcUt; 2x) = ^ γ ί Λ ( ί ; » ) + Λ(ί;»)} + /n( ί ;» ) .

Nous voyons d'abord

(7.42) Γ/ii(ί; x)a'(x)dx = 0 ( V T ) , grace a (7.39) .
Jo

Ensuite,

( 7 4 3 ) TΓΎτA'frte Φ'(*)dx = — log — a(δ) + Cte. + 0{t) ,
2V 2 Jo 2 ί

d'apres le Lemme 7.4. Considerons troisiemement

S δ f*/(2*l> fδ

Λ(ί; α;)α'(αj)dα; = f9(t; x)a'{x)dx + I /β(ί; x)a\x)dx .
0 Jo Jί/(2f1)

D'apres (7.35) du Lemme 7.6, nous avons

le premier terme a droite de (7.44) = O(t log (1/0)

Et, par (7.36) du meme Lemme,

S o

/9(0; x)a!{x)dx + R ,
tl(2ξ1)

oύ \R\^ Cte. \* (t/xf12exp(-cx/t)dx = O(ί) (c = Cte. > 0) ,

et (' /9(0; x)a'(x)dx - Cte. + O(t log (1/ί)) ,

parce que /9(0; x) = O(log (1/x)) si x > 0 est petit. Done, en somme,

(7.44') [δfQ(t; x)a'(x)dx = Cte. + O(t log (1/t)) .
Jo

Par (7.42), (7.43) et (7.44'), nous avons
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2πH Γ κ{m)(t; 2x)a'(x)dx = —a(δ) log (1/t) + Cte. + 0 ( v T )
Jo 2

= 2πHtc(oo)(t; 2δ)a(δ) + Cte.

d'oύ le resultat. C.Q.F.D.

COROLLAIRE 7.4. Soit n = 2. Designons par A(δ), B(d), et C(δ) ϊes
constantes A, B et C dans (7.7), (7.9) eί (7.40) respectivement. Alors,
nous avons

(7.45) A(δ)
4τr

(7.46) B(δ)
4π

(7.47) C(δ) = J-
4τr

dx,
4τr Jo x

oύ 7 = —/"'(I) esί ϊβ nombre d'Euler.

PREUVE. Comme f 3(0) = A(δ) + J3(<5), il suflftt de savoir les valeurs
τ 3̂(0) et B(δ). (7.47) est une consequence de (7.41) qui implique C(δ) =

Bf(2x)a(x)dx. D'abord, (7.4) et un calcul simple donnent
o

(7.48) ψ,(0) = —\og2.
π

D'autre part, (7.20), (7.25) (7.29), (7.31) (7.33) et (7.37) nous donnent

,1/2; JΓ)S + log 8

Mais on sait que

β"'r(lA 1/2; X ) ^ - 2 j[ ^(1/2, 3/2; -

- i/π" log δ = - i / ¥ ( γ + 2log2 + log δ) ,

d'ou (7.46). C.Q.F.D.
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