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Communiqué le 14 avril 1954 par Orro FROSTMAN

Sur la fonction d’appui des ensembles convexes
dans un espace localement convexe

Par Lars HORMANDER

Cette note a son origine dans RADSTROM [4], ol I'on démontre que certaines
classes d’ensembles convexes dans un espace normé E, munies de la définition
usuelle de l'addition et de la multiplication avec des scalaires et distanciées par
la distance de Hausdorff, sont isomorphes & des cOnes convexes dans un espace
normé N.

Si la dimension de  est finie, ce théoréme est essentiellement dt & Minkowski,
car un tel isomorphisme est donné par la correspondence entre les ensembles
convexes et leurs fonctions d’appui, qui sont définies dans l’espace dual E’ de
E et normées par le maximum sur la sphére unité dans E’.

Nous allons démontrer ici que les théorémes classiques sur la fonction d’appui
sont encore valables si la dimension de E n’est pas nécessairement finie. Les
résultats n’offrent peut-étre pas beaucoup de nouveau, mais autant que nous le
savons, les démonstrations ne se trouvent nulle part. En appliguant les résultats
démontrés par la suite nous obtiendrons une généralisation et une précision du
théoréme cité de Radstrom.

Soit £ un espace vectoriel topologique localement convexe réel. Nous dé-
signerons par E’ l'espace dual de E, et la forme linéaire y¢ B’ sera écrite.
(z, y) (x€E). De la théorie des espaces localement convexes nous citons le lemme
suivant: '

Lemme. Dans un espace localement convexe, tout ensemble convexe fermé K est
Dintersection des demi-espaces fermés qui le contiennent.

Rappelons qu'un demi-espace fermé est défini par une inégalité de la forme
(x, yy<a, dans laquelle y€ B’ et « est réel. — Le lemme se trouve dans BouUr-
BAKI [1], p. 73, Corollaire 1.

Définition. Eiant donné un ensemble convexe fermé non vide K dans E on
définit sa fonction d’appui H (y), ye E', par

(1) H (y) =sup {z, y).
zEK

H (y) est évidemment partout > — oo. Rappelons qu’un ensemble Ac K est
faiblement borné si {z, y) est borné quand z€A pour chaque y fixé dans E'.
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On voit alors immédiatement de (1) qu'un ensemble convexe et fermé K est
faiblement borné si et seulement si la fonction d’appui H (y) est finie pour
chaque yeE'.

Théoréme 1. St les fonctions d’appui de deux ensembles convexes fermés K,
et K, sont identiques on a aussi K, =K,

L’hypothése peut s’écrire comme il suit: Si {(z, y)<a pour z€K, on a aussi
(x, yy<a pour x€K, et réciproquement. Autrement dit, un demi-espace fermé
qui contient un des deux ensembles en contient aussi 'autre. Il s’ensuit alors
du lemme que K, et K, sont identiques.

Théoréme 2. St K, K, ona H < H, et réciproqguement.

La partie directe est triviale, et la réciproque s’ensuit du lemme en appliquant
le méme raisonnement que précédemment.

On définit habituellement la somme de deux ensembles convexes K, et K,
par K,+ K,={x,+z,; m1€K;}. Ici cette définition n'est pas convenable puisque
la somme ainsi définie n’est pas nécessairement fermée si K, et K, sont fermés,
méme si la dimension de Z est finie. Nous posons

2) K, + K,={x, +x,; z; €Ki},

olt le trait désigne I'adhérence. La multiplication avec un scalaire non négatif
t est définie de la maniére usuelle,

(3) tK={tz; z€ K}.

Théoréme 3. 8¢ les fonctions d'appus de K, et K, sont H, et H,, la fonction
dappui de t, K, +1t, K, est t, H,+1t, Hy (£, £,=0). Ici il faut adopter la convention
0: 00 =0.

Puisque les points ¢, z; +1,z,, x; €K;, sont denses dans ¢, K, +t, K,=K on a
en effet
sup <z, yp= sup {t, 2+, 75, Y =1,
z€EK €K,

sup {z,, y) +1t, sup {xy, yp=1, Hy (y) +t, H, (y).
€ K; €K, 2, € Ky

z
L’enveloppe convexe fermée des ensembles convexes fermés K, (c€ ) est Pad-
hérence de l'ensemble des combinaisons linéaires > 4, , ol z,€K,, 4,=0 pour
I
tout ¢€/ (4, =0 sauf pour un nombre fini d’indices) et > A, =1. Il en découle
I

Y

par un raisonnement analogue & celui, utilisé dans la démonstration du théo-
réeme 3, le théoréme suivant:

Théoréme 4. La fonction d'appui de Uenveloppe convexe fermée de K, (t€l)
est sup H, (y).
€1
Nous démontrerons maintenant un théoréme plus difficile qui caractérise en-

titrement les fonctions d’appui.

Théoréme 5. Une fonction H (y) définie dans E', — oo <H ()< + oo, est la
fonction d’appui d’un ensemble convexe fermé dans E si et seulement si H (y) est
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semicontinu inférieurement pour la topologie faible o (B, B) et de plus convexe et
positivement homogéne, ce qui sécrit

4) H(y+y)<H(y)+H(y,), H(ty)=tH(y) (¢=0).

Pour la notation ¢ (Z’', E) et les théorémes utilisés plus loin voir Digv-
DONNE [2], [3].

Les conditions sont nécessaires. En effet, pour = fixé dans E, {z, y) est une
fonction de y qui est linéaire, homogéne et continu pour la topologie faible,
Donc H (y), étant le suprémum d’une famille de fonctions de ce genre, est
convexe, positivement homogéne et semicontinu inférieurement pour la topo-
logie faible.

I1 est plus difficile & établir que la condition soit suffisante. Nous allons
nous servir d’'une méthode qui est bien connue dans le cas ol la dimension de
E est finie (voir SANDGREN [5]). Notre mérite est donc seulement d’avoir trouvé
les conditions topologiques appropriées.!

Posons F=E-+R, oi B est un espace vectoriel & une dimension. Les él¢-
ments de F sont de la forme X=(z, £), ou x€E et £ est un nombre réel, et
la. topologie de F est la topologie produit. L’espace duasl F' est évidemment
réalisé par E'+ R, et nous pouvons écrire pour X eF et Y€F’

<X) Y)=<x’ y>_§77'

A un ensemble convexe fermé K dans E nous faisons correspondre dans F'
le cone convexe C défini par ’

C={{tz, t); xcK, t=0}.

L’interprétation géométrique de cette définition est que C est le cOne dont la
bage est {(z,1); z€K} et le sommet & lorigine. On voit immédiatement que
tous les points X eC sont de la forme (fz, f) sauf pour ceux qui sont situés
dans le plan £=0. Donc on conclut qu’il y a une correspondence biunivoque
entre les ensembles convexes fermés K dans E et les cones convexes fermés
C dans F, qui ont leur sommet & lorigine et qui sont contenus dans le demi-
espace £=0 mais non dans le plan £=0.
Considérons dans F’ le cone dual ¢" qui est défini par

C'={Y;{X, Y)<0 pour X €C}.

Cette définition peut s’écrire (z, y)— 9 <0 pour z€ K, c’est-a-dire 7= H (y). Done
('’ est image géométrique de la fonction d’appui de K.

Prenons maintenant une fonction H (y) qui satisfait aux conditions de 1'énoncé
du théoreme 5 et posons:

D={Y; n=H (y)}.

! Voir aussi FENCHEL: On conjugate convex functions, Canad. Journ. of Math. 1, 73-77,
ol Yon pose une condition de semicontinuité dans I’étude de la transformation de Legendre
généralisée & un nombre fini de dimensions.
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Les :conditions (4) entraident que D est un cOne convexe, et le fait, que H est

faiblement semicontinu inférieurement, entraine que D est fermé pour la topo-

logie faible. Du fait que H (0)=0 il s’ensuit que (0, %) €D seulement si =0.
Seit C le cone dual de D,

C={X; {X, Y><0 pour tout Y e€D}.

Etant lintersection de demi-espaces fermés, C est un cone convexe fermé. C
est situé dans le demi-espace £>0, car (0, n) €D si =0. Il est clair que ¢' > D.
Si nous démontrons que C'=D il s'ensuivra d’abord que C' n’est pas contenu
dans le plan £=0, car alors le point (0, — 1), par exemple, appartiendrait & D ce
qui est une contradiction. Done l'ensemble convexe fermé K dans E, qui cor-
respond & C, a la fonction d’appui H (y).

Il reste seulement & démontrer que C'< D, ou ce qui est la méme chose,
quwétant donné Y, ¢D il existe XeC tel que (X, ¥Yo»>0. Autrement dit, il
faut démontrer que si Y,¢D il existe un élément X € F tel que (X, Y )>0 et
(X, Y)<0 pour tout YeD Ceci s’ensuit facilement du lemme. En effet, si
on munit F' de la topologie faible, les fonctionnelles linéaires sur F’ peuvent
s'écrire (X, ¥» avec X ¢ F (voir Dieudonné [2]). Donc d’aprés le lemme il existe
un élément X € F et un nombre réel « tels que (X, Ypp>a et (X, ¥><a pour
Y eD. Etant donné que 0D, il sensuit que «>0, done (X, Y,>>0. Puisque
D est un coéne on a également <X, tY)<o pour tout ¢>0, et il en découle que

X, Y)<0.
Le théoréme suivant est un complément. de notre théoréme 5.

Théoréme 6. La fonction d'appui de K est continue pour la topologie faible
si et seulement si K est borné et de dimension finie.

Les ensembles U ={y; |{m, y)|< 1,7=1, ..., n}, ot z; sont des éléments arbi-
traires. dans £ forment un systéme fondamental de voisinages pour la topologie
fajble dans E’. Appelons k I’ enveloppe convexe fermé des points +; (¢=1, ..., n)
et soit A (). la fonction d’ appul de k. Etant donné que la fonction d’ appul d un
ensemble convexe réduit & un point a€E est {a, y) on a selon le théoréme 4

h (y) =max |{z;, y)|. Donec U={y; h(y)<1].

- Soit H (y) une fonction d’appui qui est continue pour la topologie faible. H (y)
étant continu & lorigine, il existe un voisinage U={y; k() <1} tel que H (y)<1
pour ye€U. Donc on a partout H (y)<h(y), c’est-d-dire K ck. Par conséquent
K est borné et de dimension finie.

Inversement soit K borné et de dimension finie. Pour un choix convenable
des points x; on a Kck, doi H(y)<h(y). Il s’ensuit de l'inégalité évidente
| H () ~H (y:)|<h(yy— ) que |H (y)—H(y,)|<e si y—y,€2U et la con-
tinuité uniforme de H (y) est démontrée.

Nous pouvons également démontrer un théoréme analogue pour la topo-
logie forte:

Théoréme 7. La fonction dappui de K est. continue pour la topologie forte
st et seulement si K est fortement borné.

La démonstration est aussi analogue 3 celle du théortme 6. On remarque
d’abord que les fonctions d’appui des ensembles convexes fermés et bornés dans

184



ARKIV FOR MATEMATIK. Bd 3 nr 12

E, qui sont symétriques autour de l’origine, forment un systéme de seminormes
qui définit la topologie forte dans A’

Par la suite nous allons exclusivement étudier la classe X des ensembles con:
vexes fermés fortement bornés. Ces ensembles sont & fortiori faiblement bornés,
done leurs fonctions d’appui sont finies partout. X sera muni de la topologié
d’Hausdorff, c’est-a-dire pour tout voisinage U de l'origine dans E et £¢>0 on
définit un voisinage de K,e€X par les conditions

(5) KcKy+eU, Kyc K+¢U.

On obtient évidemment un systéme fondamental de voisinages si U parcourt
tous les voisinages convexes symétriques.

Les voisinages peuvent s’exprimer facilement au moyen des fonctions d’appui.
En effet, d’aprés le théoréme 2 les conditions (5) sont équivalentes aux inégalités
H(y)<H,(y)+eV (y), Hy(y)<H (y)+¢&V (y)ou V (y) est la fonction d’appui de U.
Donc les voisinages sont définis par

: 12 @) ~H )] _ _
(5) S e [ ) - H )| s

Remarquons que {y; V (y)<1} est la polaire du voisinage U et par conséquent
un ensemble équicontinu dans B’ (voir DIEUDONNE [3]).

Considérons l'espace vectoriel H# de toutes les fonctions positivement homo-
génes h(y) définies dans E’, qui sont continues pour la topologie forte, et in-
troduisons dans # la topologie de convergence uniforme sur tout ensemble équi-
continu. Etant donné qu’un ensemble équicontinu est fortement borné, on voit
de suite que H est un espace vectoriel topologique localement convexe.

Les fonctions d’appui des ensembles convexes K € X sont dans H (théoréme 7)
et la convergence dans X équivaut & la convergence des fonctions d’appui
dans H. Donc les théorémes 1-3 peuvent s’énoncer comme il suit:

Théoréme 8. L'application X3 K—H (y) e H est un isomorphisme des struc-
tures algébriques et topologiques et aussi de la relation d'ordre de X dans H.

Ceci est une généralisation du théoréme de Radstrém. On remarque que la
démonstration n'utilise rien du théordme 5, le seul théoréme difficile.

Soit H, le sous-espace vectoriel de H qui est engendré par les fonetions d’appui;,
autrement dit, les éléments de ¥, sont de la forme H,—H, ou H, et H, sont
des fonctions d’appui.

Théoréme 9. W, est réticuld, cest-a-dire si hy et h, appartiennent & W, les
fonctions sup (hy, hy) et inf (hy, hy) sont dans W, elles aussi. W, sépare deux points
quelconques dans E' qui ne sont pas des multiples positifs Uun de Uautre.

Posons h;=H{ —Hi, hy=Hs — H; ou Hf, ..., Hy sont des fonctions d’appui.
On a
sup (hy, hy) = sup (Hy — Hy, Hy — Hs)=sup (H{ + H;, Hf + Hy)— (H] + H7).

Les sommes écrites dans cette formule sont des fonctions d’appui (théoréme 3)
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de méme que le suprémum (théoréme 4) et par conséquent sup (hy, k) € H,. La
seconde partie du théordme est évidente.

Si la dimension de E est finie on en conclut selon le théoréme de Stone-
Weierstrass, que H, est dense dans #. Dans le cas d’une dimension infinie ceci
n'est pas vrai en général. Par exemple si £ est un espace normé non réflexif

on a Hy#¥H.
Ajoutons enfin quelques mots sur le cas particulier ou E est un espace normsé.

La topologie de Hausdorff est alors une métrique et la distance d (K, K,) est
par définition la limite inférieure des nombres ¢>0 pour lesquelles on a

K, cK,+t8, K,cK,+18,

ot S est la boule unité, §={z; ||z||<1}. La fonction d’appui de S est ||y]|,
done la distance peut s’écrire:

H -H
2K,y K= aup OO op 111, ) - 1,0,

v llyli lyli=1
H est maintenant l’espace normé et complet des fonctions i (y) positivement
homogeénes qui sont continues pour la topologie forte, et la norme dans H est
définie par la formule

Bl = B ().
1Al ll:ﬁgll )|

Donc l'ensemble X est isomorphe & un cdne convexe dans un espace normé.
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