UBER DIE w-KURVEN IM DREIDIMENSIONALEN RAUME.
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§ 1.

Verschiedene Typen von reellen W-Kurven.

1. Die Bahnkurven einer eingliedrigen projektiven Gruppe werden bekannt-
lich als W-Kurven bezeichnet. Je nach der Dimension hat man also W-Kurven
in der Ebene, im gewdhnlichen dreidimensionalen Raume und in den verschie-
denen Hyperrdumen. Die allgemeine Aufmerksamkeit auf solche Kurven haben
zuerst F. Kreixy und 8. Lir gelenkt, welche dieselben in einigen gemeinsamen
Arbeiten untersucht haben.’ Doch wurden gelegentlich schon frither in der
Litteratur Beispiele von W-Kurven betrachtet.® In dieser Abhandlung wollen
wir besonders einige liniengeometrische Gebilde behandeln, welche mit den dop-
pelt gekrimmten W-Kurven in Zusammenhang stehen. Als mit der W-Kurve
assozitert bezeichnen wir eine Regelfliche, wenn dieselbe aus Sehnen der W-Kurve
erzeugt wird und die zugehorige eingliedrige Gruppe gestattet. Hier ist es na-
tiirlich eine Bedingung fiir eine algebraische Regelfliiche, dass auch die W-Kurve
algebraisch sein muss. Aus diesem Grunde wollen wir in erster Instanz unsere
Aufmerksamkeit auf die algebraischen W-Kurven zuwenden. Wir wollen aber

! Diese Publikationen findet man in Paris C. R. 70 (1870) und Math. Ann. 4 (1871).

? Man findet vielfache Litteraturnachweise fiber W-Kurven in zwei Artikeln in der Encyklo-
pidie der mathematischen Wissenschaften, in denen auch auf die Eigenschaften der W-Kurven ein-
gegangen wird, und zwar bei G. SCHEFFERS »Besondere transcendente Kurven» (III D 4), Nr. 13—
20 und 35, sowie K. RoHN und L. BERZOLARI, »Algebraische Raumkurven und abwickelbare Fld-
chen» (IIT Cg), Nr. 58.
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auch gewisse Kongruenzen in Betracht ziehen, welche sich durch die Tangenten
eines oo '-Systems von W-Kurven erzeugen lassen. Das einfachste Beispiel hat
man in den sog. Hirsrschen Kongruenzen, fiir welche die Brennfliche aus zwei
Flichen 2. Grades (= F,) mit einem gemeinsamen windschiefen Vierseit besteht.
Wir konnen auch dementsprechend die fraglichen Kongruenzen allgemein so
definieren, dass die Brennfliche sich in zwei Flichen eines Biischels

aPw? — Ay’ z* =0 p+g=r+s

zerlegen soll. Hierbei sind, was naturlich zu erwarten ist, die W-Kurven, durch
deren Tangenten die Kongruenz sich erzeugen lisst, im allgemeinen Transzen-
dent. Der algebraische Fall tritt mithin in diesem Teile der Untersuchungen
weniger in den Vordergrund. Fir die algebraischen doppelt gekriitmmten W-
Kurven gilt nun die Eigenschaft, dass die charakteristische Gleichung einer
Operation der zugehirigen eingliedrigen Gruppe vier getrennte Wurzeln haben
soll. Dieselbe Eigenschaft charakterisiert noch die transzendenten W-Kurven,
auf welche wir in der obigen Weise gefiithrt werden. Die eingliedrige Gruppe
G4 ldsst dann die Ecken und Ebenen eines nicht ausgearteten Tetraeders in Ruhe,
Wird dieses Tetraeder als Koordinatentetraeder gewiihlt, so lauten die Glei-

chungen der o2 Bahnkurven®
Xyt Xyt Lyt Xy = Crent:coe™l et o 0™,

2. Man hat drec Hauptklassen von reellen W-Kurven im Raume, je nach-
dem die charakteristische Gleichung einer Operation von G, vier reelle Wurzeln,
zwel reelle und ein Paar konjugiert imaginirer Wurzeln oder endlich zwei Paare
konjugiert imagindrer Wurzeln besitzt.

Im ersten Falle sind simtliche Ebenen und Ecken des obigen Koordinaten-
tetraeders reell. Wenn wir oben ¢ durch ¢ ersetzen, bekommen wir die Glei-

chungen der W-Kurven in der Gestalt
(1) Xyt gt Xyt Ty == Ci 1% Col® : a1 : ¢y 1%,

wo @, ¢y, g und e, reelle Grossen bedeuten. Hat man «, > a3 > ¢y > a, so
nihern sich die Kurven unbegrenzt fir {— o der Hcke 2, =x, = x; =0 und
fiir t— o der Ecke @, = x; =, =o0. Die Tangenten haben dabei offenbar als

Grenzlagen z, =z, bzw. x,=x, =0, und ebenso sind z, = 0 bzw. x, = 0 die

! Man sehe das soeben zitierte Referat von SCHEFFERS, Nr. 20.
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Grenzlagen der Schmiegungsebenen. Wenn simtliche Verhiltnisse zwischen den
Differenzen der Grdssen ey, a,, ¢; und ¢, rational sind, so ist die Kurve alge-
braisch und zwar unikursal. Ist diese Bedingung nicht erfiillt, so ist die Kurve
transzendent. Fir das reelle Gebiet hat man aber hier auf Grund der iiberein-
stimmenden asymptotischen Higenschaften bei Anndherung an den singuliren
Punkten t=0 und { =« ene ganz analoge Theorie fiir die algebraischen und die
transzendenten W-Kurven. Die algebraischen Kurven sind fiir sowohl positive
als negative #Werte definiert. Auch die transzendenten Kurven lassen sich in
geeigneter Weise so definieren, dass dieselben bei negativen #Werten reell exi-
stieren. Hierfir hat man, wie wir spiter finden werden, eine endliche Anzahl
von Mdbglichkeiten.

Im zweiten Falle sind unter den Ebenen des Koordinatentetraeders zwei
reell, und die beiden iibrigen bilden ein konjugiertes Paar. Die reellen Ebenen
seien x; =0 und x,=o0. Wir setzen %, 2, =7, * ¢Z, und a, ¢y =@a, T id,.
Die Konstanten ¢; und ¢, sollen auch konjugiert imaginiir sein. Die Gleichungen
der W-Kurven lassen sich jetzt auf die folgende reelle Gestalt bringen

(2) Ty Ey iy 2y = 6,17 o8 (@ Log ) : Gyt sin (@, log 1) : 651% : ¢, 1%,

Es ist erlaubt anzunehmen, es sei a3 > «,. Die W-Kurve niihert sich dann fiir
{—> 0 unbegrenzt der Ebene x, =0 und fiir t > o der Ebene x, = 0, und zwar
geschieht dies in spiralférmigen Windlungen. Betreffs des niheren Verlaufes
hat man drei Hauptmiglichkeiten zu unterscheiden. Bei der ersten hat man
o3 > a; > ey, Die Windlungen ziehen sich dann um den Punkt x, = % =%, =0
bzw. x, = & = &y = 0 zusammen, wobei die W-Kurve sich asymptotisch an eine
Kurve in der Ebene x;= 0 bzw. x, = 0 anschmiegt. Bei der zweiten Moglich-
keit haben wir entweder &, > o3 oder @; < ¢;. Ist etwa &, > 3, so nihern sich
fir t— o die Windlungen asymptotisch der geraden Linie x3 =z, =o0. Fir
t—o0 zieht sich dagegen die Kurve immer enger um die Gerade &, = &, =0
zusammen, so dass die Anndherung an den Punkt x; = # = #, = o hier asymp-
totisch ldangs dieser Linie geschieht. Hieraus findet man auch fir o, < ¢, die
Resultate, indem man die Rollen der Ebenen z, = 0 und x, = o vertauscht. Bei
der mnoch iibrigen dritten Moglichkeit ist entweder ¢, = ¢4 oder a, = o,. Hat
man z. B. @, = ¢;, 80 nihern sich fiir { — o0 die Windlungen asymptotisch dem
Kegelschnitte

Xy = = - — = — O,
- S
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Die W-Kurve liegt sogar auf dem Kegel 2. Grades

~2 -2
& x X

2 2 =2
C1 €2 C3 ’

wodurch sich leicht das Verhiltniss der Kurve auch fiir {— o charakterisieren
lisst. Wir bemerken noch hierzu, dass die obigen Resultate betreffs der ersteren

beiden Moglichkeiten damit zusammenhidngen, dass die W-Kurve stets auf einer

Fliche
jf jg g0y xg 04_1——054 xi 0(3“;1
=t —\z = =0
C1 Ca Cs Cy

Im dritten Falle enthilt das Koordinatentetraeder zwei Paare konjugierter

liegt.

Ebenen. Um die Gleichungen der W-Kurven in reeller Grestalt zu bekommen

setzen wir noch x;, 2, = %, + ¢%,, s, ¢, = a, T e, und erhalten alsdann
3y Y4 3 49 gy Uy 3 4

(3) &, : &y Fy: &y = 6,19 008 (@, log 1) : Cy % sin (a, log t) : €51% cos (7, log 1) :

2T, 1% sin (g, log t).

Es sei @, > a;. Fiir {— 0 macht dann die W-Kurve wiederholte Umliufe lings
der Linie & = &3 = 0, welcher dieselbe sich asymptotisch nihert, und fiir { —
steht die Kurve in einem #hnlichen Verhiltniss zur Geraden #, = Z,=o0. In
einem speziellen Falle haben wir &, = &,, und der gemeinsame Faktor f% rechts
in (3) ldsst sich wegschaffen. Mit diesem Falle werden wir uns spiiter vielfach,
besonders im 3. Abschnitte, beschiftigen. Hier sei nur vorab bemerkt, dass die
Kurve auf einer F, liegt und entweder algebraisch ist oder eine iiberall dichte
Punktmenge auf der F, darstellt.

3. Lassen sich die vier Exponenten ¢; in zwei Paare o, e¢r und o, ap auf-
teilen, so dass a; + ¢r = a; + an, so bezeichnen wir die Kurve als eine ausge-
zeichnete W-Kurve. Die gemeinsame Summe der beiden Paare ldsst sich offenbar
beliebig wihlen. Wir setzen dieselbe = o0 und erhalten dann die Exponenten in
der Gestalt * «, + 8. Die fragliche Benennung rithrt von H. Mourmanw her.
Freilich hat dieser Verfasser dabei nur die algebraischen W-Kurven beriicksich-
tigt. Unter den charakteristischen Bigenschaften der ausgezeichneten W-Kurven
heben wir hervor, dass jede solche Kurve auf einer F, liegt, welche vier Kanten
des bei der eingliedrigcen Gruppe invarianten Tetraeders enthilt. Hiermit steht
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in Zusammenhang, dass die ausgezeichneten W-Kurven in enger Beziehung zu
den Hirsrschen Kongruenzen stehen, welche wir im 4. Abschnitte behandeln
werden. .

Unter den ausgezeichneten W-Kurven gibt es wvier reelle Klassen, nidmlich
zu den ersten beiden Fillen der vorigen Nummer je eine und zum dritten zwei.
Im ersten Falle hat man die reelle Darstellung

(4) Xy Xyt gty = 1%yt eyt B ot

In gleicher Weise erhilt man bei einiger Modifikation der Bezeichnungen in der

vorigen Nummer fiir den zweiten Fall
(5) Xyt Xg i Xyt Xy == g c08 (Blog 1) cysin (Blog ?): e % et

Im dritten Falle hat man die beiden Méglichkeiten ¢, =w, und @, = o,. Dies
bedeutet nach unseren urspriinglichen Bezeichnungen e« + ¢3=1¢3; 4+ ¢, und
o, + ey =@y + «,. Fiir die entsprechenden Gleichungen erhalten wir die fol-
genden reellen Gestalten

(6) Xy Xy Ty Xy =, CO8 al: Cysin al:cycos B0 ¢, sin B

(7) XXy Xy 2y = 0,1% cos (Blog t): ey t*sin (Blog ¢):

tegt—%cos (Blog t): ¢t sin (Blog t).

In (6) haben wir einen neuen Parameter § = logt eingefiihrt. Wie unmittelbar
einzusehen ist, stellt dieser Fall eine algebraische Kurve dar, wenn zwischen den
Grossen « und 8 ein rationales Verhiltniss besteht.

Diese W-Kurven sind dadurch charakterisiert, dass dieselben in zwei ganz
verschiedenen Weisen reelle Ziige erhalten kénnen. Am einfachsten sieht man
dies ein, wenn man die Gleichungen siimtlicher vier Klassen in der Gestalt (4)
schreibt, wobei natiirlich nur fiir die erste Klasse ¢ und B beide reell sind.
Wiinscht man dann hiervon zu den iibrigen drei reellen Darstellungen zu ge-
langen, so miissen fiir ¢ und @ die folgenden Bedingungen gelten. Wiinscht
man die reelle Gestalt (5), so miissen von den Grossen ¢ und 8 in (4) eine reell
und die andere rein imaginiir sein. Ebenso ist fiir (6) und (7) erforderlich, dass
« und B beide rein imaginir sind bzw. zwei konjugiert imaginire Gréssen dar-

stellen. Wir fithren jetzt vermittelst der Substitution

(8) =1
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einen neuen Parameter z ein. Wie man sieht, hat man, wenn ¢ die reelle posi-
tive Achse durchliuft, |z| =1 und umgekehrt. Will man jetzt in (4) ¢ durch <
ersetzen, so werden in den Exponenten reelle Grossen in rein imaginire iiber-
gefithrt und umgekehrt. Im komplexen Gebiete gehoren somit die reellen Dar-
stellungen (4) und (6) zu derselben Kurvenklasse. Frsetzt man dagegen in (3)
und (7) die reellen Grossen ¢ und B durch «7 und 8¢, so wird jedesmal die
neue Darstellung von derselben Art. Es werden nur die Rollen von « und 8
vertauscht.

4. Wir betrachten jetzt eine besondere W-Kurve (1) und setzen voraus,
dass simtliche Exponenenten ¢, ¢, ¢; und ¢, reell sind. Wir fithren leicht die
Gleichung in die Gestalt

(9) Xy ieiw=1{" 1 (n>mn, >ny, > 0)

iber. Fiur algebraische W-Kurven, welche wir besonders beriicksichtigen wollen,
konnen wir %, #n, und 7%, als ganze rationale Zahlen ahmehmen, die nicht alle
einen gemeinsamen Faktor besitzen.®

Die algebraischen W-Kurven lassen sich in fiinf verschiedene Klassen auf-
teilen. Zun#chst hat man sieben Moglichkeiten fiir die Exponenten #, », und #,,
je nachdem dieselben gerade oder ungerade ganze Zahlen bedeuten.

Erstens haben wir drei Fille, in denen unter den Zahlen %, #; und n, eine
gerade und die beiden iibrigen ungerade sind.

1) » und n, ungerade, n, gerade.

2) n, und n, ungerade, n gerade.

3) » und #n, ungerade, n, gerade.

In den ibrigen vier Fillen gibt es unter #, #, und #, entweder keine oder
zwei gerade Zahlen.

4) n, ungerade, n und », gerade.

5) n, ungerade, » und n, gerade.

6) », n; und n, sind alle ungerade.

7) n ungerade, n, und n, gerade.

Setzt man w =1, so sind diese sieben Fille durch die Zeichen charakteri-

siert, welche x, ¥ und z bei negativen +Werten erhalten. Nun lidsst sich die

! Fiir den allgemeinen Fall eines Raumes von beliebig vielen Dimensionen hat MOHRMANN
die algebraischen W-Kurven bestimmt. Man sehe seine Arbeit » Bestimmung aller algebraischen
W-Kurven», Math. Ann. 89 (1923), p. 260—271.
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Gleichung der W-Kurve natiirlich eben so gut durch den Parameter ¢, = ¢
ausdriicken. Es werden dann die Punkte mit den Argumenten 0 und = ver-
tauscht und die Exponenten #, n, und n, durch %, » — n, und n — n, ersetzt.
Die Fille 4 und 5 sowie 6 und 7 erweisen sich mithin als dquivalent, so dass
wir bloss fiinf Klassen von algebraischen W-Kurven erhalten. Ausgezeichnete
W-Kurven konnen offenbar nur in den drei ersten Fillen vorkommen.

Fiir positive t-Werte versteht man ohne weiteres, dass die Exponenten 7,
n, und n, sich durch drei beliebige reelle Zahlen », », und », ersetzen lassen,

wenn nur die Bedingung
VIV IV, = RIN Ny

erfiillt wird. Man kann dabei z. B. immer »,= 1 setzen, so dass » und », die
Bedeutung von #:my und n,:n, erhalten. Hs ergibt sich dann eine iiberall dichte
Menge von Paaren rationaler Zahlen », », im Bereiche » > » > 1. Auch jede
der sieben Teilmengen, die den obigen Fillen 1—7 entsprechen, ist offenbar
itberall dicht. Daraus entsteht fiir das System von rationalen Kurven (9) die ent-
sprechende Eigenschaft, dass nimlich die Kurven in den Bereichen x <y <<z <1
und x>y >z>1 lberall dicht auftreten.

Avuch fiir negative +-Werte lassen sich in solcher Weise allgemeinere Expo-
nenten », v, und v, einfithren. Wenn wir uns auf reelle Grossen beschrinken,
kinnen wir ja die Ausdriicke #£* und £2**1 durch |£|** und sgn t. | ¢|***! ersetzen,
wobel sgn = + 1 oder — 1, je nachdem ¢ >0 oder { <o. Dementsprechend
schreiben wir, wenn wir die Exponenten », », und », benutzen, |¢|" bzw. sgn t. | £[?,
je nachdem in (9) n; eine gerade oder ungerade ganze Zahl bedeutet.

5. Hierbei brauchen wir uns offenbar keineswegs auf solche Exponenten
v, v, und v, zu beschrinken, welche zu einander in rationalen Verhiltnissen
stehen. Wir kénnen in der Tat fiir v, v, und v, dres ganz beliebige positive reelle
Zahlen wihlen und setzen nur fest, dass » > », > », sein soll. Wir haben dann
keinen Grund einen der Ausdriicke |¢| oder sgnt. || vor dem anderen zu
bevorzugen. Unter den in solcher Weise moglichen acht Kombinationen soll
aber |t|”, ||, || ausgeschlossen werden, da bei dieser die Kurvenzweige fiir
positive und negative ¢-Werte zusammenfallen. Zu jedem Wertesystem von
v, v, und v, bekommen wir somit sieben verschiedene reelle W-Kurven. Wir
wollen jetzt die Gleichungen dieser W-Kurven vermittelst eines Parameters aus-
driicken. Wir nehmen dieselben in der Reihenfolge, in welcher in der vorigen

Nummer die entsprechenden algebraischen Fille aufgezihlt wurden.
32—34472. Acta mathematica. 64. Imprimé le 3 novembre 1934,
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(A) wiy:ieiw=sgnt|t]:|t]sgnt|ele:1.

(A,) xiyieiw=|t|]":sgnt.|t]:sgnt|t]:1.

(Ay) iy ziw=sgnt|t] sgnt.|t]:|e]e: 1.

(A) wiyiziw=|t]":|t]":sent. || 1.

(A) wiyiziw=|t] :sgné |t 1.

(Ay) xiyreiw=-sgnt |t :sgnt.|t|:sgnt.|t]:1.
(Aj) xiyieiw=sgnt|t] |t t]r .

Ebenso wie die entsprechenden Fille von algebraischen Kurven in der vorigen
Nummer gehen durch die Transformation ¢ = ¢! (A,) und (4,) sowie (A;) und
(A;) in einander iiber. Wir haben also hiermit die Verallgemeinerungen der fiinf
Hauptklassen von algebraischen W-Kurven erhalten.

Fiir die positiven #-Werte sind die obigen sieben Darstellungen identisch,
und die Kurven liegen in demjenigen Bereiche des Raumes, wo simtliche Ko-
ordinaten x, ¥, # > o0 sind. Durch die Koordinatenebenen werden sieben andere
Bereiche abgegrenzt, und die sieben Darstellungen lassen sich durch den Bereich
charakterisieren, in welchem die Kurve fiir negative ¢Werte liegt. Es ist leicht
zu schen, wie die sieben Kurven (A,), ... (A;) sich durch Spiegelungen aus dem
gemeinsamen Teile fiir positive t-Werte vervollstiindigen lassen. Diese Spiegel-
ungen erfolgen fiir (A)), (A,), (A;) an den Achsen x=z=0,y=z=0,x=y=0,
fiir (A,), (A), (A;) an den Ebenen z=o0, y=0, x=0 und fiir (A;) an der Ebene
w=o0 (oder am Punkte z=y=z=0). Die sieben Kurven gehdren zu sieben

verschiedenen eingliedrigen reellen Gruppen, fiir welche jedoch die Substitutionen

Ty iw=0x "y tneiw,

die den positiven ¢Werten zugeordnet sind, mit einander iibereinstimmen. Die
Erweiterung auf negative ¢-Werte geschieht aber in sieben verschiedenen Weisen,
nimlich

iy iw =X |tPe: £ |ty e w,

wo die einzige Zeichenkombination + + + ausgeschlossen wird.

Sind », v; und », kommensurabel, so wird eine von den sieben Kurven
(A)), ... (A;) eine algebraische Kurve. Fiir die sechs anderen werden die Hilften
fiir £ > o und ¢t < 0 aus verschiedenen algebraischen Kurven herrithren. Die drei
Exponenten », v, und », lassen sich stets in solcher Weise als Grenzwerte von
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drei Folgen rationaler Zahlen erhalten, dass die zusammengehorigen Tripel ge-
meinsame Nenner und ungerade bzw. gerade Zihler besitzen, je nachdem sgn ¢
als Faktor der betreffenden Potenz auftritt oder nicht. Hierin liegt die Be-
deutung, dass jede von unseren verallgemeinerten W-Kurven als Grenzkurve einer
Folge von algebraischen W-Kurven aufgefasst werden kann. Nun kann man offen-
bar zu jedem Punkte in einem der Bereiche o < <y<z<1 und 2>y>z>1
die Verhiltnisse v :%, : v, so bestimmen, dass die zugehorigen Kurven (A)), ... (4;)
durch den Punkt gehen. Die algebraischen W-Kurven stehen mithin in dersel
ben Beziechung zu den hier gegebenen Verallgemeinerungen wie eine iiberall

dichte Menge zu einem Kontinuum.

Wenn wir im niichsten Abschnitte die zu den W-Kurven assoziierten Re-
gelflichen studieren und dabei uns auf das reelle Gebiet beschriinken wollen, so
erweist es sich als vorteilhaft fir die fiinf Hauptklassen von verallgemeinerten
W-Kurven gewisse algebraische Repriisentanten (By), ... (B;) auszuwihlen. Wir
untersuchen dann zunichst bei diesen Reprisentanten die Eigenschaften und
suchen hiervon vermittelst Stetigkeitsbetrachtungen Schliisse betreffs der zuge-
horigen Klassen zu ziehen. Am einfachsten geschieht wohl diese Wahl in der

folgenden Weise

(By) xiyieiw==:1t:¢:1.
(B,) xiyziw=1t" ¢ ¢:1.
(B,) xiyiziw=1 841,
(B, xiyieiw=1t*:2¢t:1,

)
(B;) xiyziw=1":¢:¢:1.

Doch werden die Verhiltnisse bei der Klasse (A,) nicht immer in befriedigender
Weise durch den Reprisentanten (B,) wiedergegeben, und zwar gilt dies fir
3v,>v+v,. Fir solche Fille nehmen wir einen besonderen Reprisentanten

(B') ziyiziw=1:1:¢:1

Man hiitte auch fiir die repriasentierenden Kurven aller fiinf Klassen » — 3,
»,==2, v,=1 wihlen konnen. Dann wiirde man aber nur fiir (A,) eine alge-
braische C, als Reprisentanten erhalten. In den anderen vier Fillen wiirde die
Kurve fiir t > 0 und ¢{ <0 zu zwei verschiedenen algebraischen C; gehdren.
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6. Wir wollen hier als Ordnung einer Kurve (9) die hochste Anzahl der
reellen Schnittpunkte mit einer Ebene bezeichnen. Wir fragen also, was sich

iiber die Anzahl der reellen Wurzeln einer Gleichung
(10) ot ottt =0

sagen lidsst. Die Antwort folgt unmittelbar aus der Zeichenregel von DEscarTEs.

Es sei nimlich

(11) fHh=o

eine allgemeine Gleichung mit ganzzahligen Exponenten, deren Glieder nach
fallenden Exponenten geordnet sind. Fiir jedes Paar aufeinanderfolgender Glie-
der der Funktion f(f) betrachten wir nun die Zeichen der Koeffizienten. Dabei
gibt es die folgenden Moglichkeiten.

1) Beide Glieder haben entweder gerade oder ungerade Exponenten. Es
mogen ¢; solche Paare mit demselben Zeichen und ¢, Paare mit verschiedenen
Zeichen der Koefficienten vorkommen.

2) Ein Glied ist von geradem Typus und das andere von ungeradem Ty-
pus. Die Anzahl solcher Paare mit demselben Zeichen sei g, und mit verschie-
denen Zeichen o,.

Die Zeichenregel won Drscarrrs besagt nun, dass die Gleichung f(f)=o0
hochstens ¢, + 0, positive und o, +9, negative Wurzeln besitzen kann. Nun er-

hilt man in den Fillen 1—7 der 4. Nummer fiir ¢, und ¢, + 0,:

1) 6,==0, @+ 0y=3;
2) oy=1, @t 0y=2;
3) =2, @+o=1I;
4, 8) =1, @+ 0,=2;
6,7) 0,=2, 0+ Gy=1.
Dabei sind die Angaben fiir ¢, als Maximalzahlen zu betrachten. Als die hchste
Anzahl von reellen Wurzeln bekommt man also drei im Falle 1, vier in den
Fillen 2, 4, 5 und finf in den Fillen 3, 6, 7.

Die obigen Auseinandersetzungen gelten noch, wenn man in (11) bei ganz

beliebigen positiven Exponenten ., §; Glieder
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von geradem bzw. ungeradem Typus einfiihrt. Das Beweisverfahren der Zeichen-
regel von DxuscarTes, welches man erhilt, wenn man diese Regel als einen
Spezialfall des Bupan-Fourierschen Theoremes betrachtet, lisst sich ja ohne
Schwierigkeit auf solche verallgemeinerte Gleichungen iiberfiihren. Von einem
anderen Gesichtspunkte lisst sich eine solche Gleichung (11) als Grenzgleichung
einer Folge von algebraischen Gleichungen auffassen. Wir betrachten eine Folge
von unbegrenzt wachsenden ungeraden ganzen Zahlen 2N;+ 1(¢=1,2, .. ).
Fiir die Exponenten «, der Glieder von geradem Typus nehmen wir Niherungs-
2 ald

werte ﬁ und fiir diejenigen von ungeradem Typus Niherungswerte
i
20+ 1 o . .
P A wobei a{ und b{ ganze rationale Zahlen bedeuten. Setzen wir diese
Z

Exponenten in (11) ein, so bekommen wir eine Folge von Gleichungen f;(t) = o,
wobei fiir ¢— o die Exponenten unbegrenzt gegen die zugehdren Exponenten
in f(t) konvergieren. HBs lisst sich dann auch beweisen, dass fiir ¢ — o die
Waurzeln von f;(f) = o sich den Wurzeln von (11) unbegrenzt niihern. Man kann
auch in jeder Gleichung f;(t) = o die Substitution |

§— t? Nyl
machen. Da es sich hier bloss um reelle Grossen handelt, so ist jede solche
Substitution umkehrbar eindeutig. Wir bekommen so eine Folge von alge-
braischen Gleichungen F;(t)==o0, und fiir jede von diesen lisst sich die Zeichen-
regel von DescarTes unmittelbar anwenden.!

Aus den obigen Resultaten lidsst sich schliessen, dass fiir sdmtliche
Siinf  Hauptklassen von verallgemeinerten W-Kurven die Ordnung wmit derjent-
gen der zugehirigen algebraischen Reprisentanten iibereinstimmen wmuss. FEs gibt
also eime Hauptklasse von der Ordnung 3, fiir welche die Darstellung (A,) gilt,
zwer Haupthlassen wvon der Ordnung 4, fir welche die Darstellungen (A,) und die
mit eimander dquivalenten (A,) und (A,) gelten, und endlich zwer Hauptklassen von
der Ordnung s, fiir welche die Darstellungen (A,) und die mit esnander dquivalenten
(A;) und (A;) gelten.

! Man vergleiche unsere Arbeit » Uber eine Verallgemeinerung der algebraischen Gleichungen»,
Math. Ann, 108 (1933), p. III.
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8§ 2.
Die assoziierten Regelflichen,

7. Wir nehmen zuniichst eine algebraische W-Kurve (g) in Betracht. Die
drei Hxponenten n, n; und %, seien demgemiiss ganze rationale Zahlen, die keinen

gemeinsamen Teiler besitzen. Die Substitution
(12) ¢ =kt

bestimmt ein Element der eingliedrigen Gruppe, welche die W-Kurve zuliisst.
Wenn wir die dabei einander entsprechenden Punkte der W-Kurve durch gerade
Linien verbinden, so bekommen wir eine Regelfliiche, welche wir als eine mit
der W-Kurve assoztierte Regelfldche bezeichnen wollen. Unter diesen assoziierten
Regelflichen tritt auch die abwickelbare Fliche auf, welche man fiir Z—1 als
Grenzfliche bekommt,

Um den Grad einer solchen Regelfliiche zu bestimmen, untersuchen wir,
wie oft eine Erzeugeﬁde von anderen Krzeugenden getroffen wird. Als Be-
dingung, damit die Verbindungsgeraden zweier Punktpaare #, k#, und ¢ k¢ in

derselben Ebene liegen, erhiilt man

e (70"‘ — kn) (I _ 76"2) — t"ll‘_""’ (knz_kn) (I"‘—kﬂ‘) +
(13) 4 t:z—n:_. (]C"Z _ ]c"l) (I — kn) 4 t’;l‘ (kng_ k"l) (I _kn) _

—_— t’rlb (knz . kn) (I o k"‘) + tvlz+n1—nz (]cn, __kn) (I _ Aknz) = Q.

Wenn man sich hier ¢ als gegeben denkt, bekommt man also fiir ¢ eine Gleich-
ung vom Grade n + », — n, Nun lisst sich aus dem linken Glied von (13) der
Faktor

(b — 1)t — ) (¢ — bt) (bt — 1,

immer ausscheiden. Es bleibt eine in ¢ und ¢ symmetrische Gleichung vom
Grade n + n; —ny—4 iibrig. Eine Erzeugende begegnet demnach 7+ n,— n,—2
anderen Erzeugenden, nimlich ausser denjenigen beiden, welche durch die Stiitz-
punkte gehen, noch # + » —n, —4. Da bekanntlich eine Erzeugende einer Re-
gelfliche des Grades m von m—2 anderen Erzeugenden getroffen wird, so erhilt

man, wenigstens im allgemeinen,
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(14) n 4+ ny— Ny

als Grad der assoziierten Regelfliche.

Dieses Resultat steht in Zusammenhang mit den folgenden Tatsachen. Man
hat im allgemeinen 2(m — 1) als Grad einer Regelfliche, wenn die Erzeugenden
Bisekanten einer rationalen Kurve des Grades m sind, und durch jeden Punkt
der Kurve zwei Erzengende gehen. Doch wird der Grad jedesmal um eine Ein-
heit herabgesetzt, wo die Stiitzpunkte einer Erzeugenden in einem Doppelpunkte
der Kurve zusammenfallen. Sollen dabei die Stiitzpunkte unmittelbar auf ein-
ander folgen, so muss der Doppelpunkt durch einen Riickkehrpunkt ersetzt werden.
Im vorliegenden Falle gilt also die Frage, mit wie vielen stationfiren Punkten
die Punkte mit den Argumenten ¢{=0 und ¢{= © #quivalent sind. Die Ant-
wort hierzu ist bekanntlich %, —1 baw. # — #; — 1. Von diesem Ausgangspunkte
erhilt man mithin als Grad der assoztierten Regelfliche

2in—1)—(my—1)—(m—n,—1)=n + n, — n,,

was mit (14) tibereinstimmt.
Eine assorziierte Regelfliche muss sich aus Bahnkurven der zu Grunde lie-
genden eingliedrigen Gruppe erzeugen lassen. Insbesondere wird die Doppelkurve
en solche Bahnkurven gcerlegt. Aus Symmetriegriinden hat (13) gleichzeitig die
1
e

ben Teile der Doppelkurve, da dieselben in einander iibergehen, wenn man ¢

Losungen ¢:¢, =4 und {:¢ = Diese Losungen gehéren offenbar zu demsel-

mit ¢, vertauscht. Eine Erzeugende, welche die Punkte (¢, k¢,) von (g) verbindet,
1
A
Teil der Doppelkurve. Ist n - %,—n, eine ungerade ganze Zahl, so hat (13) die

trifftt demgemiss, den Ldsungen A und - entsprechend, zweimal den fraglichen

Lésung ¢:t, = — 1. In diesem Falle hat man 1= II, und der zugehorige Teil

der Doppelkurve wird von einer Erzeugenden nur einmal getreffen.
Fiir eine Bahnkurve, welche durch den Punkt x,, %,, 2,, w, geht, hat man
die Gleichung

Tiyiziw = " yt™ gy th  w,.

Sind sidmtliche Grossen x,, ¥,, 2,, w, von Null verschieden, so ist diese Kurve
doppelt gekrtimmt. KEine assoziierte Regelfiiche lisst sich als assoziiert in be-
zug auf jede solche doppelt gekriimmte Doppelkurve, welche dieselbe besitzt,
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betrachten. Die vier Koordinatenebenen werden durch ebene Bahnkurven er-
fillt. So hat man z. B. fiir z,=o0

iy w=x,0":y,t™:wy; £=0.

Diese Bahnkurve ist als u-fache Kurve zu betrachten, wenn u den gréssten ge-
meinsamen Faktor von # und #; bedeutet. Doch wird dieselbe bei reellen ¢-
Werten, falls 4 ungerade ist, nur einmal durchgelaufen. Ist aber u gerade, so
wird die eine Hilfte der Kurve bei reellen #-Werten doppelt durchgelaufen; zur
anderen Hilfte gehdren rein imaginire {-Werte. Unter den Bahnkurven treten
auch die sechs Kanten des Koordinatentetraeders auf. Als Beispiel nehmen wir

Zrw=uytt i w,: Yy =2g=0.

Hierbei spielt » dieselbe Rolle wie p im vorigen Beispiel.
8. Hine assoziierte Regelfliche wird durch das System

z, v, z, w|=o0
oo gm e
kn t'n. , knl tn, , kﬂ/g tng , 1
bestimmt. Fithren wir aus, so erhalten wir die Gleichungen

x (ke — kn,) + ¥ {r—m (Ic"— kng) + g (k"‘— kn) =o;

=

2

(
y (1 — &™) + g (b — 1) + wim (k= — k™) = o;
(1 — kM) + ytr Tt — 1) + wir (B — BY) = o;

(
(
( (

( (1 — k™) + 2 (B — 1) + wir (= — k") = o.

Die Gleichung der Regelfliche bekommt man am einfachsten durch Elimination
von ¢ zwischen den ersten beiden Gleichungen, und man bestitigt dabei, dass
ihr Grad fir aligemeine k-Werte n + n, — n, sein muss. Man ersieht unmittel-
bar, dass man als Schnitt der Regelfliche mit der Ebene 2 =0 eine u-fache
Kurve bekommt wenn g den grossen gemeinsamen Teiler von # und %, bedeutet.
Ebenso hat die Regelfliche in der Ebene w=o eine p,-fache Kurve, in der
Ebene y==o0 eine p,fache Kurve und in der Ebene x = 0 eine uy,fache Kurve,
wobei u;, u; und u, die Bedeutung von griossten gemeinsamen Teilern haben, und

zwar uy von % —mn; und n —mn,;, u; von 7 und n, und ug; von %, und n, Da
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n, n; und #n, keinen gemeinsamen Teiler haben durfen, so muss offenbar jedes
Paar von den Zahlen u, u,, u, und pu, teilerfremd sein.

Besondere Verhiltnisse treten bei denjenigen A-Werten ein, fiir welche ge-
wisse Glieder der Gleichungen (15) verschwinden. Dieselben miissen einer oder
mehreren von den Gleichungen

o= k=1,
(16) v o==1; fm=1;

=g, =1
geniigen. Von der Liosung £ = 1 soll dabei abgesehen werden. Jedesmal, wenn
eine Relation (16) befriedigt wird, erweisen sich zwei von den Gleichungen (1)
als identisch. Die Bedeutung hiervon deckt sich damit, dass in einem solchen

Falle die Regelfliiche eine Kante des Koordinatentetraeders als Leitlinie hat.
In solcher Weise bekommt man als Leitlinien: '

r=y=0 fiir’ k=1
g=w=o0 fir I»=1;
x=z=o0 fir =1,
y=w=o0 fir itm=r1;
y=yz=o0 fir v ™m=r1,

r=w=o0 fur k'=1.

Diese Leitlinien werden in der gegebenen Reihenfolge 7y, (v — n,)-, ny-, (n—ny)-,

n-, (n, —ny)-fach.

In den beiden ersten Fiillen wird der Grad der Regelfliche erniedrigt.
Fiir #~™ = 1 reduziert sich das System (15) auf die beiden Gleichungen
x— Yyt =o0;

y (1 — k") + gt (fm — 1) + it (B — k™) = 0.
Als entsprechendes Resultat fiir £ = 1 hat man

2 —wi=o0;

w1 — kY) + gt (B — 1) + 2t (B —k") = 0.
33—34472. Acta mathematica. 64. Imprimé le 3 novembre 1934.
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Die Gradzahl wird in beiden Féllen % und hat sich mithin um #; — », vermin-
dert. Vergleichen wir dieses Resultat mit (13), so ist zu beachten, dass fir die
hier in Rede stehenden A-Werte unter den n + %, — 2, Losungen ¢:¢, n, — n, in
t=o0 und eben so viele in ¢{= o iibergehen. Hs lisst sich beweisen, dass die
Erzeugenden fiir {=o0 und ¢t= o im allgemeinen als (n, — n,)-fache Linien der
Regelfliche zu betrachten sind. Fiir die angegebenen besonderen k-Werte ist
nun eine von diesen Linien Leitgerade, aber die andere, welche iiberdies ihre
Lage dndert, nicht. So ist fiir 27"t = 1 die dem Argumente ¢ = 0 entsprechende
Erzeugende x = y = o Leitlinie, und die Erzeugende fiir {==o0, als welche sonst
z=w=o0 auftritt, nimmt die nene Lage y=w=0 an. In diesem Falle entspricht
also nur den », — n, Losungen {= o von (13), aber nicht den Lésungen f= o,
eine Reduktion des Grades der Regelfliche. TFiir 4@ =1 wird die Rolle der
Losungen ¢ ==0 und ¢= o vertauscht.

Nun kénnen », n; und #, solche Werte haben, dass gleichzeitig zwei neben
einander stehende Gleichungen (16) befriedigt werden. Die Regelfliche besitat
dann zwei windschiefe Leitlinien. Wir nehmen die drei Moglichkeiten in der
folgenden Reihenfolge.

1) k™ =/fm=1. Die Leitlinien sind zx=2z=0 und y=w=o0. Das
System (15) nimmt die einfache Gestalt

(17,) x—zt"™ =0; y—wih=o.

2) k*=km =1, Als Leitlinien erhiilt man y==2=0 und x=w =o.
Als bestimmende Relationen erhilt man

(174) y—zthMm=0; x— wi*=o.

3) k™ =™ =1. Als Leitlinien hat man x =y =0 und #=w =0 und
als bestimmende Relationen

(17, x—yt"mM=o0; z—wi=0,

Der Grad der Regelfliiche ist also hier nur # — », + n,. Die Erniedrigung des
Grades um 2(n, — n,) steht in Zusammenhang damit, dass jetzt keine der Erzeu-
genden fir { =0 und ¢{==c mit einer Leitlinie zusammenfillt.

Hieran reihen sich noch vier Fille, in denen gleichzeitig drei unter den
Relationen (16) erfiillt werden. Die Regelfiiche degeneriert dann in einen
Kegel.
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4) kr=kw=}""™m=1. Die Spitze des Kegels ist =y = w= 0, und
die bestimmenden Relationen sind

(17,) z—yttTM=0; y-— wih=o0,

5) A*=Fke=Fk"""=1. Hier hat man als Kegelspitze s =z=w =0

und als bestimmende Gleichungen
(175) x—zf" M =0; z—wi=o0.

6) k"M =jfrm==fm " =1. Die Spitze des Kegels ist =y =z=o,

und als bestimmende Relationen hat man
(17 x—yt"TMm=o0; y—zi"T=o.

7) km=Fkm=f""=1. Als Kegelspitze erhilt man y —z = = 0 und

als bestimmende Gleichungen

(172 Yo eten—o; o,

Als Gradzahlen der Kegel hat man in den Fillen 4 und 5 », im Falle 6 n — n,
und im Falle 7 =,.

Wir haben oben nicht die Moglichkeit & = — 1 beriicksichtigt. Man findet
leicht, dass je nachdem #, », und », den Bedingungen 1 — 7 der 4. Nummer
geniigen, so befriedigt #= — 1 die Relationen an der entsprechenden Stelle
dieser Nummer. Die Stiitzpunkte { und — ¢ gehéren zu derselben Erzeugenden,
und man kann den Parameter ¢ durch ¢, = {* ersetzen. Der Grad der Regel-
fliche reduziert sich somit auf die Hiilfte.

Bei der Elimination von ¢ aus (17,)—(17;) erhilt man in jedem Falle eine
ganz bestimmte einfache Fliche. Aus dieser in einer gebiihrenden Vielfachheit
genommenen Fliche erhillt man also jedes mal die zugehorigen assoziierten Re-
gelflichen. Fir die Fille 1, 2, 3 ist diese Vielfachheit x, x, und x,, wobei
diese Zahlen als grosste gemeinsame Teiler definiert werden, und zwar x von #,
und % —my, %, von » und %,—u, und x, von n#, und # — n,. In den Fillen
4, 5,6 und 7 hat man fir die Vielfachheit u, u,, ©, und u,, welche Zahlen
nach den zu Anfang dieser Nummer gegebenen Regeln sich bestimmen lassen.
Man sieht leicht, dass kein Paar unter den sieben Zahlen x — u, einen gemein-
samen Teiler haben kann. TUnter diesen Zahlen sind sechs ungerade (oder = 1)

und nur eine einzige gerade. Ist z. B. x eine ungerade Zahl, so gehoren hierzu
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x— 1

assoziierte Regelflichem, den (von 1 verschiedenen) Paaren von Lésungen,

k, k7' der Gleichung %* — 1 == 0 entsprechend. Ist aber andererseits x eine ge-

rade Zahl, so ist die Anzahl solcher Paare nur z Hierzu kommt noch die

. . . x®
besondere Losung &= — 1, fiir welche die Erzeugenden nur Y mal durchgelaufen
werden.

9. Fiur die Hauptsehnen einer Kurve ist es charakteristiséh, dass dieselben
den Schmiegungsebenen ihrer beiden Stitzpunkte angehdren. Existieren bei
einer W-Kurve eigentliche Hauptsehnen, so muss es solche in unendlicher An-
zahl gebén, da die eingliedrige Gruppe eine Hauptsehne in o andere iiber-
fithrt. Mit den Hauptsehvnen der algebraischen W-Kurven hat sich Mourmanw
eingehend beschiiftigt!, und zwar fir den allgemeinen Fall eines Raumes von
beliebig vielen Dimensionen. Fiir die Existenz von Hauptsehnen gilt die Be-
dingung »=mn, + n,. Solche Sehnen kommen mithin nur bei ausgezeichneten
W-Kurven vor. Die Bedeutung der fraglichen Bedingung deckt sich damit, dass
eine ausgezeichnete W-Kurve immer zu einem linearen Komplexe gehort. Die
Komplexebene eines Kurvpunktes ist dann die Schmiegungsebene, und eine Sehne
in der Schmiegungsebene des einen Stutzpunktes muss auch in der Komplex-
ebene, d. h. der Schmiegungsebene des anderen Stiitzpunktes liegen.

Wir wollen zeigen, dass sogar die allgemeinen mit einer ausgezeichneten
W-Kurve assoziierten Regelfliichen zu linearen Komplexen gehdren. Bei Benutzung
der gewohnlichen Bezeichnungen fiir die Koordinaten einer geraden Linie erhiilt
man
Py Wy — Ty 1y
Y12 — Y28y

P1a P23 =

Hat man fir die Punkte x,, y,, 2;, w, und z,, 9., 25, w, die Parameterwerte ¢

und k¢, so ergibt sich hieraus

"1
Py P Doz = :
EMemo1

# , e

k’lll tnl, kNg t’llz

Hieraus erhdlt man fir »=#n, + n, die Gleichung

v > Uber die algebraischen W-Kurven im r-dimensionalen Raum», Rend. Circ. Mat. 47
(1923), p. 153— 18I
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(18) (& — knz)}’u = (k" — 1) pas

eines linearen Komplexes. Fiir £t — 1 ergibt sich hieraus, dass die abwickelbare
Fliche zum Komplexe

(19) (2, — ”2)])14 = ('”1 + n2)p23

gehdren muss. _

Die Bedingung n— n, =n, (oder n — n, = n,) bedeutet, dass die beiden sin-
guliren Zweige der W-Kurve fiir { =0 und ¢{== © mit einander projektiv iqui-
valent sind. Hieraus folgt, dass fiir die ausgezeichneten W-Kurven die ein-
gliedrige Gruppe sich durch eine Schar von involutorischen Xollineationen er-
weitern ldsst, welche die fraglichen beiden Zweige vertauschen. Im Parameter
¢t hat man fiir diese Schar den einfachen Awusdruck

t =kt

Ubrigens hat Monrmaxy nicht nur die direkten sondern auch die reziproken
Verwandtschaften, welche eine W-Kurve in sich iiberfithren, untersucht.

In seiner Arbeit hat Momrmaxy noch fiir den allgemeinen r-dimensio-
nalen Raum die Regelfliche behandelt, welche durch die Hauptsehnen einer
ausgezeichneten W-Kurve erzeugt wird. Dabei hat er einen Satz gegeben, der fiir
den dreidimensionalen Raum die Bedeutung hat, dass bei geradem » die Regelfliche
der Hauptsehnen in zwei getrennte Bestandteile zerfillt, von denen einer (der
dem TFalle Z= — 1 entspricht) den Grad n—mn, hat, und der restierende Teil
vom Grade (n—4)(n—n,) ist. Er fiigt hinzu, dass bei ungeradem # >die Haupt-
sehnenfliche eine irreduzible Fliche der Ordnung (n— 3)(n —n,) ist».?

Hierbei scheint Moarmaxx micht beachtet zu haben, dass die Hauptsehnen-

Adche stets in assoziierte Regelfiiichen zerfallen muss. Bei geradem n» wird dement-

sprechend die restierende Fliche in " T4 assoziierte Regelflichen vom Grade

2 (n— my) = 2m, zerlegt, und ebenso zerfillt bei ungeradem 7 die Hauptsehnen-

fliche in ~—3 assoziierte Regelflichen. Diese Resultate lassen sich bereits aus

einer Arbeit von V. SxyDErR entnehmen.?

11 e. p. 165.

* »On certain unicursal twisted curves», American Journal 28 (19go6), p. 237—242.
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10. Sxyper hat auch eine Higentiimlichkeit der durch Hauptsehnen er-
zeugten assoziierten Regelflichen hervorgehoben. Wir bezeichnen eine Kurve
als Berihrungsdoppelkurve, wenn lings derselben zwei Schalen einer Fliche einan-
der beriithren. Als Bedingung dafiir, dass eine Kurve Beriihrungsdoppelkurve
einer Regelfliche ist, hat man, dass dieselbe Ebene die Tangente in einem be-
liebigen Punkte der Kurve und die beiden von Punkte ausgehenden Erzeugen-
den enthalten muss. Sind die Erzeugenden Hauptsehnen, so ist mithen die W-
Kurve eine Beriihrungsdoppelkurve der Regelfidche. Eine solche Kurve lisst sich
offenbar als zwei unmittelbar auf einander folgende Doppelkurven auffassen.
Wenn also die W-Kurve fiir einen speziellen k-Wert Berithrungsdoppelkurve
wird, so muss sich eine zweite Doppelkurve der Regelffiche mit der W-Kurve
vereinigt haben. Man versteht die Moglichkeit, dass eine assoziierte Regelfliiche
eine andere Berithrungsdoppelkurve als die W-Kurve, von welcher ausgegangen
wird, haben kann. Wie wir hier finden werden, konnen die W-Kurven im all-
gemeinen und also nicht bloss diejenigen, welche einem linearen Komplexe angehi-
ren, als Berihrungsdoppelkurven assoziterter Regelfldchen auftreten. Nur in den
drei Fillen, wo die Ordnung =<3 ist, gibt es keine assoziierte Regelfliche mit
Beriihrungsdoppelkurve.

Die Schnittpunkte einer Kurve (9) mit einer Ebene

ax + by +cz +dw=o0

werden durch die Gleichung

(20) at* + bt + et +d=o0

bestimmt. Im Falle einer Berithrungsdoppelkurve soll es eine Ebene geben, welche
die Tangente in einem Punkte = o enthiilt und iiberdies fiir einen geeigneten
Wert von k& noch durch zwei Punkte mit den Argumenten ke und 2 e hin-

durchgeht. Da o hier beliebig ist, so konnen wir « == 1 setzen. Schreiben wir
k+ kE1=h,
so erhalten wir die Bedingung, dass das linke Glied von (20) durch
(t—1)2(EB—ht+ 1)
teilbar sein soll. 'Wir setzen

(21) att +htmtctm +d=(t— 12 (B —ht+ 1)(apt" ™+ o 1+ - aned).
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Rechts sollen hier die Koeffizienten fiir #» — 3 verschiedene Potenzen verschwin-
den. Man bekommt so n-—3 homogene lineare Gleichungen in den n—3 Para-
metern «,, @, ... ¢r—s, in denen noch % linear eingeht. Durch Elimination er-
hiillt man hieraus eine Gleichung fiir A vom Grade » — 3. [I%ir eine W-Kurve
von der Ordnung n gebt es also hichstens m — 3 assoziierte Regelfldchen, welche
dieselbe als Berihrungsdoppelkurve enthalten. Im allgemeinen haben aber nicht
simtliche n—3 Losungen fir h eine solche Bedeutung. Xrstens hat man, wenn
die Tangenten der W-Kurve in den Punkfen ¢{==1 und ¢{= —1 einander treffen,
was, wie leicht einzusehen ist, in den Fillen 4, 5, 6 und 7 der 4. Nummer ein-
trifft, die Lésung h= — 2. Fiir die entsprechende assoziierte Regelfliiche ist
k= —1, und die W-Kurve ist fiir dieselbe nur als einfache Kurve zu betrach-
ten. TFir die beiden zu einander reziproken Fille n =4, n =2, n,=1 und
n==4, =3, ng=2 ist nun h= — 2 die einzige Losung; Beriihrungsdop-
pelkurven kommen also hier nicht vor. Andere Ausnahmen hat man, wenn
die drei Punkte mit den Argumenten ¢, %2¢ und A~ '¢ in gerader Linie lie-
gen, und die Regelfliche mithin in eine mehrfache Fliche iibergeht. Ks muss
dann k offenbar eine Einheitswurzel sein, und die fraglichen Flichen sind in der
Tat dieselben, welche in der 8. Nummer unter 1—7 behandelt worden sind,
woselbst wir auch ibre Anzahl angegeben haben. Im Falle n =14, n, = 3, ny=1
hat man so als einzige Losung die dreifache Regelschar, welche aus den Trise-
kanten der Kurve erzeugt wird.

Wir konnen auch unmittelbar die Bedingung dafiir aufsuchen, dass fiir
eine Kurve (9) die Tangente in einem Punkte ¢ sowie die Punkte k¢ und £—'¢
in derselben Ebene enthalten werden.! Es ergibt sich

(ny — my) (B2"— 1) — (0 — my) P (2" — 1) + (0 — my) B (k2 — 1) +
(22)
+n fr—mt+ny (/62 Ne—2ny I) —n, Y (an——Qng _ I) - 7y Lk (k2n—2 Ny o I) = 0.

Man bestitigt leicht, dass das linke Glied den Faktor (#— 1)*(k + 1) enthiilt.
Wird dieser Faktor beseitigt, so bleibt eine Gleichung vom Grade 2 n —6 iibrig,
die » —3 Paare von Wurzeln %, 2= besitzt und mit der oben betrachteten
Gleichung fir » vom Grade # — 3 dquivalent ist. Man findet dementsprechend,
dass in den Fillen 4, 5, 6 und 7 der 4. Nummer das linke Glied von (22)

! Dasselbe Resultat erhiilt man, wenn man die Bedingung dafiir sucht, dass in {13) der Fak-
tor (f—kt)(kt—1¢;) doppelt auftritt.
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sogar durch (£— 1)°(k + 1)® teilbar ist. Hierzu kommt noch, was leicht zu be-
weisen ist, die Teilbarkeit durch die Faktoren

B 1, b — 1, ke— 1, B — 1, BT fe— 1, fs— 1,

wobei die sieben Zahlen x,... u, nach den Angaben am Ende der 8. Nummer
sich bestimmen lassen. Sind wir also in den Fillen 1, 2, 3 der 4. Nummer, so
bekommen wir fiir die Anzahl der assoziierten Regelfliichen, welche die W-Kurve

als eine eigentliche Beriihrungsdoppelkurve besitzen,

x+xl+x2+u+u1+u2+u3——8:
2

n—3—

x+x1+x2+u+u1+;¢2+u3‘
2

=n+1—

In den Fillen 4, 5, 6, 7 der 4. Nummer wird diese Zahl um Eins vermindert,

so dass wir erhalten

~x+x1+xz+!‘+!¢1+ﬂ2+ﬂa.
2

n

Da eine von den Zahlen x, ... u; gerade und mithin = 2 ist, so muss

e R A A R TR R
sein.
Im ausgezeichneten Falle hat man #, = — n, und n,=% — n,. Hieraus
bekommt man x = #»; und %, = n,., Wenn wir dann aus dem linken Gliede von

(22) den Faktor (k™ — 1) (4" — 1) ausscheiden, so ergibt sich die Gleichung
(23) ny (k™ + 1) (k" — 1) — 0y (k™ + 1) (A" — 1) =o0.

Das linke Glied ist hier durch (k — 1)® teilbar, wozu noch, wenn » == n, + n,
gerade ist, ein Faktor £ -+ 1 hinzukommt. Die Anzahl der assoziierten Regel-
flichen, fiir welche die W-Kurve eine eigentliche Beriihrungsdoppelkurve dar-

n —

stellt ist demnach % bzw. 4, je nachdem n eine ungerade bzw. ge-

rade Zahl bedeutet. Hieraus folgt, dass ¢m ausgezeichneten Falle die assoziierten
Regelfidchen, fiir welche die W-Kurve Berihrungsdoppelkurve ist, sich aus Haupt-

sehnen erzeugen lassen.
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171. Bei den weiteren Untersuchungen iiber die assoziierten Regelflichen
wollen wir uns auf reelle Gebilde beschrinken. In diesem Abschnitte sei (9) die
reelle Darstellung der W-Kurve. In der 5. Nummer haben wir durch Hinzu-
nahme der Grenzgebilde aus den algebraischen W-Kurven finf Hauptklassen
von verallgemeinerten W-Kurven erhalten, welche wir mit (4,), (A,), (A,), (A,
und (A;) bezeichnet haben. Wir bemerkten, dass jede von diesen Hauptklassen
als ein Kontinuum aufzufassen ist, in welchem die algebraischen W-Kurven
tiberall dicht eingebettet liegen. Wir werden finden, dass fiir jede Hauptklasse
die assoziierten Regelfidichen sich durch iiberesnstimmende Eigenschaften der Doppel-
kwrve charakterisieren lassen.

Dies ist fiir die Hauptklasse (A;) unmittelbar evident. Nach der 6. Num-
mer ist ja fir diese die Ordnung 3. Durch einen ausserhalb der Kurve gelege-
nen Punkt kann also hochstens eine Bisekante der Kurve gezogen werden. Hier-
aus folgt, dass ¢m Falle der Hauptklasse (A,) die Doppelkurve einer assoziierten
Regelfliche keinen anderen (reellen) Bestandteil als die zu Grunde liegende W-
Kurve hat. Hierbei wird £ als reell vorausgesetzt.

Fiir algebraische W-Kurven gibt es aber offenbar noch eine andere Art
von reellen assoziierten Regelflichen, bei welcher man |k| =1 hat. Setzt man
nimlich %= ¢**? so geht bei (12) der Parameterwert he—*’ in he*? itber. Die
zugehirige Erzeugende der Regelfliche ist die Verbindungsgerade zweier kon-
jugiert imaginiirer Punkte und folglich reell. Lisst man h die reellen Werte
von — oo bis oo durchlaufen, so erhdlt man eine reelle Regelfliche, fiir welche
die W-Kurve eine isolierte Kurve und keine wirkliche Doppelkurve darstellt.
Da die Verbindungsgerade zweier konjugierter Punkte einen reellen Punkt der
W-Kurve enthalten kann, so hat dessen ungeachtet in Ausnahmefillen die W-
Kurve ihre Lage auf der Regelfliche. Man versteht, wie sich fiir die in der
5. Nummer fiir das reelle Gebiet definierten verallgemeinerten WW-Kurven auch
diese Art von reellen assoziierten Regelflichen, und zwar durch Grenzbetracht-
ungen herleiten lidsst. In der Fortsetzung dieses Abschnittes wollen wir nur
solche assoziierte Regelflichen betrachten, fiir welche der Parameter % reell ist.
Da aber eine Regelfliche sowohl eine wirkliche als eine isolierte Doppelkurve
besitzen kann, so ist zu beachten, dass in solchen Fiillen die Fliche zu beiden
Arten von reellen Regelflichen gehdrt. Wenn man von der wirklichen Doppel-
kurve den Awusgangspunkt nimmt, so bekommt man ja ein reelles %; geht man
dagegen von der isolierten Kurve aus, so muss |k| =1 sein.

'34—34472. Acta mathematica. 64. Imprimé le 3 novembre 1934.
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12. Wir wollen untersuchen, wie fiir dieselbe W-Kurve (9) Anderungen
i der Realitit der Doppelkurve bei Variation von % zu erkliren sind. Fiir die
Doppelkurve ist die Gleichung (13) bestimmend. Diese schreiben wir jetzt, in-
dem wir ¢:1%, = u setzen, in der Gestalt

Y Tk (kn, _ kn) (I - kna) — oy (kng o kn) (I . knl) +
(24) + ym (km - ]C"l) (I —_ ]Cn) 4+ " (knz _ knl) (I _ kn) .
—_— e (knz _ kn) (I '_]Cn‘) + ('Icn, — kn) (I _ k112) =0.

Hier enthilt das linke Glied immer den Faktor
(w — 1% (u — k) (ku — 1).

Da (24) eine reziproke Gleichung ist, so treten immer Wurzeln #==1[ und
w=1[1"1 gleichzeitic auf. Sehen wir einstweilen von den Fiillen ab, wo [ = *+ 1
ist, so kommen also die Wurzeln in Paare [, ! vor, und jedem solchen reellen
Wourzelpaare entspricht eine wirkliche doppelt gekriimmte Doppelkurve der Re-
gelfliche.! Wir nehmen nun an, dass bei Variation von % zwei reelle Wurzeln
der Gleichung durch zwei konjugiert imaginiire ersetzt werden. Beim Uber-
gange muss man einen A-Wert haben, fiir welchen gleiche Wurzeln aunftreten.
Da aber eine Doppelwurzel ! von einer Doppelwurzel I=! begleitet wird, so muss
die Anderung in der Realitit der Wurzeln durch einen Faktor

(23) (o — 0 (w — 7)?

vermittelt werden. Die entsprechende Bedeutung fiir die assoziierten Regel-
flichen lisst sich so ausdriicken, dass zwes reelle doppelt gewundene Doppelkur-
ven sich tn eine Berihrungsdoppelkurve vereinigen und ber weiterer Verdnderung von
k in zwer konjugrert imagindre iibergehen. Hat man [ =f, so dass £ und £ die
Doppelwurzeln von (24) sind, so ist die urspriingliche W-Kurve eine Beriihrungs-
doppelkurve. Da hier von jeder Doppelwurzel eine (als =% oder %~') von vorn-
herein gegeben ist, so ist mit diesem Falle keine Anderung in der Realitit der
Doppelkurve verbunden. In diesem Abschnitte werden wir in keinem Falle eine
von der urspriinglichen W-Kurve verschiedene reelle Berithrungsdoppelkurve erhalten;

! Die Lésungen ! und 1! bezeichnen eben die Werte, welche k& und %' annehmen wiir-
den, wenn die fragliche Doppelkurve als Grundkurve angenommen wird. Man sieht dies ein,
wenn man die Operation der eingliedrigen Gruppe in Betracht zieht, durch welche man von der
einen zur anderen Erzeugenden iibergeht, die in einem Punkte der Doppelkurve zusammenstossen.
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man wird ndmlich nie vier reelle von * 1 und %, ' verschiedene Wurzeln der
Gleichung (24) von demselben Zeichen, wie ein Faktor (25) erheischt, bekom-
men konnen. Dagegen spielen im nichsten Abschnitt, wo die Gleichung der
W-Kurve in der reellen Gestalt (6) gegeben wird, solche Doppelkurven eine
grosse Rolle.

Wie bereits erwihnt, enthiilt das linke Glied von (24) immer den Faktor

(w—1)%. Hierzu kann noch unter einer gewissen Bedingung ein zweites Quadrat

(25,) (w — 1)?

hinzukommen. Die Bedeutung hiervon ist, dass zwei unmittelbar auf einander
folgende Erzeugende einander treffen oder in anderen Worten, dass die Regel-
fdche abwickelbar ist. Eine andere Doppelkurve als die zu Grunde liegende
W-Kurve ist. dabei in die Kuspidalkurve iibergegangen; letztere Kurve wird ja
eine Kuspidalkurve fiir #— 1. Nun vermittelt der Faktor (25,) den Ubergang
von zwei reellen zu zwei konjugiert imaginiren Wurzeln. Letztere miissen of-
fenbar ein inverses Paar I, ! bilden und mithin den Betrag 1 besitzen. Wie
leicht zu verstehen ist, bedeutet also hier die Kuspidalkwrve den Uber_qang
zwischen ewmer wirklichen und einer isolierten Doppelkurve, wobei an der Realitiit
der Doppelkurve selbst nichts geéindert wird.

Die Bedingung fiir einen solchen neuen Faktor (25,) erhilt man leicht

durch zwei Derivationen von (24). Es ergibt sich
ny(n—mg) (1 — BT (1 = &) — m(ng — ) (1 — B ) (1 — B) =
(26) =ny(n — n) k"t —n (n —ng) K" + n(ng — ng) K™ +

2
+ n(ng — ng) BV — my (0 — ny) KM 4+ ny (n— my) = 0.

Dieser Bedingung kann man durch Hinzunahme der Identitit
(27) (B — Y (1 — k") — (B — B (1 — k™) + (B — B (1 — k) =o0

andere Gestalten geben. In (26) hat man, wie leicht zu verifizieren ist, einen
Faktor (& -— 1)*. Die Zeichenregel lehrt weiter, dass diese Gleichung keine an-
dere positive Wurzel als die vierfache £ =1 besitzen kann. Fiir etwa auftre-
tende abwickelbare Flichen muss demnach k < 0 sein, was man ibrigens auch
daraus folgern kann, dass keine Ebene vier Punkte der W-Kurve mit ¢ > o ent-
halten kann.
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BEs lisst sich noch weiter behaupten, dass es fiir jede von den fiinf Haupt-
klassen verallgemeinerter W-Kurven emme bestinumbe Anzahl assoziverter Regelflichen
gibt, welche abwickelbar sind. Wenn es, wie hier, sich nur um reelle Wurzeln
handelt, konnen wir ja leicht der Gleichung (24) eine solche Gestalt geben, dass
dieselbe sich sofort auf die verallgemeinerten W-Kurven iiberfithren lisst. Wir
ersetzen in den verschiedenen Potenzen von « ganz einfach # durch den Betrag
|| und fiigen noch den Faktor sgn » dazu, falls der betreffende Exponent in
(24) ungerade ist. Nachher kann man #, %, und #, durch », » und », ersetzen
und bekommt so aus (24) Gleichungen, welche noch fiir die in der 5. Nummer
eingefithrten verallgemeinerten W-Kurven Giiltigkeit haben. Fiir die fiinf Haupt-
klassen unterscheiden sich diese Gleichungen durch die Glieder, in denen der
Faktor sgn w# auftritt. Da nur die Verhiltnisse von », », und », hier von Be-
deutung sind, so kann man etwa »,=1 setzen. Da man », » und », stetig
variieren kann, so stellen jetzt die Gleichungen (24) fiir jede der fiinf Hauptklas-
sen een Kontinuum dar. Beziglich der Doppelkurve der assoziierten Regelflichen
muss offenbar eine gewisse Ubereinstimmung betreffs der W-Kurven gelten, die
derselben Hauptklasse angehoren. Anderungen hierin sind nur dann méglich,
wenn fiir das Auftreten von Faktoren (23), (25,) und (25,) besondere Bedingungen
in », », und v, erforderlich sind. In der Tat verbhalten sich die W-Kurven, die
der Hauptklasse (A,) angehoren, in dieser Hinsicht verschiedenartig, indem (23,)
als Faktor in (24) auftreten kann, aber nur unter Bedingung einer gewissen
Ungleichung in %, n, und #%,.

Die Gleichung (26) ldsst sich in derselben Weise wie (24) verallgemeinern.
Wir ersetzen demgemiiss % mit |%| und fiigen zu einem Gliede mit einem un-
geraden Exponenten den Faktor sgn & hinzu. Nachher fithren wir statt der
ganzen Exponenten #, n, und #», die allgemeinen reellen Exponenten », », und
v, ein. Wir erhalten dann fir jede Hauptklasse eine Gleichung, durch welche
die Werte des Parameters & fiir die unter den assoziierten Regelflichen auf-
tretenden abwickelbaren Flichen bestimmt werden. Wir werden finden, dass
die Anzahl dieser Wurzeln sich nicht dndert, wenn wir in derselben Hauptklasse
bleiben.. Fiir eine Anderung wire nimlich erforderlich, dass im Ubergangsfalle

das linke Glied von (26) einen von den beiden Faktoren
4+ 0*E+ 1792 (& + 1)

enthielte. Bei sidmtlichen Hauptklassen wird es sich aber als unmdoglich er-

weisen eine solche Bedingung zu erfiillen.
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Es lisst sich noch denken, dass die Anzahl der reellen Wurzeln von (24)
durch Vermittlung eines Faktors

(255) (w+ 1)

geiindert werden kann. Setzt man in (24) w = — 1, so findet man fiir die Haupt-
klassen (A,), (A,) und (A,) bzw. die Bedingungen

(ke — k(1 — k™) =o0; (U —k")(1 —k)=o0; (k" —I)(1— k") =o0.

Hier hat man die feste Losung £= — 1 und keine reelle Losung, welche von
n, #; und n, abhiingt. Da £ und &' zusammengehérig sind, so liegt iiberdies
k= —1 in einem Endpunkte des Variationsbereiches fiir %, und man sieht ein,
dass fiir die drei ersten Hauptklassen ein Faktor (25,) keine Bedeutung von der
hier in Rede stehenden Art haben kann. Fiir die beiden letzten Hauptklasgen
ist w= — 1 von vornherein eine Lisung der Gleichung (24). Es gilt also hier
die Bedingung fiir einen Faktor (u + 1)®. Wir verschieben diese Frage auf die
besondere Behandlung dieser Klassen.

13. Wir untersuchen jetzt der Reihe nach die assoziierten Regelflichen
fiir die noch iibrigen vier Hauptklassen (A,), ... (A;). Dabei behandeln wir zu-
niichst die in der 5. Nummer gegebenen speziellen algebraischen Reprisentanten
(B,), ... (B;), um spiter die bei diesen gewonnenen Ergebnisse auf die zugehori-
gen Klassen zu iiberfithren.

Es gilt also die Frage, unter welchen Bedingungen vier verschiedene Punkte
mit den Argumenten ¢, k¢, &5, kt, in derselben Ebene liegen. Es lisst sich hier
auf Grund der eingliedrigen Gruppe ?, beliebig wiihlen, so dass man fiir £> o0
Et: =1 und fir k<o kt; = — 1 setzen kann. Schreiben wir weiter ¢;: ¢, = ¢,
so reduziert sich die Frage fiir den Reprisentanten (B,) und >0 auf die Mog-
lichkeit einer Identitit

(28) #4+ A+ Bt+ C=( —ht + 1)(£ — hat + o).
Man erhilt die Bedingung

(20) o + a4+ 1=0.

Die Losungen o von (29) sind reell fiir

(30) W=z,
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Man hat

Fir £ > o ist mithin
(32) A h* = 4.

Gilt (32), so haben die beiden Gleichungen
(33) P—ht+1=0; t#!—het+a®=0

reelle Wurzeln. Dieselben bestimmen zwei Punktpaare auf der Kurve (B,), deren
Verbindungslinien einander treffen, und die Treffpunkte erzeugen eine neue
werkliche Doppelkurve der Regelfliche. Fiir h? = 4 erhalten wir die abwickel-
bare Fliche, welche (B,) als Kuspidalkurve hat. Gilt von (30) und (32) nur die
erste, so bestimmen die Gleichungen (33) zwei Paare von konjugiert imaginiiren
Punkten. Da die Verbindungsgeraden immer noch reell sind, so ist auch in
diesem Ialle die hinzutretende Kurve eine wirkliche Doppelkurve. Die zu Grunde
liegende W-Kurve (B,) spielt aber jetzt nur die Rolle einer isolierten Kurve.
Im Grenzfalle h* == 2 hat man nach (31) 22+ 1=0. Wie bereits aus der 8. Num-
mer hervorgeht, hat die Regelfliche in diesem Falle die Linie z = w =o0 als
Leitgerade. Die bewegliche Doppelkurve ist in diese Linie iibergegangen. Nun
wurde jene Kurve von den Erzeugenden in zwei Punkten getroffen. Diese Ei-
genschaft geht in der Tat auf die Leitgerade iiber, und zwar in solcher Weise,
dass die beiden Punkte unmittelbar auf einander folgen. Es handelt sich nim-
lich um eine Berihrungsleitgerade, auf welcher die ebenen Querschnitte der Re-
gelfliche Beriihrungsknoten besitzen. Dies hingt damit zusammen, dass, wie
leicht zu ersehen ist, die Ebene durch zwei Erzeugende, die in einem Punkte
der Leitlinie zusammenstossen, auch die Leitlinie enthalten. Hat man endlich
h? < 2, so dass auch (30) nicht gilt, so sind die Losungen « von (29) imaginir,
Da man [k|=1 findet, so ist die Regelfliche immer noch reell. Beide Doppel-
kurven sind aber jetet in isolierte Kurven iibergegangen. Aus (31) ersieht man,
dass diese beiden Fille mit nur einer oder zwei isolierten Doppelkurven sich
dadurch unterscheiden, dass im ersten Falle der reelle Teil von % > o und im
zweiten < 0 ist.

Fir £ <o wird in derselben Weise die Frage auf Erfiillung einer Identitiit

(28,) t+ AP+ Bt + C=("—ht— 1)(£? — hat — &%)
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zuriickgefithrt. Auch in diesem Falle wird o durch (29) bestimmt. Gilt die
Bedingung (30), so wird e reell, und die Regelfiiiche hat eine zweite wirkliche
Doppelkurve. Fir h?=2 bekommt man ¢ = 1, und die beiden Faktoren rechts
in (28,) werden identisch. Die beiden einander schneidenden Sekanten der Kurve
(B,) folgen also unmittelbar auf einander, und die Regelfidche geht in eine ab-
wickelbare Fliche iiber, welche die hinzutretende Doppelkurve als Kuspidalkwrve hat.
Zuletzt kann h® << 2 sein; als zweite Doppelkurve hat man in diesem Falle esne
zsolierte Kurve.

Der Ausgangspunkt von (28;) hat uns jedoch zu keinen eigentlich neuen
Regelflichen gefiihrt. Wird ndmlich hier die Regelfliche auf die zweite wirk-
liche Doppelkurve als Ausgangskurve bezogen, so muss man offenbar, da diese
in eine Kuspidalkurve iibergehen kann, £ > o haben. Wenn zwe:t wirkliche Dop-
pelkwrven vorkommen, so gilt also k>0 oder k<<o, je nachdem die Fldche auf die
etne oder andere als assoziierte Regelfldche bezogen wird. Ein Unterschied besteht
darin, dass man von (28,) zu keinem Falle mit zwei isolierten Doppelkurven ge-
langen kann. Solches war auch von vornherein zu erwarten, da die Doppel-
kurve, welche beim Ubergange in eine Beriihrungsleitgerade iibergehen sollte,
hier als fest angenommen wird. '

Nun gilt es, in wie weit wir diese Resultate fiir den Reprisentanten (B,)
auf die ganze Hauptklasse (A,) iiberfiihren kénnen. Wir beschrinken uns auf
reelle I-Werte und bestimmen aus den Zeichenfolgen der Glieder bei verschie-
denen Zeichen fiir # und £ eine Maximalzahl der reellen Wurzeln der Gleichung
(24). Als Zeichenfolge fiir # << 0 bezeichnen wir dann diejenige, welche man
erhilt, wenn man in der Gleichung # = — v einsetzt. In diesem Falle, wo n,
und %, als ungerade ganze Zahlen anzusehen sind, findet man dieselben An-
derungen in der Zeichenfolge fiir £>o0 und £ <o. Es geniigt also mit den
Angaben fiir ¥ > 0 und u < o:!

+ =+ + -+ (u > o);
+ —— — — + (v < 0).
Ausser der Doppelwurzel 1 nebst den Wurzeln %2 und %! gibt es mithin nur

die Moglichkeit von zwei reellen Wurzeln, deren Zeichen tiberdies von dem-
jenigen von % verschieden sein miissen. Die Regelfliche kann also nur noch

! Wenn das erste Glied mit dem Zeichen — anfingt, denken wir uns simtliche Zeichen
umgesndert.
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eine reelle Doppelkurve besitzen, und es kann kein Faktor (25) in (24) auftreten.
Fiir (26), welche die abwickelbaren Fliichen bestimmt, findet man fiir £ > o und
k < o dieselben Zeichenwechsel wie oben fiir # > 0 und v < o. Unter den as-
soziierten Regelflichen fiir £ <o kann also hochstens eine abwickelbar sein.
Kine solche gibt es auch immer, da ein Faktor (k¥ + 1) in (26) hier die nicht
zu erfiillende Bedingung n(n; — %,) = 0 voraussetzt. Hierbei ist es von Bedeu-
tung, dass, wie unmittelbar einzusehen ist, die obigen Resultate beziiglich der
Zeichenfolgen auch fir die verallgemeinerten W-Kurven mit stetig verinderlichen
Exponenten v, », und », gelten. Fiir die folgenden Hauptklassen gilt die ent-
sprechende Bemerkung.

Wenn es sich um wirkliche Doppelkurven handelt, ist es also zulidssig die
oben hergeleiteten Resultate betreffs der Repriisentanten (B,) auf die ganze Haupt-
klasse (A,) zu iibertragen. Da % und 4! zusammengehorig sind, so konnen wir
dabei die reellen %A-Werte zwischen den Grenzen o und T I annehmen. Wir
machen die Zusammenfassung in dem folgenden Satze. '

Fiir k> o hat die Regelfliche immer noch eine zwerte wirkliche Doppellkurve.
Geht man von dieser letzteren Kurve als Grundkurve aus, so wird k << o und variiert
von 0 bis — K, wobei fiir k= — K die Regelfldche abwickelbar wird und erstere
Kuwrve als Kuspidalkurve hat. Vir — K > k> — 1 hat die Regelfldche nur eine
wirkliche Doppelkurve.

In der reziproken Gleichung (24) kann man die Substitution w + w1 =z
ausfithren; handelt es sich dabei um die Hauptklassen (A,) und (A;), so soll zu-
vor der Faktor «# + 1 ausgeschieden werden. Man bekommt in solcher Weise
eine Gleichung fiir z. Den reellen Liosungen z entsprechen nun wirkliche und
isolierte Doppelkurven, und zwar wirkliche fiir Betrige = 2 und isolierte fiir
Betriige << 2. Da fiir eine abwickelbare Fliche #= 2 ist, so geht hervor, wie
eine Kuspidalkurve den Ubergang von einer wirklichen zu einer isolierten Dop-
pelkurve bildet. Fiir den Reprisentanten (B,) haben wir nach (14) 6 als Grad
der assoziierten Regelflichen. Nur zwei Doppelkurven, welche von den Erzeu-
genden in zwei Punkten getroffen werden, sind also moglich, und iiber diese
haben wir in der obigen Ubersicht Klarheit gewonnen. s soll hier nicht ver-
gessen werden, dass wir keine allgemeine Schliisse tiber die Anzahl der Wurzeln
von (24) mit u]=1 oder —2 < u + u~' =z < 2 gezogen haben. Ubereinstim-
mung betreffs der Anzahl der isolierten Doppelkurven fiir die ganze Klasse (A,)

mit dem Repriisentanten (B,) soll also nicht erwartet werden. Es ist auch nicht
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bewiesen, dass die isolierten Kurven gleichzeitig mit den Verhiltnissen von
%, n, und #, immer gewissen Grenzlagen zustreben. '

Wenn zwei wirkliche Doppelkurven sich in eine Berithrungsdoppelkurve
vereinigen, so miissen offenbar auch die Werte der zugehdrigen Parameter %
zusammenriicken. Hier bei (A,) ist aber dies unmoglich, da die Zeichen ver-
schieden sind. Wenn man sich auf reelle Gebilde beschrinkt, so konnen also bei

der Hauptklasse (Ay) keine Beriihrungsdoppelkurven auftreten.

14. Wir untersuchen jetzt die assoziierten Regelflichen fiir den Reprisen-
tanten (B,) der dritten Hauptklasse (A;). Wir beginnen, nach dem Beispiel der
vorigen Nummer, fir & > o mit dem Ansatz

(34) P+AL+ B+ C=(E—ht+ 1)(—hat+ )+ h(1 + a)).
Fiir die Bestimmung von e ergibt sich die Relation
(35) h¥ e + 1)2 —a=0.

Die Realitit von « erheischt die Bedingung
(3 e

Andererseits muss nach (31) bei reellem %
hi=4
sein, wobei das untere Zeichen £ =1 gibt, so dass wir die abwickelbare Fliche

erhalten. Fir k> o gibt es mithin keine zwerte wirkliche Doppellm;zje. Tiir b2 = !

hat man « =1, und wir bekommen noch einmal eine abwickelbare Fliche. Fir
dieselbe ist aber die zu Grunde liegende Kurve eine isolierte Kurve, und die

Rolle der Kuspidalkurve wird von einer neuen W-Kurve iibernommen. Wie
man jetzt leicht einsieht, behandelt man bei h® < :1 denselben Fall wie bei 22 = 4.
Es sind nur die Ausgangspunkte verschieden, indem als Grundkurve fiir h* = 4

die wirkliche Doppelkurve und fir A* gi die isolierte Doppelkurve gewihlt wer-

den. Hat man endlich 4 > A* > i, so sind beide Doppelkurven isolierte Kurven.

35—~34472. Acta mathematica. 64. Imprimé le 3 novembre 1934.
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Fir % < o setzen wir
(34,) P+ A+ B+ C=(—ht—1)(—hat—¥)(t + (1 + )
und bekommen fiir ¢ die Gleichung
(35,) e + 1) + e=o0.

Da (35,) fiir « immer reell 16sbar ist, so gibt es fiir k<o ¢mmer noch eine zweite
wirkliche Doppelkurve. Man hat hier offenbar noch % <o, wenn von dieser zweiten
Kurve als Grundkurve ausgegangen wird.

Unter Voraussetzung der Hauptklasse (A,;) erhalten wir fiir (24) die Zeichen-

folgen: |
+ -+ + —+ (u>o0, k>o);
+ 4+ ==+ + (v <o, k> o0);
++——+ + (u>o0, k<o)
+ -+ + —+ (<o, k<o0).

Man sieht hieraus, wie in der vorhergehenden Nummer, dass ausser der Grund-
kurve hochstens eine wirkliche Doppelkurve denkbar ist, und dass kein Faktor
(25) im linken Gliede von (24) auftreten kann. Die Gleichung (26) hat dieselben
Zeichenfolgen wie (24) fir £ >o. Nun hat fiir den Repriisentanten (B,) (26)
keine negativen Wurzeln. Nach der Zeichenfolge sind aber deren zwei erlaubt.
Bei stetiger Veriinderung der Exponenten solite der Ubergang zu zwei negativen
Whurzeln durch einen Faktor (k + 1)? vermittelt werden. Hierfiir wiirde aber die
unmogliche Bedingung n,(n — n,) = 0 nétig sein. Die zur Hauptklasse (A;) ge-
hirigen assoziterten Regelflichen haben demnach fiir k > o niemals, fiir k<o im-
mer eine zwerte wirkliche Doppelkurve.

s gibt eine reelle assoziierte Regelfiiiche, fiir welche die Kurve (B,) eine
Berithrungsdoppelkurve darstellt. Nach (21) wird die Frage auf eine Identitit

P+A+BE+ C=[t—1)(P—ht+ 1)(t+h+2)
zuriickgefithrt. Hieraus erhilt man die Bedingung
(h + 2)—1=0.

Nur die Losung b= — 3 ist hier von Bedeutung. Man bekommt weiter
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—2+ Ve
Btbt= =g k=35

Auch fiir eine allgemeine W-Kurve der Klasse (A,) gilt es, dass diesclbe als Be-
rithrungsdoppelkurve fiir eine wund nur eine assozvierte reelle Regelfldche auftritt.
Der Beweis hierfiir lisst sich vielleicht am leichtesten geometrisch fithren. Man
betrachtet die beiden Ebenen durch die Punkte {=o0 und {= o, welche die
Tangente im Punkte {=1 enthalten. In einem Winkelraum schneiden die
Fhbenen des so bestimmten Biischels zwei Punkte der Kurve mit negativen Argu-
menten aus. Bewegt man die Ebene von {=0 zu { = o, so wachsen beide diese
Argumente nach ihren Betriigen stets, und es gibt mithin eine und nur eine
Ebene, fiir welche das Produkt der Argumente = 1 ist.

15. Bei den beiden noch iibrigen Hauptklassen (A,) und (A;) besitzt (24)
die Losung # + 1=0 oder t-+ {,==0. Die W-Kurven sind in diesen Fillen
symmetrisch in bezug auf eine Koordinatenebene und die gegeniiberliegende
Ecke. Nach der Darstellung in der 5. Nummer ist diese Ebene z=o fiir die
Hauptklasse (A,). Die Erzeugenden der assoziierten Regelflichen treten dann
auch in symmetrischen Paaren auf, und man bekommt in der Symmetrieebene
eine Doppelkurve, welche von den Erzeugenden  ¢n nur einem Punkte getrof-
fen wird. :

Betrachten wir jetzt den Reprisentanten (B,) (n =4, n, =2, n,= 1), so0
hat man nach (14) 5 als Grad der assoziierten Regelflichen. Man versteht schon
hieraus, dass in diesem Falle eine assoziierte Regelfliche keine andere Doppel-
kurve als die Grundkurve und die ebene Doppelkurve in z=o0, welche iiberdies
ein Kegelschnitt sein muss, besitzen kann.

Es ist die Frage, in wie weit diese einfachen Verhiltnisse auch fiir die
allgemeine Klasse (A,) gelten. Wollen wir hier fiir (24) die Zeichenregel be-
nutzen, so hat man, da n — #, — %, ungerade ist, fiir # < o zwei Fille zu unter-
scheiden, je nachdem #n — n, = n, ist.

a) » — ny > n,. Wir erhalten die Zeichenfolgen:

+ =+ + -+ (u>o0, k> o);
+ 4+ + === (v <o, k> o0);
++ ==+ + (u>o0, k<o)
+——+ + - (w <o, k<o)
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Sowohl fir k> o als ¥ < o bekommen wir mithin insgesamt fiinf Zeichenwechsel.
Die Gleichung (24) kann also keine anderen reellen Wurzeln als die bereits be-
kannten besitzen, nimlich die Doppelwurzel 1 und die einfachen Wurzeln %, 2!
und — 1. Hieraus folgt, dass in diesem Falle keine neuen reellen wirklichen
Doppelkurven auftreten konnen. Wenn man fir die Hauptklasse (A,) n—mn,> n,
hat, so existiert sowohl fiir k> o als k < 0 ausser der Grundkurve und der ebenen
Doppelkurve keine wirkliche Doppelkurve.
b) n—mny < n,. Fir u <o bekommt man jetzt die Zeichenfolgen:

+ + =+ - = (u <o, £>o);
+ =+ — 4+ — (v <o, k<o).
Durch die Substitution » = — v wird (24) in

(1;"4'"1—7’2 _ I) (k"‘ — kn) (I — knz) +
(37) 4+ g (vﬂ_n1+n2 —_ I) (kng . kn) (I _ 76”1) _

— e (,Un,—n—i»ng . I) (k"g _ kn,) (I _ kn) =0

iibergefithrt. Wenn hier der Faktor v — 1 ausgeschieden wird, so resultiert auf
der linken Seite ein Ausdruck, dessen alle Koeffizienten fiir £ > o positiv sind.
Man beachte dabei die Identitit (27). Es ist also auch in diesem Falle w = — 1
die einzige negative Wurzel von (24). Hat man k > 0o, so verhdlt sich mithin die
Doppelkurve in derselben Weise fiir n— ny << m, wie fiir n— ny > n,.

Im noch ibrigen Falle substituieren wir in (37) k= — K, wo also K > o
ist. In der so erhaltenen Gleichung ist es erlaubt die ganzen Exponenten #,
ny; und %, durch die in der 5. Nummer eingefiihrten stetig verdnderlichen v, ¥,

und », zu ersetzen. Man erhilt in solcher Weise

57— 1) (00— K 1+ K —
(38) — o (Tt — 1) (K + KY) (1 — K +
+ o (it — 1) (K + K™) (1 — K’)=o.

Diese Gleichung hat die Wurzeln 1, K und K—!. Es ist die Frage, unter wel-
chen Umstéinden dieselbe noch zwei positive Wurzeln besitzen kann. Nach den
bereits erhaltenen Resultaten konnen keine solche Wurzeln fiir », + v, < auf-
treten. Auf Grund der stetigen Veriinderlichkeit muss nun der Ubergang von
drei zu fiinf positiven Wurzeln der Gleichung (38) durch ein Paar gleicher Wur-
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zeln erfolgen. Da die Gleichung reziprok ist, so miissen diese gleiche Wurzeln
=1 sein; es handelt sich in der Tat um einen hinzukommenden Faktor (z3,).
Die Frage gilt also zunichst die Bedingung fir eine dreifache Wurzel v =1

von (38). Durch Derivation bekommen wir hierfiir

y (1 + K) (1 — K*) — (1 + K")(1 — k") =

(39)
= —v) K —p K" + v K" — v K" + 9, K" — (y—9p,) = 0.

Diese Gleichung (39) hat eine dreifache Wurzel K = 1, und durch die Zeichen-
folge finden wir, dass nur fiir », + », > » noch zwei positive Wurzeln denkbar
sind. Existieren nun wirklich Fille mit solchen Wurzeln, so muss es auf Grund
der stetigen Veriinderlichkeit von », », und », auch einen Ubergangsfall mit zwei
neuen gleichen Wurzeln geben, welche, da die Gleichung reziprok ist, nur = 1
sein konnen. Nach dreimaliger Derivation erhilt man als Bedingung fiir eine
fiinffache Wurzel K =1 '

(40) 3 =1v+ .

Bei der Entwicklung des linken Gliedes von (39) nach K — 1 hat auf Grund
des Faktors 3v, —» —w, der Koeffizient fir (K — 1)° verschiedene Zeichen fiir
3v,—v—vy, >0 und 3v,—v—w» <0. Man versteht leicht hieraus, dass im
einen Falle (39) zwei neue reelle Wurzeln hat, im anderen aber nicht. Nun ist
offenbar, da », <w» <w, fir », + v, —» <o die Ungleichung 37, —», —» <o

eine Voraussetzung. Hieraus ist ersichtlich, dass, falls
(40) vy <wv -+

gilt, (39) ausser der dreifachen Wurzel K = 1 keine reellen Wurzeln besitzen
kann. Es kann wmithin in diesem Falle keine neue Doppelkurve hinzukommen.

Hat man andererseits
(40,) 37, > v + oy,

so gibt es einen Wert K = K, < 1, fiir welchen (39) befriedigt wird. Gehort K
zum Intervalle 1> K > K, (oder zu dem damit fquivalenten reziproken Inter-
valle 1 < K < K;%), so hat die Gleichung (38) noch zwei positive Wurzeln, und
die assoziierte Regelfliche hat als neue Doppelkurve eine doppelt gekriimmte
Bahnkurve. Fiir K= K; wird letztere Doppelkurve in zwei unmittelbar auf
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einander folgende Kurven deformiert, welche sich der ebenen Doppelkurve in
2z =0 unbegrenzt nihern. Diese Kurve konnen wir dann als eine Oskulations-
doppelkurve bezeichnen, da die ebenen Querschnitte in den Schnittpunkten mit
derselben Oskulationsknoten bekommen.

Nur unter der Bedingung (40,) und fiir k < o gibt es mithin assoziierte Regel-
Sldchen, welche ausser der Grundkurve und der ebenen Doppelkurve in z = 0 noch
eine dritte Doppelkurve besitzen. Fir den Parameter k muss dann die Beschrdn-
kung — 1 <k < — K, (oder die dquivalente — 1 >k > — K,) gelten, wo K, und
K71 Lésungen von (39) bedeuten. Fiir die Grenze k= — K,, — K7 st die ebene
Doppelkurve in eine Oskulationsdoppelkurve wbergegangen. '

In der Gleichung (24) treten « und % symmetrisch auf. Dies ist unmittel-
bar ersichtlich, wenn man dieselbe in der Gestalt

(41) (u" —_ I) (um—ng — I) (kn2 . I) (kn—nl — I) Jn—ne —

— (u712 — I) (un—nl . I) Yl Y (kn — I) (kn,—m — I) =0

schreibt. Die Parameter fiir die feste und die bewegliche Doppelkurve im Inter-
valle von — K, bis — 1 werden mit % bzw. u bezeichnet. Aus den obigen Ent-
wicklungen geht hervor, dass die Werte £ = — K, und » = — 1 einander ent-
sprechen. Dasselbe gilt folglich auch fir k= —1 und w= — K,. Hieraus
liisst sich schliessen, dass, falls £ sich von — K, zu — 1 bewegt, so geht u den
umgekehrten Weg von — 1 zu — K,, und zwar monoton, da einem Wert « nur
ein Wert k entspricht. Man erhiilt also einmal und nur einmal u=%. In die-
sem Falle folgen die feste und die bewegliche Doppelkurve unmittelbar auf ein-
ander. Gult also fiir die Hauptklasse (A,) die Ungleichung (40,), so gibt es eine
reelle assoziierte Regelfliche, fiir welche die W-Kwrve die Bedeutung einer Be-
rithrungsdoppelkurve hat. Von Interesse ist es vielleicht zu beobachten, wie die
Fliche verschiedenartige Eigenschaften bekommt, je nachdem man fiir die feste
Doppelkurve £ = — K, oder k= —1 hat. Im ersten Falle riickt die bewegliche
Doppelkurve in die Ebene z=o0, im zweiten aber, wo die Regelfliche ein Kegel
wird, in die gegeniiberliegende Ecke z =y = w=0. Offenbar sind sonst immer
zwei Flichen, fiir welche w und % die Werte wechseln, mit einander projektiv
dquivalent. Wenn man sich den Grenzen — K, und — 1 niihert, wird aber die

Determinante der dazu erforderlichen Transformation gegen o oder o streben.

16. Auch bei der noch iibrigen Hauptklasse (A;) hat (24) die Wurzel
u = —1, und die assoziierten Regelflichen besitzen dementsprechend immer eine
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ebene Doppelkurve. Dieselbe liegt, wenn wir von der Darstellung in der 5. Num-
mer ausgehen, in der Ebene w = 0. Wie bei den Klassen (A,) und (A,) fithren
wir zunichst die Untersuchung fiir den Repriisentanten (Bj;) aus.

Fir k> o gilt es eine Identitit

(42) £+ A3+ Bt+ C=(E—ht+1)(@—hat+ ) (t+ 1(1 + a)).
Als Bedingung fiir ¢ bekommen wir
Rt +a)fe®* + 1+ a(h®—1)]=0.

Da der Losung o= — 1 die eben erwihnte Doppelkurve in der Ebene w = o0
entspricht, so bleibt ibrig die Bedingung

(43) a?+ah®—1)+1=0
zu diskutieren. Da (43) fir

(44) Rz 3

reelle Losungen hat, so ist .(44) die Bedingung fiir eine neue wirkliche Doppel-
kurve. Die Grundkurve ist aber nur fiir h* = 4 eine wirkliche Doppelkurve;
fir h* =4 ist dieselbe die Kuspidalkurve einer abwickelbaren Fliche und fiir
h? < 4 eine isolierte Kurve. Hat man insbesondere h?= 3, so bekommt man in
(43) dfe Doppellosung «= — 1. Der dreifachen Losung ¢ = — 1, welche man
erhiilt, wenn man die frithere Losung mitnimmt, entspricht, wie in der vorigen
Nummer, ezne ebene Oskulationsdoppelkurve; dabei ist aber hier, zum Unterschiede
vom Falle der vorigen Nummer, die Grundkurve eine isolierte Kurve. Fiir h2 << 3
sind beide Doppelkurven in isolierte Kurven ibergegangen.
Hat man dagegen k£ << 0, so konnen wir von einer Identitit

(42)) P+ A+ Bt + C=(—ht—1)(®—het— ) (t+ k(1 + a))
ausgehen. Betreffs der Bestimmung von ¢ wird jetzt (43) durch
(43,) ' e*—a®+1)+1=0

ersetzt. Nur fir h®*= 1 erhilt man hier reelle Wurzeln und also eine zweite
wirkliche Doppelkurve, welche fiir h* =1 in eine Kuspidalkurve und fiir A2 < 1
in eine isolierte Kurve iibergeht. Diese Fille haben wir jedoch schon friiher

mit dem Ausgangspunkte von (42) hergeleitet. Nur ist hier die dort bewegliche
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Doppelkurve als feste Grundkurve gewihlt. Als solche kann dieselbe sich nicht
doppelt zusammenbiegen und mit der ebenen Doppelkurve vereinigen. Darum
lisst sich hier der Ubergang zum Falle mit zwei isolierten Kurven auch nicht
ausfithren.

Wenn wir jetzt fiir die Gleichung (24) die Zeichenfolgen bestimmen wollen,
go ist zu bemerken, dass, da %, n, und n, als ungerade ganze Zahlen anzunehmen
sind, bei einer Zeicheninderung von % die Koeffizienten nur die entgegengesetz-
ten Zeichen annehmen. Wir brauchen darum nicht besondere Folgen fir k > o
und 4 < o anzugeben. Wir erhalten die Zeichenfolgen:

+ -+ + =+ (u > o);
+ - — 4+ + — (u <o, n—mny>mn);
+ =+ -+ - (u <o, n—mny<<mny).

Die fiinf Zeichenwechsel in der letzten Folge konnen jedoch hochstens drei reelle

Wurzeln bedeuten. Schreiben wir nimlich # = — v, so geht (24) in

(vn+n,—n2 _ I) (]Cn, — kn) ([ — k”z) —
(45) — (vn—n,-ﬂ)g . I) (kn_. . kn) (I — k"‘) +

4+ g (,Un,+n2—fn — I) (]cn._, __ kn,) (I _ kn) =0

iiber. Verkiirzt man hier mit v — 1, so erhalten (fiir £ > o) die ersten und
letzten Glieder das Zeichen + und die nach beiden Seiten angrenzenden das
Zeichen —; die mittleren Glieder verschwinden aber auf Grund der Identitit
(27). Fiir k <o gilt dasselbe bei Anderung der Zeichen. Nach der Verkiirzung
sind somit bloss zwei Zeichenwechsel iibrig, so dass also durch dieselbe deren
drei beseitigt worden sind.

Die hoéchste Anzahl der Wurzeln von (24) ist mithin im Falle (A;) sieben,
und zwar sowohl fiir # — ny, > n als ® — ny << #;. Wir kennen bereits fiinf Wur-
zeln, ndmlich die Doppelwurzel 1 und die einfachen Wurzeln £, 2! und — 1.
Es kann also nur eine bewegliche doppelt gekrimmte Doppelkurve existieren,
und die Bedingung hierfiir ist, dass (24) noch zwei reelle Wurzeln besitzt.

Bs gilt jetzt klarzulegen, in wie weit die Verhiltnisse bei den allgemeinen
W-Kurven der Klasse (A;) sich in dhnlicher Weise gestalten wie bei dem Re-
prisentanten (B;). Ohne weiteres ist ersichtlich, dass aunch hier kein Faktor (23)
in (24) auftreten kann. Die nichste Frage ist, ob die Gleichung (26) fiir die
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abwickelbaren Flichen immer dieselbe Anzahl von Lésungen mit £ < o hat. Fiir
den Reprisentanten (B;) ist diese Anzahl drei, nimlich — 1 und :igﬁ Da
n, n, und n, sich durch die stetio veriinderlichen », », und », ersetzen lassen,
so versteht man, dass beim Ubergange zu einer anderen Anzahl ein Faktor (k + 1)
auftreten muss. Dies ist aber ausgeschlossen, da man als Bedingung hierfiir
(v —v,) (¥ —»,) (v, — v,) =0 erhalten wiirde. Zuletzt ist zu entscheiden, ob (24)
einen Faktor (25,) enthalten kann. Fiir £ < o ist dies offenbar unmdoglich, da
wir oben gefunden haben, dass héchstens drei negative Wurzeln von (24), also
in diesem Falle keine anderen als — 1, £ und 4~ auftreten konnen. Fiir £ > o
erhillt man die Bedingung durch Derivation des linken Gliedes von (45). Nach-
dem wir %, n; und n, durch die stetig veréinderlichen », », und », ersetzt haben,

lautet diese

vy (ke — ) (1 — k") — v (1 — B ) (1 — &) + v (1 — k) (1 — k) =

(46)
v —w) BT — (v — )b+ (v — v) B+ (=) BT — (v — ) BT v~ =0,

Man sieht sofort, dass diese Gleichung £ =1 als Doppelwurzel hat. Da die An-
zahl der Zeichenwechsel vier ist, so entsteht die Frage, ob noch zwei positive
Wurzeln auftreten konnen. Nun ist dies fiir den Repriisentanten (B;) nicht der
Fall. Sollen jetzt zwei neue positive Wurzeln auftauchen, so miissen diese an-
fiinglich gleich und auf Grand der Reziprozitit der Gleichung = 1 sein. Eine
zweimalige Derivation von (46) fithrt aber hier noch einmal zur Bedingung
(v —2,) (v — »,) (, — v5) = 0, welche sich nicht erfiillen lisst. Ein Ubergang von
einer wirklichen zu einer isolierten Doppelkurve, indem im Zwischenfalle die-
selbe sich mit der ebenen Doppelkurve zu einer Oskulationsdoppelkurve ver-
einigt, ist also nicht moglich, es sei denn, wie wir beim Repriisentanten (B;)
gefunden haben, dass die feste Grundkurve eine isolierte Kurve fiir die Regel-
fliche bedeutet.

Bed der Hauptklasse (A;) haben also die assoziierten Regelfiichen fiir k> o
immer eime zweite wirkliche doppelt gekriimmie Doppelkurve. Fiir k<< o gilt dies
nur fir —k =K <1 (oder, was hiermit iiquivalent ist, — k= K—' > 1). Fiir
k= —K, — K= erhalten wir als Ubergangsfall eine abwickelbare Iléiche, welche
als Kuspidalkurve die bewegliche Doppelkurve hat. Man beachte hierbei die Uber-
einstimmung zwischen den Hauptklassen (A,) und (A;). Der einzige Unterschied

besteht darin, dass bei der Klasse (A;) noch eine ebene Doppelkurve existiert.
36—34472. Acta mathematica. 64. Imprimé le 3 novembre 1934.
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Es hat auch der Beweis, den wir fiir die Klasse (A;) ausgefithrt haben, dass
sich nie zwei wirkliche Doppelkurven in eine Berithrungsdoppelkurve vereinigen
konnen, fir die Klasse (A;) Giiltigkeit. :

§ 3.

Der besondere ausgezeichnete Fall.

17. Wir haben in der 3. Nummer gefunden, dass die ausgezeichneten
W-Kurven in zwei wesentlich verschiedenen Weisen auf reelle Gestalt gebracht
werden konnen. Von besonderem Interesse sind hier die ausgezeichneten alge-
braischen W-Kurven, welche wir im vorhergehenden Abschnitte fiir # = n, + Ny
erhalten haben. Fiir dieselben haben wir bereits in (6) eine zweite reelle Dar-
stellung gefunden, welche wir leicht auf die Gestalt

(47)  @:w:y:z=cos(n, + n,)0:sin (n, + ny)0:cos (n;, — n,) 0 : sin (n, — n,) 0

bringen kénnen. Die W-Kurven in der reellen Darstellung (47) bezeichnen wir
als den besonderen ausgezeichneten Fall. Fiir die Kurve (47) ist das Verhiiltniss
ny:n; bestimmend. Wenn dieses Verhiiltniss kommensurabel ist, bekommt man
eine algebraische Kurve, und wir wollen in einem solchen Falle 7, und 7, als
teilerfremde ganze Zahlen > o annehmen. Wie man unmittelbar findet, liegt

jede Kurve des Systems (47) auf der I,
(48) x* + w? —y?— 2 =o.

Eine algebraische Kurve {47) hat auch in reeller Hinsicht die Ordnung n, + n,.
Fiir die Schnittpunkte mit einer Ebene x — aw = o gilt ja

tg (n, + n,)0 — a = o,

und diese Gleichung besitzt (mod ) #, + n, inkongruente Losungen. Ubrigens
schneidet jede Beriihrungsebene der Fliche (48) die Kurve in #n, + n, reellen
Punkten. In der Tat enthilt jede Erzeugende des einen Systems », Punkte und
jede des anderen Systems n, Punkte der Kurve. Die Schnittpunkte mit den

Erzeugenden lassen sich ja bzw. durch Gleichungen

tg w0 =q, tg n,0 =28
bestimmen.
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Dagegen hat jede Ebene y —az=o0, nur n, — %, Schnittpunkte mit der
Kurve. Es lisst sich auch beweisen, dass die Kurve den Index », — n, hat, d. h.
dass jede Ebene mendestens n, — ny Schuittpunkte mit der Kurve besitzt. Diese
Frage lisst sich offenbar auf die Diskussion der Wurzeln einer Gleichung

cos [(n, + ny)x + a] — ¢ cos [(n; — my)x + b =o0

in irgend einem Intervalle x, <z < x, + = zurtickfithren. Aquivalent hiermit

ist die Bestimmung der Schnittpunkte der beiden Kurven

y = cos [(n, + ny)x + a
und :
y ==c¢ cos [(n, — ny) x + b|.

Fir das fragliche Intervall ldsst sich nun die zweite Kurve durch die Schnitt-
punkte mit der X-Achse in », — n, Halbperioden zerlegen, und in gleicher Weise
bekommt man fiir die erste Kurve », + n, Halbperioden. Unter diesen letzteren
oibt es n, — 1y, deren Anfangspunkte und Endpunkte zu zwei verschiedenen von
den ersteren %, — n, Halbperioden gehé6ren, und fiir ein solches Teilintervall
haben die Kurven offenbar einen und nur einen Schnittpunkt gemeinsam. Wenn
es dagegen fiir noch andere von den %, + n, Halbperioden Schnittpunkte gibt,
so miissen dieselben augenscheinlich paarweise auftreten. Mit leichten Ab-
inderungen lidsst sich diese Schlussweise auch auf die Ausnahmefille iibertragen,
wo die betreffenden Kurven einander auf der X-Achse schneiden. Der Index
kann nicht grosser als » — 2 sein. Diesen Index erhalten wir fiir n, = 1.

Ist andererseits die Kurve (47) transzendent, d. h. sind #», und », inkom-
mensurabel, so ist ihre Ordnung unendlich. In der Tat definiert in diesem Falle
die Kurve eine auf der Fliche (48) iiberall dichte Punktmenge. Dies folgt ganz
einfach daraus, dass, falls », und n, inkommensurabel sind, man bei beliebig

gegebenen o und § (mod 7) die Kongruenzen
(ny + 1y)0 =, (ny — n)0 =8

mit irgend welcher gewiinschten Genauigkeit gleichzeitig 16sen kann.

Fir eine algebraische Kurve (47) gilt noch die Eigenschaft, dass jede
Schmiegungsebene ny — ny + 2 reelle Punkte der Kurve enthdlt, wobei der Berithrungs-
punkt dreimal gezdhlt wird. Da simtliche Punkte der Kurve mit einander pro-
jektiv dquivalent sind, so geniigt es, wenn wir den Beweis fiir den Punkt 6 = o
ausfithren. Als Bedingung fiir drei Wurzeln § = o einer Gleichung
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¢o o8 {ny + 1) 0 + ¢ sin (n + ny)0 + ¢, cos (n, — ny) 0 -+ ¢; sin (n; — n,) 0 =0

findet man
€y = €y = O; e (ny + ny) + ¢5(n; — ny) = 0.

.Als Schmiegungsebene bekommt man mithin

(n, + ng) 2 — (0, — ny) w = o,
und es handelt sich um die Anzahl der reellen Wurzeln der Gleichung
(49) (ny + my) sin (n; — ny) 0 — (0, — ny) sin (n, + n,)0 =0

fir o <60 < w. Die Antwort unserer Frage beruht darauf, wie sich die Anzahl

der gemeinsamen reellen Punkte einer Ebene
(50) z—aw=o0

und der Kurve (47) mit ¢ indert. Wir wissen, dass diese Anzahl fiir a = 0 n,—n,
ist und fiir @ = % n, + n, ist. Hs ist auch evident, dass bei stetiger Variation
von a eine Anderung der Anzahl nur durch eine Zwischenlage vermittelt werden
kann, bei welcher die Kurve (47) berithrt wird. Suchen wir jetzt dementsprechend
die Bedingung fiir eine Doppelwurzel der Gleichung

(51) sin (n; - n,)0 — a sin (n, + n,) 6 = o,
so ergibt sich
(52) (ny + ny) tg (ny — 1) 0 — (n; — my) tg (n, + ny)0 =o.

Es sei 0§ =0, eine Losung, fiir welche die beiden Glieder von (52) weder ver-
schwinden noch unendlich werden. Tiir die Ebene (30), welche durch den Kurv-
punkt mit dem Parameter 6, geht, hat man dann

__sin(ny —n,)0,  (n, — ny) cos (n; — ny) b,
sin (n; + n,)0, (g + ny) cos (ny + n,) 6,

a

Nach (52) muss 4
| tg (1 — n5) 0| < | tg (1, -+ n5) 65 |

sein. Hieraus erhilt man

Vsin (n, — ny) 0, | < |sin (n, + n,)6,|; | cos (r; — ny) 0, ] > | cos (n, + ny)6,].
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Man bekommt folglich fiir den Punkt 6 = 6,

By — Ny
I(l|>n1+'n2

Andererseits geht es auch aus den obigen Ungleichungen hervor, dass man
lal <1

hat. Nun haben wir bereits gefunden, dass fiir die Schmiegungsebene im Punkte

0=o0
g — 0
Ny + Ny

ist. Wenn wir dieses Resultat mit den obigen Ungleichungen vergleichen, so

. . ny— My . .
verstehen wir, dass fiir o <a < —1_’_—2 die Anzahl der Schnittpunkte nur 7,—n,
ny + ng :
Ny — 7y
1y + Ny

ist, und dass erst fir o= , d. h. fir die Schmiegungsebene, diese Anzahl

noch mit 2 erh6ht wird. Ist dagegen a << o, so erhilt man das erste mal eine

Doppelwurzel von (51) fir —a > %%ZE Wenn fiir eine Doppelldsung von (51)
1 2

die beiden Glieder von (32) unendlich werden, so muss offenbar |sin (rn, —n,) 6, | =
= |sin (o, + n,)0,] = 1 sein, und man bekommt |a]= 1. Fiir die Anzahl ¢ der
Schnittpunkte der Ebene (50) mit der Kurve (47) haben wir jetzt die folgenden
Resultate:

lal <%

1 =n —n fii

) Q 7y 2 ur n1+n2’

2) o=mn, +n, fir |a]=r1;

3) n—ny=0=mn +mn, Ffir w§|a|<1.
‘ 7y + ng

18. Wir betrachten jetzt die assoziierten Regelflichen einer W-Kurve, fiir
welche (47) die reelle Darstellung bedeutet. Im ausgezeichneten Falle geht man
von (9) zu (47) durch die Substitution S

= ¢e2 07
iiber, und in Ubereinstimmung hiermit wird (12) durch

(53) =0+ %
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ersetzt. Ks ist also & = ¢**/ zu setzen, und man hat |k|= 1, falls die W-Kurve
eine wirkliche Doppelkurve der Regelfliiche bedeuten soll. Die ausgezeichneten
W-Kurven gestatten noch, wie MourmMany hervorgehoben hat, eine Schar von

involutorischen Kollineationen in sich, welche sich durch die Substitutionen
(12,) ¢ =kt 1

ausdriicken lassen, und bei denen die singuliren Punkte {=o0 und {=co ver-
tauscht werden. Bei der reellen Darstellung (47) geht (12,) in

(534) 0=—6+=x

iber. Fiir die Regelflichen, welche man erhilt, wenn man entsprechende Punkte
der Kurve bei einer Transformation (12,) oder (53,) verbindet, ist die W-Kurve
natiirlich nur eine einfache Kurve.

Auch bei der reellen Darstellung (47) gibt es reelle assoziierte Regelflichen,
fiir welche die W-Kurve eine isolierte Doppelkurve bedeutet, und zwar hat man
dabei % reell und > 0. Setzt man nimlich %= ¢, so erhiilt (53) die Gestalt

0 =0 — 1.

Die konjugierten Punkte 6 % entsprechen also einander, und ihre Verbindungs-

gerade ist eine reelle Erzeugende der Regelfliche. Dagegen bekommt man hier
fiir £ < o keine reellen assoziierten Regelflichen. )

Die bestimmende Gleichung (13) fiir die Doppelkurve einer assoziierten
Regelfliche vereinfacht sich fir » = n,; + #n,, besonders wenn man nach den obigen
Substitutionen #, ¢ und % durch 6, 6, und x ersetzt. FEine leichte Umformung

von (13) ergibt zunichst
(e — ) (= — =) (e — ) 1 — k) —

— e e (g — ) (g — ) (B — B (1 — B™) = o.
Setzt man hier 6 — 6, = ¢, so ergibt sich sofort fir » = n, + n,
(54) sin® n; @ sin® ny % — sin®n, @ sin®ny x = o.
Insbesondere erhilt man fir x — o, d. h. fiir die abwickelbare Fliche

(55) 73 8in® n @ — nf sin® n, @ = o.



Uber die W-Kurven im dreidimensionalen Raume. 287
Wie man sieht, lisst sich (54) in zwei verschiedene Gleichungen auflsen:
(34,) . sn 1y @ sinngx — sin ny @ sin 7y % = 0;
(54,) sin #, @ sin n, % + sin ny @ sin ny x = 0,
und man hat insbesondere fiir (55) die Zerlegung:
(551) 7y SIN My @ — My SIN Ny p = O;
(35,) ng sin n; @ -+ 1y sin ny @ = 0.

Wiinscht man jetzt die Anzahl der reellen W-Kurven zu bestimmen, welche
als Doppelkurven einer assoziierten Regelfliiche auftreten, so hat man firo=¢p <=
die Anzahl der reellen Wurzeln von (54) festzustellen. In den Teilgleichungen
(54,) und (54,) haben wir ein Paar

(56) sinn, ¢ ¥ asinn, ¢ = o,

wobei wir a = o annehmen kénnen. Fiir gleiche Wurzeln einer Gleichung (56)

gelangen wir zur Bedingung

(57) 1y tg ny @ — 0y tg My @ = 0,
welche wir in

(58) (ny + my) sin (ny — ny) @ — (ny — ny) sin (ny + ny) @ =0

umformen konnen. Letztere Gleichung weicht von (49) nur in der Bezeichnung
ab, und wir konnen also aus der Diskussion der vorigen Nummer entnehmen,
dass dieselbe eine dreifache Wurzel ¢ = o und #; — n; — 1 Wurzeln firo<gp <=
besitzt. Wir konnen jetzt beweisen, dass, falls ¢ von o bis o wiichst, die Anzahl
der reellen Wurzeln fiir jede der Gleichungen (56) niemals vermindert wird. Fiir
a— 0 hat ja jede Gleichung im bezeichneten Intervalle », Wurzeln und fiir
a— o« deren »,. Bine Erhshung um 2 (n; —»,) reelle Wurzeln hat also statt-
gefunden. Nun gehoren zu den Losungen von (58) n, — n, a-Werte!, bei denen
eine von den Gleichungen (56) eine Doppelwurzel bekommt, und in jedem von

diesen Fillen miissen also, um die Erhohung der Anzahl der reellen Wurzeln zu

- . . . n
! Wie unten im Falle 3 hervorgehoben wird, fallen diese a¢-Werte, abgesehen von @ = 772
1

und a =1, paarweise zusammen,
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erkliren, bei steigendem a zweil konjugiert imaginire in zwei reelle Wurzeln
iibergehen. Dabei sind drei besondere Félle zu beriicksichtigen, welche wir in

den folgenden Nummern nidher untersuchen wollen.

1) Fiir a=:~z§ tritt beim Zeichen — in (56) zur festen Wurzel ¢ = 0 noch
1
eine Doppelwurzel hinzun. Es handelt sich um eine abwickelbare Fliiche, fiir

welche die Doppelkurve Kusprdalkurve ist.
2) Wenn »; und n, beide ungerade Zahlen bedeuten, ist ¢ = g eine Lisung

von (58). Man hat in (56) @ =1, und die Doppelwurzel tritt beim Zeichen —
fir n, —n, =0 (mod 4) und beim Zeichen + fiir », — n, =2 (mod 4) auf. Es
ist hier eine Doppelkurve in eine Berithrungsleitgerade iibergegangen.

3) Die iibrigen Lésungen von (58) treten paarweise ¢ = @,, = — ¢, auf.
Sind n; und », beide ungerade Zahlen, so gehdren die entsprechenden Doppel
wurzeln zu demselben Zeichen fiir a in (56), und die Anzahl der Paare ist
MiTM T2 st aber eine von den Zahlen n,; und n, gerade, so gehoren die
Doppelwurzeln eines Paares zu entgegengesetzten Zeichen fiir a, und man be-

1y — Mg —

kommt Paare. Man beweist nach der Schlussweise am Ende der

vorigen Nummer, dass man hier immer Z—g <. a <1 hat. Dieser Fall bedeutet die
1
Vereinigung zweier Doppelkurven in eine Berdhrungsdoppelkurve.
Zuletzt mbge hier daran erinnert werden, dass fir sin %, % = o bzw.
sin nyx =0 (x % 0) die assoziierte Regelfliche sich auf die eine oder andere
Regelschar der Fliche (48) reduziert. Die Schar wird dabei n,-fach bzw. n,-fach

gezihlt, doch fir k= 5 was hier involviert, dass »n, bzw. n, gerade ist, nur

7?2‘ -fach bzw. ﬁ;-fach. Wie man sieht, d@ndert der Durchgang durch eine solche

Regelschar nichts in der Realitit der Doppelkurve.

19. Die Kuspidalkurve einer abwickelbaren Fliche bezeichnet den Ubergang
von einer wirklichen zu einer isolierten Doppelkurve. Es tritt dabei eine An-
derung in der Realitit der Schnittpunkte mit den Erzeugenden ein, indem diese
zuerst auf der Kuspidalkurve zusammenfallen und dann konjugiert imaginiir
werden. An der Realitit der Doppelkurve selbst wird aber nichts geindert.
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Als Bedingung fiir eine abwickelbare Fliche haben wir im vorhergehenden
Abschnitt (26) erhalten. Dieselbe lisst sich auch aus den Entwicklungen der
vorigen Nummer herleiten. Als Resultat erhiilt man, dass fiir eine abwickelbare

Fliche die eine oder andere von den beiden Relationen
(594) 7y 8IN Ny % — Ny 8in #y ¥ = O;
(59s) 7y Sin ngx 4+ nysinn, x = o0

erfiillt werden muss. Die Lésung x == 0 bedeutet hier, dass als Kuspidalkurve
der abwickelbaren Fliche die Grundkurve (47) auftritt. Nun hat jede von den
Gleichungen (59,) und (59,) fiir 0<x <<zt my--1 verschiedene Losungen. Dieselben
verteilen sich in Paare %, = — », und diesen 7%, —1 Paaren sind n,— 1 abwickel-
bare Flichen zugeordnet. Unter den zu einer algebraischen Kurve (47) gehérenden
assoziterten Regelflichen gibt es mithin ny, reelle abwickelbare Fldchen, wenn man
diejenige mitzdhlt, fiir welche (47) die Kuspidalkurve bezeichnet.

Es soll fiir die verschiedenen Lésungen von (59,) und (59,) entschieden
werden, ob bei wachsendem x eine wirkliche Doppelkurve in eine isolierte iiber-
geht, oder die Veriinderung in der umgekehrten Richtung verliuft. Die Ent-
scheidung hieriiber beruht nach den Auseinanderéetzungen der vorigen Nummer
darauf, ob bei steigendem » der Betrag

(60) S 7 %

sin ny %

zunimmt oder abnimmt. Dementsprechend gilt die eine oder andere Moglichkeit

je nach der Ungleichung
(61) ny ot ny x — ny cot n; x = 0.

Es ist nun leicht zu beweisen, dass das erste von beiden Gliedern in (61) den
grosseren Betrag hat. Da eine von den Relationen (59,) oder (59,) Giiltigkeit
haben muss, so folgert man

Icosn2x| > |cos n; x|,

was fiir den Beweis ausreicht. Bei dem fraglichen Ubergange wird also eine wirk-
liche Doppelkurve gewonnen bzw. verloren, je nachdem tg nyx > 0 bzw. tg nyx < o.
3T7—34472. Acta mathematica. 64. lmprimé le 4 novembre 1934.
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20. Bei einer Beriihrungsdoppelkurve gehen zwei reelle Doppelkurven in
zwei zusammenfallende (d. h. unmittelbar auf einander folgende) und dann in
zwei konjugiert imaginiire iiber. Die Bedingung dafiir, dass die Grundkurve eine
Berithrungsdoppelkurve bedeutet, haben wir bereits in (23) gegeben. Dieselbe
erhilt im Parameter » den einfachen Ausdruck

(62) ny t Ny x — ny tg myx = 0,
der sich in
(63) (ny + ng) sin (n, — ny) x — (n; — ny) sin (n, + ny)x =0

umformen lisst.

Letztere Gleichung unterscheidet sich von (49), durch welche die Punkte
in der Schmiegungsebene bestimmt werden, nur dadurch, dass hier 6 durch x
ersetzt wird. Diese Ubereinstimmung findet ihre ganz natiirliche Erklirung darin,
dass, wenn im ausgezeichneten Falle die W-Kurve eine Berithrungsdoppelkurve
der Regelfliche ist, so miissen die Erzeugenden in den Schmiegungsebenen ihrer
Stiitzpunkte liegen. Aus der Diskussion iiber die Gleichung (49) wissen wir
bereits, dass (63) n, — n, —1 Wurzeln fiir o< x << besitzt. Unter diesen hat

man, wenn %, und n, beide ungerade sind, die Losung » = 5 Dieselbe bezeichnet

aber die assoziierte Regelfliche mit & = — 1, welche die W-Kurve bloss als ein-
fache Kurve enthilt. Die iibrigen Wurzeln verteilen sich in Paare », = — x,
welche je dieselbe assoziierte Regelfliiche definieren. Die Amnzahl der reellen
assoziterten Regelflichen, fiir welche die Grundkurve (47) eine Beriihrungsdoppellurve

darstellt, 1st mithin [&—:gz—:—l] In den beiden Fillen ny=mn,—1 und ng=n,—2

gibt es also derartige reelle Fldchen nicht., Man versteht leicht, dass das Zu-
sammenfallen einer beweglichen Doppelkurve mit der festen Grundkurve keinen
Ubergang von zwei reellen zu zwei konjugiert imaginiren Doppelkurven ver-
mitteln kann.

Fir zusammenfallende Doppelkurven einer assoziierten Regelfliche haben
wir bereits in (57) und (58) die Bedingungen gegeben. Nur in der Bezeichnung,
indem x durch ¢ ersetzt wird, weichen (57) und (58) von (62) und (63) ab, und
die Lésungen miissen also in beiden Fillen iibereinstimmen. Wie wir oben ge-

funden haben, ist fiir o < ¢ <72£ die Anzahl der Losungen = [”_1_—__”22_‘;{] =79,
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Wir bezeichnen dieselben mit Qi P> - - P». Es ist erlaubt ¢, < g, < - < ¢, an-
zunehmen. Wollen wir jetzt die assoziierten Regelflichen mit einer anderen
Berithrungsdoppelkurve als der Grundkurve aufsuchen, so sind zunichst, wenn

@u eine beliebige von diesen » Losungen bedeutet, die Wurzeln » der Gleichungen
(64) sin 7, @, sinnyx + 8in 7y @, sin n, x = 0 u=1,2,...%

zu bestimmen. Man hat hier die Doppelwurzeln x == ¢,, = — ¢,.. Dieselben
treten beide bei dem Zeichen — auf, wenn n; und #n, ungerade ganze Zahlen
sind. Wenn aber eine von den Zahlen #, und #, gerade ist, so gehort die
Doppelwurzel x = — ¢, zum Zeichen +. Durch diese Losungen bekommen
wir offenbar nur die oben besprochenen » Fille wieder, in denen die feste Grund-
kurve sich mit einer anderen Doppelkurve in eine Berithrungsdoppelkurve ver-
einigt hat.

Um die Anzahl der assoziierten Regelflichen zu bestimmen, bei denen eine
Beriihrungsdoppelkurve aus der Vereinigung zweier beweglichen Doppelkurven
herriihrt, hat man also fiir die » Paare von Gleichungen (64) die Anzahl der von

@u verschiedenen Losungen mit o <x < 5 ermitteln. Die Antwort hierauf

konnen wir sofort aus den Entwicklungen am Ende der 18. Nummer entnehmen.
In den » Grossen

sin 7, @,

sin n; @,

(65)

haben wir ja eben die zwischen —2 und 1 gelegenen a-Werte, fiir welche eine
n

1
von den Gleichungen (56) eine Doppelwurzel besitzt. Das Paar (56) hat nun fiir

a—o0 2(n;—1) Losungen zwischen o und n, und diese Anzahl erhoht sich fiir

a> % um 2. Jedesmal, wenn fiir irgend einen M-Wert a den Ausdruck (65) iiber-
1

steigt, wird die Anzahl noch um 4 vergrossert. Unter diesen Wurzeln liegt eben

die Hilfte zwischen o und ZZ—F Die gesuchte Anzahl von assoziierten Regelfliichen

mit einer anderen Beriihrungsdoppelkurve als der Grundkurve wird hiernach
(66) ng+ (ng + 2)+ - (ng + 20— 1) =w(ny, +»—1).

Dieses Resultat lisst sich in dem folgenden Satze zusammenfassen:



292 ) A. Wiman.

Zu einer festen W-Kurve gibt es, wenn sowohl ny als ny, ungerade sind,

(ny — my — 2) (ny + 1, — 4)
4

(664)

assoziterte Regelflichen mit der Eigenschaft, dass zwei reelle bewegliche Doppelkurven
sich in eine Beriihrungsdoppelburve vereinigt haben, um bei werterer Verdnderung
des Parameters » in zwei konjugiert imagindre zu ibergehen. Wenn aber eine von

den Zahlen n, und ny, gerade ist, so hat man

(ny —ny — 1) (ny + ny — 3)
4

(665)

derartige Fldchen. _

Wie man sieht, existieren fiir ny—=n, —1 und ny, = n; — 2 keine reellen Be-
riihrungsdoppelkurven. Bs sei noch an die Bedeutung der Summanden in (66)
erinnert. Dieselben stehen zu den » Regelflichen, welche die feste W-Kurve als
Beriihrungsdoppelkurve haben, in Beziehung. In der Tat werden durch diese
Summanden die Anzahlen der reellen gewodhnlichen Doppelkurven ausgedriickt,
welche die fraglichen Regelflichen ausser der Grundkurve noch besitzen. In der
Tat sind es die v fritheren Regelflichen, welche hier wiederkehren. Nur haben
wir als Grundkurve nicht die Berithrungsdoppelkurve sondern eine von den ge-
wohnlichen Doppelkurven gewihlt.

Wenn man also bei wachsendem x gewisse Parameterwerte iiberschreitet,
se gehen entweder zwei konjugiert imaginire Doppelkurven in zwei reelle oder
zwei reelle in zwei konjugiert imaginire iiber, und beim Ubergange hat man eine
Beriihrungsdoppelkurve. Die Entscheidung, welche von den obigen beiden Mog-
lichkeiten zutrifft, beruht auf die Ungleichung (61), welche in dem betreffenden
Falle Giiltigkeit hat, und letztere Frage ist damit dquivalent, welches von den
beiden Gliedern

Ny te nyn, Ny tg nyx

den grosseren Betrag hat. Nach (64) hat man
(67) [sin 2y %] : [sin 2y @u| = |sin 2y x| : | sin %, @u| = h.

Wir betrachten ganz allgemein Wertepaare «, 8, fiir welche man
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Jsin ] : |sin 8] = |sin 7, @u] : Jsin n, @.] =0

hat. Solche Wertepaare sind n,% und n,x. Wir bekommen

elsing] ¢lsin |
Vi—¢*sin®8 Velcos®f + 1 — o

[tg ] =
Hieraus ergibt sich

I
= —————— ¢ I

I/‘ T
0% cos? B

Da nach (57) ¢ <1, so nimmt ¢ zu oder ab, je nachdem |cos 8| zu- oder ab-

tga
tg 8

nimmt, und fir ¢ =mny,@,, 8= n, @, ist a=g—2- Hieraus lisst sich die Folge-

1
rung ziehen, dass fiir 2> 1 das erste Glied in (61) und fiir h << 1 das letzte

Glied den grosseren Betrag besitzt. Ist also tn (67) h > 1, so gehen bei wachsen-
dem » fiir tgmyx >0 zwei konjugiert imagindre Doppelkurven in zwes reelle und
Siir tg ngx <o zwei reelle in zwer konjugiert i¢magindre iiber. Hat man aber
h <o, so gilt entsprechendes, je nachdem tg m;x <o oder >o. Fiir x = ¢, be-
kommt der Ausdruch (60) einen Extremalwert, was im Zusammenhange damit
steht, dass in diesem Falle keine Anderung in der Anzahl der reellen Doppel-
kurven stattfindet.

21. Im noch iibrigen Falle sind %, und %, ungerade ganze Zahlen, und
die Gleichung (58) besitzt die Losung g)ﬂ=72—t- Fithren wir diese in (64) ein,

80 ergibt sich

(68) . sin nyx ¥ sin n;x.= 0.

Fiir eine von den Gleichungen (68) ist =ZZE eine Doppelwurzel, und zwar gilt

dies bei dem Zeichen — fiir #, — 7, =0 (mod 4) und bei dem Zeichen + fiir
ny —ny, =2 (mod 4). Durch Zerlegung erhilt man aus (68)
Ny + fg ntm

% =0; COoS ¥ = 0.
2 2

Jede Losung von (68) geniigt also der einen oder der anderen von den Re-

lationen



294 A. Wiman.

(69) Csin (1, + ng) x = 0; sin (n, — ny) x == 0.

Hier ist von der gemeinsamen Losung x=72£ abzusehen. Indem wir (68) mit

(54) kombinieren erhalten wir jetzt die bestimmenden Relationen fiir die Dop-
pelkurve. Die Gleichungen in ¢, welche wir dann bekommen, haben dieselbe
Gestalt wie (68). Man gelangt also auch fiir ¢ zu einer von den Relationen

(70) sin (h1 + ng)p = 0; . sin (v, — ng) p = 0.

Wir wissen bereits aus den Entwicklungen der 8. Nummer dass die Regel-
Sldiche die Gerade x=w =0 bzw. y=2=0 als Leitlinde besitzt, Je-nachdem der
Parameter » die erste oder die zweite von den Relationen (69) befriedigt. Wenn
wir etwa den ersten von diesen Fdllen ndher in Betracht nehmen, so liegen die
Erzeugenden, fiir welche die Differenz @ — O, — @ der ersten von den Gleichungen
(70) geniigt, in derselben Ebene durch die Leitgerade. Die Doppelkurven, welche
der zweiten Gleichung (70) entsprechen, miissen dann. offenbar mit der Leitlinie zu-
éammenfallen, was sichvnatdrh\'ch auch leicht direkt nachweisen lisst: die zusammen-
gehirigen Erzeugenden treffen also einander in einem Punkte der Leitgeraden.
Vertauscht man die Rollen der in (69) und (70) auftretenden Gleichungen, so erhdlt
man hieraus die Resultate im zweiten Falle.

Die Losung ¢ =12E ist aber beiden Gleichungen (70) gemeinsam. Zwei Er-

zeugende, fiir welche die Differenz @ — @, =g ist, gehéren mithin sowohl zu

derselben Ebene als demselben Punkte der Leitlinie. Hierin liegt die Bedeutung,
dass im Treffpunkte dieser Erzeugenden zwei Schalen der Regelfliche einander
berithren. Im allgemeinen wird ja eine Duppelkurve von den Erzeugenden in
zwei verschiedenen Punkten getroffen. Diese Punkte folgen aber in diesem
Ubergangsfalle unmittelbar auf einander und werden bei weiterer Verinderung
des Parameters x konjugiert imagindir. Die Schalen der Regelfidche, welche die
Leitgerade dwurchdringen, beriihren also einander paarweise. Man hat die Sache so
aufzufassen, dass es unter den verschiedenen Doppelkurven, die sich in die Leitlinie
zusammengezogen haben, eine gibt, welche in eine Beriihrungsdoppelkurve iibergefiihrt
worden ist. Hier hat man noch eine Moglichkeit fiir die Beseitigung einer
wirklichen Doppelkurve, indem dieselbe sich in zwei Hilften aufteilt, welche
beim Ubergange unmittelbar auf einander folgen. In solcher Weise werden
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zwei reelle Hilften in zwei konjugiert imaginiire ithergefiihrt; 80 dass die Dop
pelkurve nach dem Ubergange nullteilig wird.
Is gibt n, — 2 assoziierte Regelfldchen mit einer derartigen Berithrungslett-

linte. Man hat niimlich, wenn man von o und g absieht, 2 (n, —2) (mod )

verschiedene Losungen von (69), und diese verteilen sich in n, — 2 Paare X,
7 — %, welche je zu derselben Regelfliche gehoren. - ) ’ ,

-Auf die Frage, ob bei steigendem x eine wirkliche Doppelkurve gewonnen
oder verloren wird, erhdlt man die Antwort durch die am Ende der vorherge-
henden Nummer benutzten Methode. Hier hat man -aber die‘Vereinfachung,
dass auf Grund von (68) das letzte Glied von (61) immer den grosseren Betrag
hat. Fine wirkliche Doppelkurve wird wmithin fir tgnax < 0 gewonnen und fiir
tgnyx >0 wverloren. Es lisst sich auch jetzt eine einheitliche Antwort fiir die
in simtlichen drei Nummern 19, 20 und 21 behandelten Fille formulieren. Hat
man in (67) h>1, so ist tg nyx > o die Bedingung fiir den Ubergang zu wirk-
lichen Doppelkurven ber wachsendem x. Hat man dagegen h << 1, so ist die ent-
sprechende Bedingung tgn,x < o.. Gelten aber fiir tg nyx bew. tg n x die ent-
gegengesetzten Zetchen, so gewinnt man weirkliche Doppelkurven bei fallendem =.
In der 19. Nummer ist aber stets h > 1, ebenso wie man in dieser Nummer

immer h < 1 hat.

22. Bei Anderung des Parameters x wird also fiir die assoziierten Regel-
flichen die Anzahl der wirklichen Doppelkurven in, wie es scheint, ziemlich
unregelmiissiger Weise immer wieder entweder vergrossert oder vermindert. Um
einen Uberblick iiber diese Variation zu gewinnen, geniigt es das Intervall

0= é‘; zu untersuchen; fiir das Intervall zwichen 5 und 7z erhdlt man ja

dieselben Anderungen in der umgekehrten Reihenfolge. Fiir die Durcﬁfﬁhfung
der Untersuchung empfiehlt sich die Zerlegung in Teilintervalle, welche von den
Nullstellen der Funktion sin #, x begrenzt werden. Je nachdem in einem solchen
Teilintervalle sin n,» eine Nullstelle hat oder nicht, bekommen wir verschiedene
Arten von Teilintervallen. :

‘Fiir sin n, % ist x‘-——g eine Nullstelle, wenn #, eine gerade Zahl bedeutet.

Zwischen o und % hat man dann %1 — 1 Nullstellen von sin » %, und die Anzahl
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der Teilintervalle ist % Ist aber n, eine ungerade Zahl, so hat sin », ﬂ;—l

ny—

Nullstellen zwischen o und % » und man hat neben vollstindigen Teil-

intervallen noch ein halbes Teilintervall fiir n;; lo<xs g In entsprechen-
1
. . . ng Ry — I . T .
der Weise besitzt sin 7y % S5 1 bzw. T Nullstellen zwischen o und 5 e

nachdem #, eine gerade bzw. ungerade Zahl darstellt, und im ersteren Falle ist

noch x =7—: eine Nullstelle.

Als Teilintervalle oder kiirzer Intervalle der zweiten Art bezeichnen wir die-
jenigen, fir welche sin n,x weder im Inneren noch in einem Endpunkte eine
Nullstelle begitzt. Alle ibrigen fassen wir als Intervalle der ersten Art zusam-

. T . .
men. Ein Intervall, das weder an » =0 noch an w= hinanreicht, nennen

wir ein inneres Intervall. Das Hussere Intervall, welches * = o als Endpunkt
hat, gehort offenbar immer zur ersten Art. Man findet leicht die Antwort

auf die Frage, wie viele Intervalle von jeder Art es in den verschiedenen Fil-

len gibt.
a) #; und n, sind beide ungerade Zahlen. Von den inneren Intervallen
sind ni}i von der ersten Art und ﬁl—;—n—“’ — 1 von der zweiten Art. Uber-

dies existiert ein halbes #usseres Intervall der zweiten Art mit einem Endpunkte
. 7T
in x==.
2

b) Von den Zahlen », und », ist », ungerade und », gerade. Man hat

%— 1 innere Intervalle der ersten Art; hierzu kommt das halbe Intervall, das

Ny — Ny — 1

in ng einen Endpunkt hat. Von der zweiten Art hat man .

innere Intervalle.
¢) Von den Zahlen », und n, ist #, gerade und », ungerade. Die Gesamtzahl
der Intervalle von der ersten Art ist @—;u und diejenige von der zweiten Art

7y — Ny — 1
2
oder zweiten Art, je nachdem #, = 2 #n,.

Hierbei ist das Intervall mit dem Endpunkte x =%von der ersten
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Wie man sieht, hat man fiir die doppelte Strecke o = x < mw stets n; + 1
vollstindige Intervalle der ersten Art und %, —#, — I der zweiten Art. Fir
jedes Intervall der zweiten Art muss offenbar der Ausdruck
sin ny%

6
(60,) sin 7, x

mindestens einen KExtremalwert besitzen. Als Extremalbedingung erhdlt man
zunichst

7y cot ny % — ny cot my x == 0O,
woraus sich weiter die Relation
(63) (ny + ny) sin (n; — ny) x — (0 — ny) sin (0, + ny) x =0

herleiten lisst. Nun ist die Anzahl der Wurzeln von (63) fiir 0o < x <« die-
selbe wie die Anzahl von Intervallen der zweiten Art oder », — n, — 1. Durch
die Minimalwerte des Ausdruckes (60) in diesen Intervallen werden also die

Extremalwerte von (60,) erschipft.

23. Betreffs der Intervalle der ersten Art konnen wir jetzt behaupten,
dass der Ausdruck (60,) in einem solchen monoton variiert, und zwar in einem
inneren Intervalle entweder von 4+ « bis — o oder umgekehrt von — oo bis
+oo. Fir das &dussere Intervall mit dem Endpunkte x = o erstreckt sich der
Variationsbereich nur von %2 bis + . Wenn #, eine gerade Zahl ist, hat (60,)

1

im Punkte x :::7—; den Wert 0. Dieser Punkt bedeutet aber dann den Mittel-

punkt eines vollstindigen Intervalles, so dass der Verlauf eigentlich derselbe wie
in einem inneren Intervalle ist.

Wir erhalten jetzt leicht eine Ubersicht iiber die Anderungen in der An-
zahl der wirklichen Doppelkurven bei wachsendem x in einem Intervalle der
ersten Art. Aus den Awuseinandersetzungen in den vorhergehenden Nummern
wissen wir, dass nur, wenn der Betrag (60) zunimmt, wirkliche Doppelkurven
hinzukommen, und nur, wenn derselbe abnimmt, wirkliche Doppelkurven weg-
fallen konnen. Es ist uns auch bereits bekannt, dass keine solche Anderungen

stattfinden konnen, wenn der fragliche Betrag entweder > 1 oder < % ist, und

1
38—34472. Acta mathematica. 64. Imprimé le 5 novembre 1934.
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wir haben die Maximalzahl von »n, — 1 bzw. Minimalzahl von %, — 1 doppelten

W-Kurven, je nachdem der Betrag > 1 bzw. <% ist, wobei die Grundkurve
1

mitgezidhlt wird. Fir »n, =1 kann natirlich letzteres nicht gelten. Dann un-

tersteigt auch der Betrag niemals %, weil es keine inneren Intervalle der ersten

1

Art gibt, und die Minimalzahl von wirklichen Doppelkurven ist n,. Die Werte
des Betrags (60), welche Anderungen in der Anzahl der wirklichen Doppelkur-
ven vermitteln, sind diejenigen, welche man bekommt, wenn man fiir x die
Losungen von (63) einfiihrt. Offenbar muss man durch simtliche diese Werte

passieren, wenn der Ausdruck (60) von < bis 0 oder von o0 bis o« variiert.
Dabei wird beim Durchgange von ;33 eine Doppelkurve gewonnen oder verloren;
G

dasselbe gilt fiir ungerade Zahlen n, und 7, wenn der Betrag (60) durch 1 pas-
siert. Beim Durchgange der iibrigen Werte werden aber zwei wirkliche Doppel-
korven gewonnen oder verloren; die Anzahl der letzteren Werte ist nach der

Ny — Ny = ng — 1

n
21 hgw, T2
2

20. Nummer » je mnachdem die Zahlen %, und =,

beide ungerade oder eine von denselben gerade ist. Hieraus ist ersichtlich, dass,
wenn zundchst vom ersten Intervalle abgesehen wird, in der ersten Hdilfte jedes In-
tervalles der ersten Art n, —ny wirkliche Doppelkwrven verloren werden, und dass
in der zweiten Hdlfte eben dieselbe Anzahl wieder gewonnen wird. Das erste In-
tervall, wo man fir »—0 mit der abwickelbaren Fldche anfingt, welche die Grund-
kurve als Kuspidalkburve hat, wird in der fraglichen Hinsicht nicht in zwes HAlf-
ten aufgeteilt. Es werden in diesem Intervalle n, — ny — 1 wirkliche Doppelkurven
gewonnen.

" Bei dem besonderen Falle 7, =n, — 1 gibt es keine Intervalle der zweiten
Art, und unter den drei Arten von Ubergangskurven treten nur Kuspidalkurven
aber keine Beriihrungsdoppelkurven oder Beriihrungsleitlinien auf. Fiir ny==n,—2
hat man sowohl Kuspidalkurven als Berithrungsleitlinien aber keine Beriihrungs-
doppelkurven. Von der zweiten Art ist nur das halbe Intervall mit dem End-

punkte x:§~ Da (60) in diesem halben Intervall nur von o bis 1 herunter-
geht, so gilt die Maximalzahl von »; — 1 wirklichen Doppelkurven.

In einem Intervalle der zweiten Art hat der Betrag (60) ein Minimum,
welches fiir eine von Null verschiedene Liosung der Gleichung (63) erreicht wird.
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In jedem Intervalle der zweiten Art liegt also eine Losung dieser Gleichung;
dagegen liegt, wenn man von x = o absieht, keine Losung in den Intervallen
erster Art. Pir dieses Minimum hat die Regelfliche die Grundkurve als Be-
rithrungsdoppelkurve.  Hierbei gelten jedoch besondere Verhiltnisse fiir die

Losung x:g (oder k¥ = — 1), welche man erhiilt, wenn », und », ungerade Zah-

len sind, indem man fiir x = 125 eine doppelt iiberdeckte Regelfliche bekommt;

da das Minimum von {60) dann 1 ist, so hat die Regelfliche sonst im Intervalle

die Maximalzahl von #, — 1 wirklichen Doppelkurven.

Wir betrachten jetzt ndher ein Intervall der zweiten Art, fiir welches das
Minimum < 1 ist. Die Werte des Betrags (60), fiir welche die Regelfliche eine
Beriihrungsdoppelkurve bekommt, sind dieselben wie in einem Intervalle der
ersten Art. Fs werden nur diejenigen von diesen Betrdgen, welche das Minimum
untersteigen, nicht erreicht. Fiir solche Betrdage aber, welche grisser als das Mini-
mwm  sind, bekommt man je zwei Regelflichen mit einer Beriihrungsdoppelkurve,
ndmlich ewne bei fallendem Detrage wnd die andere ber steigendem Betrage. Ins-
besondere gilt es, wenn ny und ny beide ungerade sind, dass man in jedem solchen
Intervalle zwei Regelfldchen mit einer Beriihrungsleitlinie bekommt. In der arith-
metischen Reihe (66) beziehen sich die einzelnen Glieder auf die verschiedenen
Betriige (60), zu denen Berithrungsdoppelkurven gehéren. Die Differenz 2 hat
dann ihre Erklirung darin, dass jeder folgende Betrag in einem neuen Inter-

valle der zweiten Art erreicht wird.

Wenn man die Aquivalenz von (62) und (63) beriicksichtigt, so ersieht man
nach der Schlussweise am Ende der 17. Nummer, dass man fiir den Betrag (60)
eine wachsende Folge erhiilt, indem man die Lésungen von (63) nach steigenden
Betriigen |[sin n,%| einfithrt. Diese Bemerkung konnen wir mit den obigen Aus-
einandersetzungen iiber die Eigenschaften der assoziierten Regelflichen in den
verschiedenen Intervallen der zweiten Art zusammenstellen. Wir betrachten
besonders das Beispiel #, = 1. Die Intervalle sind dann, wenn man das erste
ausnimmt, sidmtlich von der zweiten Art, und fiir die zugehdrige Losung von
(63) ist der Ausdruck (60) grisser in einem folgenden Intervalle als in einem
vorhergehenden. Die Anzahl der assoziierten Regelflichen mit einer Beriih-
rungsdoppelkurve wird also vermindert, je linger man in den Intervallen fort-
schreitet.
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§ 4.
Quadratische W-Kongruenzen.

24. Hat man ein System von W-Kurven, welche simtlich derselben ein-
gliedrigen projectiven Gruppe angehdren und eine Fliche erfiillen, so bezeichnen
wir die Kongruenz, welche von den Tangenten der W-Kurven erzeugt wird, als
eine W-Kongruenz. Die Fliche selbst nennen wir eine W-Fldche. Offenbar geht
jede W-Fliche bei den Operationen der zugehorigen eingliedrigen Gruppe in sich
itber. In den folgenden Entwicklungen wollen wir hauptsichlich solche -
Fldchen in Betracht ziehen, welche eine zweigliedrige Gruppe gestatten, hei der
das System der W-Kurven invariant wird, die einzelnen W-Kurven aber in ein-
ander fiibergehen. Beachtet man die verschiedenen eingliedrigen Untergruppen
der zweigliedrigen Gruppe, so versteht man, wie derartige W-Flichen in der
obigen Weise durch verschiedene Systeme von W-Kurven erzeugt werden kon-
nen. Dementsprechend lisst sich der W-Fliche ein < '-System von W-Kon-
gruenzen zuordnen, und der Komplex, welcher durch die Tangenten der W-
Fliche erzeugt wird, besitzt die Eigenschaft, dass derselbe in ein System von
W-Kongruenzen zerlegt werden kann'

Aus einer W-Kongruenz lassen sich unmittelbar andere W-Kongruenzen
herleiten. Man braucht ndmlich hierzu bloss die abwickelbaren Flichen der zu-
gehorigen W-Kurven durch die assoziierten Regelfliichen bei einem beliebigen
Parameter % zu erzetzen. Man erhiilt ja dann stets eine neue Kongruenz, welche
die Operationen der eingliedrigen Gruppe zuldsst, und die W-Fliche findet man
in der Brennfliche dieser Kongruenz. Die Tangenten der auf dieser Fliche
gelegenen W-Kurven erzeugen die W-Kongruenz.

Geht man von einer W-Fliche aus, so ist nicht zu erwarten, dass dieselbe
die vollstindige Brennfliche der zugehérigen W-Kongruenz bedeutet. Hierfiir
hat man ja die Bedingung, dass die W-Fliche sich aus den W-Kurven nicht
nur als Ort der Punkte sondern auch als Enveloppe der Schmiegungsebenen er-
zeugen lidsst. Im allgemeinen -erhilt man aber als Enveloppe einen anderen
Teil der Brennfliche. Es ldsst sich ein besonderer Fall angeben, wo diese beiden
Brennflichen sich in eine doppelte Brennfliche vereinigt haben. Das charakteris-

! Beide Systeme von Kurven, welche einer solchen Kongruenz angehiren, sind W-Kurven.
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tesche fiir diesen Fall besteht darin, dass die W-Kurven ein System von asympto-
tischen Kurven der W-Fldache bedeuten.t

25. Wir betrachten zunichst den Fall, wo als W-Fliche die Fliche
2-Grades (= F5)

(71) Tw —ys=0

auftritt. Auf dieser F), liegt, bei beliebigem Verhiltniss von z‘g: das System der
1

W-Kurven

(72) xry:ziw=abtmtqgt™ bi™: 1,

welche offenbar die ganze Fliche erfiillen und zu derselben eingliedrigen Gruppe
gehoren.

In dieser Nummer setzen wir voraus, dass wir in (71) eine reelle Darstel-
lung der F, haben. Zuerst betrachten wir den Fall von algebraischen W-Kur-
ven. Wir kénnen dann n, und %, ganz und teilerfremd mit o < n, <#%, anuneh-
men. Unter den Zahlen n,, #, + n, und %, ist immer eine und nur eine gerade.
Diesen Fillen entsprechend gehort die W-Kurve zu den Typen 1, 2, 3 der 4.
Nummer. Da man fiir ¢ tber einen Proportionalititsfaktor verfiigt, so ist es
in {72) erlaubt den Xoeffizienten fiir das Glied mit dem geraden Exponenten
entweder = + 1 oder — 1 zu schreiben. Je nachdem das eine oder andere von
diesen Zeichen gilt, zerfillt das System (72) in zwei besondere Scharen. Man
sieht leicht, dass durch die Koordinatenebenen aus der F, ein Vierseit aus-
geschnitten wird, durch welches die Fliche in vier verschiedene Bereiche zerteilt
wird. Die eine Schar von W-Kurven erfiillt zwei von diesen Bereichen und die
andere die beiden iibrigen. Nun lassen sich vier Bereiche in drei verschiedenen
Weisen in zwei Paare von je zwei zerlegen, und diesen drei Moglichkeiten ent-
gsprechen offenbar die drei Typen von W-Kurven.

Als Repriisentanten des Systems (72) nehmen wir die Kurve, fiir welche
man ¢=>b=1 hat. Suchen wir jetzt die Schmiegungsebene dieser Kurve, so
ergibt sich die Gleichung

(73) (0 — my) & — (ny + ny) #2y + (my + n) t™ 2 — (n — my) P+ w = 0.

! In anderen Fillen kann die Schmiegungsebene die W-Fliche in einem vom Ausgangspunkte
verschiedenen Punkte beriihren.
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Schreibt man die Zwischenform in der Gestalt
Sx +ny + 8z + ww,
so findet man, dass die Ebene (73) immer die Fliche 2. Klasse
(ny + ng)?lw — (ny —my)?pl =0
berithrt. In Punktkoordinaten bekommt man fiir diese Fliche die Gleichung
(74) (g — ny)*xw — (n, + ns)*yz =o0.

Dieses Resultat lisst sich unmittelbar auf das ganze Kurvensystem (72) itber-
fithren.

Die Tangenten des Systems (72) erzeugen mithin eine Kongruenz, fiir welche
die beiden Flichen 2. Grades (71) und (74) die Brennflichen darstellen. Vertauscht
man tn (72) y und 2, so bekommt man offenbar eine zweite Kongruene mit denselben
Brennflichen. Die so erhaltenen W-Kongruenzen sind in der Litteratur unter
dem Namen von Hirstschen Kongruenzen wohlbekannt.

Hs handelt sich hier allgemeiner um solche Paare von W-Kongruenzen,
fur welche irgend zwei Flichen des Biischels

(75) zw —Aye=o0

die Bedeutung von Brennfliichen haben. Wir konnen also zwei Flichen (75) mit
beliebigen Parametern 4, und 4, als Brennflichen auswihlen. Fiir die charak-
teristische Konstante -2 = der zugehorigen Systeme von W-Kurven erhilt man

4
dann durch Nebeneinanderstellung von (71) und (74) die Bedingung

e

Ny — Ny 1 —v Ay

wobei wir zuniichst 4, und i, reell und 1,>4, annehmen wollen. Aus (76) er-
steht man, dass fiir algebraische W-Kurven L das Quadrat einer rationalen Zahl
sezn muss. Der TFall L<<1 ldsst sich auf L>1 zuriickfithren, indem man die
Rollen der Glieder xw wund yz vertauscht. Die beiden singuliren Stellen der
, W-Kurven, welche den Parameterwerten ¢= 0, % entsprechen, liegen dann in
den beiden anderen Ecken des Vierseits, also in x=y=w=0 und x=z=w=o0.
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Dabei werden auch die Rollen der beiden Brennflichen vertauscht. Wenn man
z. B. eine W-Kongruenz mit den Brennflichen (71) und (74) betrachtet, so ent-
hilt dieselbe noch ein zweites System von abwickelbaren Flichen. Zum Un-
terschied vom Systeme (72) ist es jetzt (74), auf welcher die Kuspidalkurven
liegen, sowie (71), die von den Schmiegungsebenen beriihrt wird, und die singu-
liren Punkte liegen in den beiden anderen Ecken des windschiefen Vierseits.

Im allgemeinen bekommt man in (76) irrationale Losungen », und die ent-
sprechenden transzendenten Kurven sind reell nur fur positive -Werte definiert.
Higentlich enthiilt eine reelle algebraische W-Kurve zwei Bahnkurven, nimlich
eine fiir positive und die andere fiir negative +Werte. Tiir die transzendenten
W-Kurven ergibt sich aber zunichst keine solche unmittelbare Zusammenpaarung
von je zwei Bahnkurven. Im ausgezeichneten Falle, um welchen es sich hier
handelt, lidsst sich eine solche in drei verschiedenen Weisen ausfiihren, wodurch
die Haupttypen (A,), (A,) und (A;) der 5. Nummer herauskommen, und fiir trans-
zendente W-Kurven hat man keinen Grund eine von diesen Typen vor den
beiden anderen zu bevorzugen. Wenn wir in der niichsten Nummer die Hirst-
schen Kongruenzen vermittelst assoziierter Regelflichen erzeugen wollen, so ha-
ben diese Erweiterungen der transzendenten W-Kurven auf negative ¢-Werte
ihre Bedeutung.

26. Unter den Verfassern, welche sich mit den Hirstschen Kongruenzen
beschiiftigt haben, sei in erster Instanz H. G. Zruruen genannt.! Man hat
drei verschiedene Erzeugungsweisen dieser Kongruenzen in Betracht gezogen.
Eine von diesen kennen wir bereits, nimlich durch die gemeinsamen Tangenten
zweier F,, welche einander in einem windschiefen Vierseit schneiden. Die bei-
den Kongruenzen, welche man in solcher Weise bekommt, gehiren je zu zwei
linearen Komplexen. Man kann also die Kongruenz auch als Schnitt des Tan-
gentenkomplexes einer F, mit einem linearen Komplexe erhalten. Endlich lisst
sich die Kongruenz durch die Verbindungsgeraden der bei einer Kollineation
einander entsprechenden Punkte einer I, erzeugen, wenn die Kollineation jede
der beiden Geradenscharen der F, in sich iiberfithrt. Unseres Wissens ist bei
letzterer Methode frither keine Rede von den die F, erfiillenden Bahnkurven
der eingliedrigen Gruppen gewesen, zu welcher die Kollineation gehort. Es ist

! Man sehe seine Arbeit » Theorie des figures projectives sur une surface du second ordre»,
Math. Ann. 26 (1836), p. 247—274. Man vergleiche auch R. StumrMm, »Die Gebilde ersten und
zweiten Grades der Liniengeometrie in synthetischer Behandlung» II (1892), p. 208—213.
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aber eine unmittelbar evidente Tatsache, dass bei dieser dritten Methode die
Kongruenz durch assoziierte Regelfliichen eben dieser Bahnkurven erzeugt wird.
Bei der Kollineation gehen von jeder Regelschar der F, je zwei Erzeugende
"in sich iiber. Legen wir diese Erzeugenden zu Grunde, so konnen wir die
Gleichung der F, in der Gestalt (71) schreiben. Man sieht dann sogleich ein,
dass bei der Kollineation sogar jede Fliche des Biischels (75) in sich iiberge-
fithrt werden muss. Es gibt allgemeiner eine zweigliedrige projektive Gruppe

(77) x iy w=afxay:fz:w,

bei welcher die Flichen des Biischels (75) invariant bleiben. Dieselbe enthiilt
! eingliedrige Untergruppen. In der Tat bekommt man zu jedem die Bahn-
kurven charakterisierenden Verhiltniss Z—T eine solche. Da die Gruppe (77) fiir
die Punkte jeder Fliche (75) transitiv ist, so muss dieselbe die auf einer solchen
Fliche gelegenen Bahnkurven einer beliebigen eingliedrigen Untergruppe in ein-
ander transitiv iiberfithren. Dabei gehen offenbar auch die zu einem beliebigen
Parameter % gehorenden assoziierten Regelflichen in einander tiber. Wir ver-
stehen jetzt, dass der lInbegriff dieser Regelflichen eine Kongruenz bedeutet,
deren Linien bei der Gruppe (77) transitiv in einander iibergehen. Von einer
besonderen Linie dieser Kongruenz miissen nun zwei Flichen des Biischels (75)
beriihrt werden. Auf Grund der soeben besprochenen Transitivititseigenschaften
schliessen wir hieraus unmittelbar, dass samiliche Linien der Kongruenz dieselben
zwet Flichen des Biischels (75) beriihren miissen, durch welche Eigenschaft die Kon-
gruenz als eine Hiwrstsche Kongruenz charakterisiert wird. Offenbar geschieht
dabei die Beriihrung nach den Bahnkurven der eingliedrigen Gruppe, indem die
Berithrungspunkte der Erzeugenden einer assoziierten Regelfliche auf derselben
Bahnkurve liegen. Im allgemeinen schneidet eine assoziierte Regelfliiche eine
Fliche des Biischels (75) nach je zwei Bahnkurven. Enthilt aber die Fliche
eine Doppelkurve der Regelfiiiche, so vereinigen sich beide Bahnkurven in diese,
indem dann jeder Schnittpunkt sowohl den Anfangspunkt als den Endpunkt
einer Sehne bedeutet.

Wir betrachten jetzt eine beliebige Hirsrsche Kongruenz, welche die Gruppe
(77) zuldsst. Insbesondere wollen wir die Sehnen in Betracht nehmen, welche
die Linien dieser Kongruenz aus einer beliebigen Fliche des Biischels (75) aus-
schneiden. BEs gibt eine bestimmte Operation (77), welche den Anfangspunkt in
den Endpunkt jeder solchen Sehne iiberfithrt, und diese Operation gehdrt zu



Uber die W-Kurven im dreidimensionalen Raume. 305

einer gewissen eingliedrigen Gruppe. Es ist jetzt evident, dass die Kongruenz
sich in Regelflichen zerlegen ldsst, welche in bezug auf diejenigen Bahnkurven der
ezngliedrigen Gruppe, welche die Iy erfiillen, assozitert sind. Nimmt man umge-
kehrt diejenigen Bahnkwrven einer beliebigen eingliedrigen Untergruppe von (77),
welche eine beliebige Fldche (75) erfilllen, so erzeugen fiir einen beliebigen gegebenen
Parameter k die in bezug auf diese Bahnkwrven assoziterten Regelflichen eine Hirst-
sche Kongruenz. Iine zweite Hirstsche Kongruenz erhdlt man hieraus, wenn man
y wnd z, d. h. die Rollen der Regelscharen der F,, vertauschi.

Wir fixieren die auf der Fliche (71) gelegene W-Kurve (72) mit a=b=1.
Wir wollen die beiden Flichen des Biischels (75) bestimmen, welche durch die
Erzeugenden der in bezug auf diese Kurve assoziierten Regelfliche mit dem Para-
meter % berithrt werden. Wir brauchen die Berechnung nur fiir die Verbindungs-
linie der Kurvpunkte mit den Parametern ¢{==1 und {=£% auszufiihren. Fir die

Punkte dieser Linie haben wir
ziyiziw=p+E"Te B+ e o1,
wo u frei beweglich ist. Durch Einsetzung in (75) bekommen wir hieraus
(78) (u? + Emtme) (1 — A) + w(r + kBt — (k™ + k™) = o.
Soll nun (78) eine doppelte Wurzel besitzen, so sieht man sogleich, dass diese

ny+ng
nur u= 1 k * sein kann. Fir die zugehorigen A-Werte erhiilt man

mEnay 9 My +np — ("1iﬁ?).
, LTk ? E? +% ® T2
(79) R e R B
k? Y E? kE* +k % T2

Wie nach der vorigen Nummer zu erwarten ist, bekommt man fiir t—1 4, — 1
Ny + 7y
Ny — Ny

2
und /11—>( ) . Dieses Resultat bleibt giiltig, wenn wir als W-Kurve eine

beliebige Kurve des Systems (72) withlen. In dieser Weise bekommen wir ein
System von Regelflichen, durch welche eine Hirsrsche Kongruenz mit den
Brennflichen (79) erzeugt wird. Die andere Hirstsche Kongruenz mit denselben
Brennfiichen erhilt man hieraus, indem man in (72) y mit 2 vertauscht.

Benutzt man fir die Koordinaten einer geraden Linie die gewohnlichen
Bezeichnungen

39—34472. Acta mathematica. 64. Imprimé le 5 novembre 1934,
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P1a = Xy Wy — XaWy; Pag == Y189 — Y&y, .. -,

so bekommt man fiir die linearen Komplexe, welche die hier in Rede stehenden
Hirstschen Kongruenzen enthalten, die Gleichungen

(80) (ke — &™) pyy F (Bt — I)po; = 0.

Wie man sieht, liegen diese beiden Komplexe in Involution.

27. Nach einer Bemerkung von Tw. Reye! hat man in reeller Hinsicht
zwischen vier Fillen von F,-Biischeln mit einem gemeinsamen windschiefen Vier-
seit und also auch zwischen vier Arten von Hirstschen Kongruenzen zu unter-
scheiden. Man hat niimlich erstens drei Fille, wo ein Flichenbiischel mit reellen
Erzeugendenscharen ein gemeinsames windschiefes Vierseit besitzen kann. Die
beiden Paare gegeniiberliegende Seiten kionnen ja erstens beide reell, zweitens
beide konjugiert imaginir, und drittens kann ein Paar reell und das andere kon-
jugiert imaginir sein. Der vierte Fall gehort zu Flichen ohne reelle Geraden-
scharen; die Fldchen des Biischels beriihren einander in zwei reellen Punkten,
und das Vierseit besteht aus zwei Paaren konjugierter Linien, welche in diesen
Punkten einander treffen. Wir wollen hier sogleich die Vervollstindigung ma-
chen, dass die Fille 1 und 3 in zwer Unterfille zu zerlegen sind, indem bei recllen

Linien der Kongruenz die Brennflichen auch konjugiert imagindr sein kinnen.

Den ersten Fall erhalten wir, wenn wir in (75) =, ¥, z und w als reelle

v . . . . n .
Grossen voraussetzen., Fiir reelle W-Kurven ist in diesem Falle —2 eine reelle
7,

Zahl. Hat man entweder % >0 oder |k|=1, so findet man, dass in (79) ,
und 1, stets reell und > o sein miissen. Fir k¥ < o denken wir uns zuerst »,
und #, als teilerfremde ganze Zahlen. Man findet dann, dass 4, und 2, reell
oder konjugiert imagindr sein miissen, je nachdem 7, und %, beide ungerade
sind, oder eine von denselben gerade ist. Diese Eigenschaft konnen wir sofort
auf die verallgemeinerten reellen ausgezeichneten W-Kurven iberfithren. Bei
Benutzung der Bezeichnungen der 5. Nummer konnen wir also behaupten‘, dass
Siir k< o die Brennflichen nur fir die Hauptart (Ay) reell, fiir (A,) wnd (A,) aber
konjugiert emagindr sind. Man entnimmt hieraus leicht, dass, wenn die abwickel-
baren Flichen einer Hirsrschen Kongruenz zur Hauptart (A,) gehoren, die Kon-

! »WEBER-Festschrift» (Leipzig, 1912), p. 283.
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gruenz sich in assoziierte Regelflichen fiir sowohl £ > o als k£ < 0 zerlegen lisst,
dass aber bei (A;) und (A,) eine solche Zerlegung nur fiir £ > o ausfiithrbar ist.?
Gelingt andererseits die Zerlegung einer Hirsrschen Kongruenz in Regelfiiichen,
welche fiir £ << o in bezug auf ein System von W-Kurven, die entweder zu (A,)
oder (A;) gehoren, assoziiert sind, so ist eine Zerlegung der Kongruenz in asso-
zilerte Regelflichen fiir £ > o nicht moéglich.

Wenn die Brennflichen konjugiert imaginir sind, so miissen die Linien
der Kongruenz jede Fliche des Biischels (75) in zwei getrennten reellen Punkten
schneiden. Sind aber in (79) A, und 4, reell, so hat man keine reellen Schnitt-
punkte fiir das eine Intervall zwischen 4, und 4,. Dieses Intervall kann weder
A=0 noch 1= enthalten, da die I, fiir diese »-Werte in Ebenenpaare de-
generieren, welche reelle Schnittpunkte mit den Linien besitzen miissen. Hier-
aus hat man die Folgerung, dass im Falle von reellen 4, und 2, die Zeichen
iibereinstimmen miissen. Das Intervall zwischen 2, und 2,, fiir welches die Fli-
chen von den Linien der Kongruenz in reellen Punkten nicht getroffen werden,
bezeichnen wir als das innere Intervall. Fiir 2> o0 hat man sowohl 1, als'i,> 1,
so dass die Fliche (75) fiir A= 1 im #“usseren Intervalle mit reellen Schnitt-
punkten liegt. Dies war auch zu erwarten, da wir ja bei der Erzeugung der
Kongruenz von assoziierten Regelflichen in bezug auf W-Kurven, welche auf
dieser F, liegen, ausgegangen sind. Betrachten wir andererseits den Fall k < o
bei der Hauptart (A,), so gilt in (79) fiir 4, und A, das Zeichen —. Es geniigt,
wenn wir den Beweis fiir den Fall mit ganzzahligen Exponenten ausfithren. Man

hat dann %, und #, als ungerade Zahlen zu nehmen, woraus folgt, dass unter

Ny + . 7y = Ny . . .
den Zahlen —! 5 2 und 5 ® eine gerade und die andere ungerade sein muss.

In (79) bekommen mithin fiir sowohl A, als 1, der Zihler und der Nenner ver-
schiedene Zeichen. Fiir |k|= 1 muss dagegen die Fliche (75) mit A== 1 im in-
neren Intervalle liegen, da dieselbe in diesem Falle keine reellen Schnittpunkte

mit den Linien der Kongruenz hat. Setzt man in (79) k= €****, so ergibt sich

1 F cosmx(ng + my)
T F cosmwx{n, — ny)

Ays Ay

! Man beachte hier, dass, da man fiir die verallgemeinerten WW-Kurven die Hilften fiir > o
und { <o in drei verschiedenen Weisen zusammenpaaren kann, fiir dieselbe HIrsTsche Kongruenz
die abwickelbaren Flichen zu einer beliebigen der Klassen (A,), (A;) oder (A;) gehdéren konnen.
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Man erhilt hieraus

sin® mx(ng + ny) 2% (ny + m,)
51) R T R
sin? 7w (n, — ny) cos? wx(n, — ny)
2 2

Aus der Darstellung (81) kann man unmittelbar den gewiinschten Schluss ziehen,
dass unter den Grossen A, und 1, eine > 1 und die andere <I 1 sein muss.

Aus den obigen Auseinandersetzungen lisst sich schliessen, dass es keine
Hirsrsche Kongruenz mit reellen Linien gibt, fiir welche zwei Flichen (75) mit
verschiedenen Zeichen fiir 1 die Brennflichen darstellen. Dies hat seine Er-
klirung darin, dass fiir ein solches Flichenpaar die Berithrungsebene in einem
ausserhalb des gemeinsamen Vierseits gelegenen Punkte der einen Fliche die
andere Fliche immer in einem Kegelschnitte schneidet, fiir welchen der ‘nnere
Bereich den Berithrungspunkt der anderen Flidche enthilt. KEs ldsst sich diese
Bigenschaft etwa am Beispiele der beiden Flichen

=1 —yr+f=0, P2—1+y—2F=o0

studieren.

28. In den Relationen (4), (5), (6) und (7) der 3. Nummer haben wir Dar-
stellungén fiir W-Kurven, welche den vier reellen Fillen entsprechen, die zu
Anfang der vorigen Nummer hervorgehoben wurden. Insbesondere gehort (7)
zu dem Falle, wo zwel gegeniiberliegende Seiten des windschiefen Vierseits reell
und die beiden {iibrigen konjugiert imaginir sind. Durch die beiden reellen
Seiten wird jede F, des Biischels (75) in zwei verschiedene Bereiche zerlegt,
ebenso wie man vier Bereiche erhilt, wenn sdmtliche vier Seiten reell sind. In
den noch iibrigen beiden Fillen dagegen treffen die I7, des Biischels einander
entweder gar nicht oder dieselben berithren einander in zwei Punkten, so dass
eine Zerlegung der F, in verschiedene Bereiche nicht stattfindet; die zu einer
eingliedrigen reellen projektiven Gruppe gehtrenden Bahnkurven, welche die F),
erfiillen, bilden dementsprechend ein einziges zusammenhingendes System. An-
ders in den beiden ersteren Fillen, wo man fir jeden besonderen Bereich ein
System von Bahnkurven hat. Freilich haben wir jedoch im ersten Talle nach
dem Beispiele der iiberall dicht auftretenden algebraischen W-Kurven die Exi-
stenz der Bahnkurven im allgemeinen auf zwei verschiedene solche Bereiche er-
streckt. Die Gleichung (7) bedeutet aber nie eine algebraische Kurve.
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Die Gleichung einer beliebigen W-Kurve (7) kénnen wir in die Gestalt
(74) x:y:2:w=t*cos(log t): t*sin (log ¢): £ = cos (log ¢) : t*sin (log ¢)
iiberfithren. Diese Kurve liegt auf der F,
Tw — Y2 = o.

Wollen wir in diesem Falle fiir das F,-Biischel eine Gleichung in reeller Gestalt
geben, so erhalten wir leicht hierfir

(754) xw —ye — A{xz + yw) = o.

Wie vorhin hervorgehoben worden ish, lidsst sich eine Hirstsche Kongruenz
durch eine Projektivitit bestimmen, welche die Flichen eines F),-Biischels in sich
iiberfithrt. Das Biischel hat dabei ein gemeinsames windschiefes Viérseit, und
fir die festlegung der Kongruenz braucht man nur noch ein Paar entsprechender
Punkte bei der Projektivitit (d. h. eine Linie der Kongruenz) zu kennen. Wenn
diese zwei Punkte in angrenzenden Bereichen der I liegen, welche von einander
durch reelle Linien des windschiefen Vierseits abgegrenzt werden, so sieht man
leicht, dass auf der Verbindungslinie durch die Flichen des Biischels eine ellip-
tische Involution ausgeschnitten wird. Die beiden Flichen des Biischels, welche
die Linie beriihrt, sind somit konjuglert imagindr. In dieser einfachen Weise
lisst sich beweisen, dass man in den beiden reellen I'dllen, wo zwei oder vier reelle
Linien des windschiefen Vierseitls existieren, Unterfdlle mit konjugiert tmagindren
Brennfldchen hat.

Bine neue Methode, um eine Hirstsche Kongruenz in Regelflichen zu zer-
legen, erhiilt man folgendermassen. Man nehme zu einer beliebigen eingliedrigen
Untergruppe von (77) die auf einer F, des Biischels (75) gelegenen Bahnkurven.
Der aus dieser F, von einer Linie der Kongruenz ausgeschnittene Anfangspunkt
wird durch eine gewisse in (77) eingehende Projektivitit jedesmal in den End-
punkt iibergefithrt. Diese Projektivitit vertauscht die oben besprochenen Bahn-
kurven unter einander. Die Zerfillung der Kongruenz in Regelfiichen lisst sich
dann in solcher Weise ausfiihren, dass als Leitkurven der Regelflichen je zwei
einander entsprechende Bahnkurven auftreten. Da die eingliedrige Untergruppe
beliebig war, so sieht man wohl in dieser Weise am klarsten, in wie mannig-
faltiger Weise die Zerfillung der Kongruenz in Regelflichen gelingt.
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29. Nach R. Srurm ist »die Brennfliche jeder reell-strahligen Kongruenz
1

(2, 2) reell-punktig».’ Diese Behauptung steht in Widerspruch mit unserem Resul-
tate, dass es Hirstsche Kongruenzen mit reellen Linien und nullteiliger Brenn-
fliche gibt. In dem Beweise, den Sturm fiir seinen Satz gegeben hat, entdeckt
man aber leicht eine Liicke. Die Methode von Srtury zielt zuniichst darauf die
quadratische Kongfuenz auf eine Fliche 3. Ordnung abzubilden. Hs gilt dies
die bekannte Abbildung des linearen Komplexes auf den Punktraum, vermittelst
welcher insbesondere S. Lie hochst merkwiirdige Resultate gewonnen hat. Eine
quadratische Kongruenz ohne singuldre Linien gehdrt nimlich stets zu einem
linearen Komplexe, und die obige Abbildung derselben auf eine F;, lisst sich
immer reell ausfiilhren, wenn die Kongruenz reelle Linien enthilt. Ein auf der
F, gelegener Kegelschnitt spielt bei dieser Abbildung eine fundamentale Rolle.
Die Brennfliche der quadratischen Kongruenz wird nimlich in die Kongruenz
iibergefiihrt, welche durch die von diesem Kegelschnitt ausgehenden und die F
anderwiirts berithrenden geraden Linien erzeugt wird. Nach Srurm soll letztere
Kongruenz immer reelle Linien enthalten. Wird dies zugegeben, so muss frei-
lich auch die Brennfliche der quadratischen Kongruenz reell sein. Die frag-
liche Annahme begriindet nun SturmM in solcher Weise, dass er darzulegen sucht,
dass durch einen beliebigen Punkt des Kegelschnittes immer eine Ebene gelegt
werden kann, welche die I in einer einziigigen C(; schneidet; dies wiire auch
hinreichend, weil bekanntlich von jedem reellen Punkte einer einziigigen C; stets
zwei anderwirts beriihrende reelle Tangenten ausgehen. Nun gibt es aber eine
zweiteilige Gattung von kubischen Flichen, welche durch drei reelle und zwolf
Paare von punktierten geraden Linien charakterisiert wird. Hs ist nidmlich zu
dem immer vorkommenden unpaaren Teile der F, ein neuer paarer Teil hinzu-
gekommen, der von eine geraden Linie nur in o oder 2 Punkten getroffen wer-
den kann. Die reellen Kegelschnittsysteme werden aus der I’y durch Ebenen-
biischel ausgeschnitten, welche als Achse eine von den drei reellen Linien der
F; haben. Die in solcher Weise erhaltenen Kegelschnitte kdnnen entweder auf
dem unpaaren oder paaren Teile der F, liegen. Wenn letzleres fiir den funda-
mentalen Kegelschnitt eintrifft, so ist die F, die Abbildung einer quadratischen
Kongruenz mit reellen Linien, deren Brennfldiche nullteilig st.

Fir die Hirsrschen Kongruenzen sind die vier Doppelstrahlen des wind-
schiefen Vierseits charakteristisch. Diese Strahlen werden bei der obigen Ab-

' » Liniengeometrie» II, p. 194. Doch gibt es, wie wir spiiter gefunden haben, in »Linien-
geometrie» III, p. 312 eine Berichtigung der obigen Aussage.
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bildung in Knotenpunkte der F, iibergefiihrt. In den beiden Fillen, wo die.
vier Knotenpunkte entweder simtlich reell oder zwei reell und die beiden iibri-
gen konjugiert imaginir sind, bezeichnet die F, den Ubergang von einer zwei-
teiligen zu einer einteiligen kubischen Fliche, indem die F, zwei Teile enthilt,
welche nur in den reellen Knotenpunkten mit einander zusammenhiingen. Liegt
dann der fundamentale Kegelschnitt auf demjenigen von diesen Teilen, der vom
paaren Typus ist, so haben wir das Bild einer Hirsrschen Kongruenz mit reellen
Linien und nullteiliger Brennfliche. In diesem Zusammenhange erinnern wir
daran, dass es nach Ropexsrre zwei Haupifdlle von zweiteiligen kubischen Fld-
chen gibt, indem entweder simtliche Ebenen des SyrvesTERrschen Pentaeders reell
oder zwei unter denselben konjugiert imagindr sein kénnen. Im ersten Falle
gibt es einen stetigen Ubergange zu einer I, mit vier reellen Knotenpunkten
und im zweiten zu einer F,; mit zwei reellen und zwei konjugiert imaginiren
Knotenpunkten.*

In seiner Aufzihlung der verschiedenen reellen Typen der Kummrrschen
Fliche, d. h. der Brennfliche einer quadratischen Kongruenz, hatte bereits K.
Rouy unser obiges Resultat gefunden, dass die Brennfliche einer reell-strahligen
Kongruenz nullteilig sein kann.? Roux hat in der Tat zwei Typen nullteiliger
Kuumerscher Flichen gefunden. Dieselben unterscheiden sich von einander
durch die Eigenschaften der vier isolierten reellen Doppeltangénten, welche nach
einem Satze von H. G. Zeurnex jeder ebene Querschnitt besitzen muss. Unter
den sechszehn nach XKegelschnitten berithrenden Ebenen koénnen nédmlich ent-
weder vier oder keine reell sein. Im ersten Falle sind die vier isolierten Doppel-
tangenten Spuren von diesen Ebenen, und unter den sechs quadratischen Kongru-
enzen, welche die Fliche als Brennfliche haben, kann keine reell-strahlig sein.
Im zweiten Falle dagegen gehoren die vier isolierten Doppeltangenten zu zwer reell-

strahligen quadratischen Kongruenzen.

30. Allgemeine Untersuchungen tiber Schliessungssdtze, zu denen man bei
den Hirstschen Kongruenzen kommt, hat man von Zrurren.® Hier wollen wir
nur den speziellen Fall in Betracht nehmen, wo die Linien des geschlossenen

Vielseits sukzessive aus einander durch dieselbe Projektivitdt hervorgehen. Die

! C. RODENBERG, »Zur Classification der Fldchen dritter Ordnung», Math. Ann. 14, (1879),
p. 60, 65. )

2 »Die verschiedenen Gestalten der KummERrschen Fliche», Math. Ann. 18 (1881), p. 120.

3 Man sehe ausser der bereits zitierten Arbeit (Math. Ann. 26) » Lehwbuch der abzihlenden
Methoden der- Geeometries (1914), p. 268.
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Ecken sollen dementsprechend auf einer Fliche des Biischels (735) liegen und die
Seiten zwei andere Flichen desselben Biischels berithren. Da |k|= 1 sein muss,
s0 miissen, falls wir reelle Seiten der Polygone wiinschen, die Bahnkurven zu
dem besonderen Fall gehoren, den wir im vorigen Abschnitt behandelt haben.
Wiinscht man die Gleichung in reeller Gestalt zu geben, so ist demnach (71)
durch (48) zu ersetzen. TFiir das Biischel (73) erhiilt man also hier in reeller
Schreibweise die Gleichung

(752) a® + w' —A{y* + &%) = o.

Man sieht leicht, dass bei endlichen Schliessungssitzen »n, und », kommensurabel

sein miissen. Wir koénnen mithin %, und %, ganz und teilerfremd annehmen.
27Ty

Soll das Polygon r Seiten besitzen, so konnen wir k= e " setzen, wo %, eine
zu r teilerfremde ganze Zahl bedeutet. Liegen nun die Ecken des Polygons auf
der Fliche (75,) mit 2= 1, so erhilt man unmittelbar aus (81) die beiden Fli-

chen, welche von den Seiten beriihrt werden. Fiir x =7—j ergibt sich hiernach

gin® T2 + 7s) cog? THL 0y + 73)
2r 279
(811) ;“l - },2 e T
sin? Z,r,ﬂ',flw@im,ﬁé) cos? 7oy (g — M)
2r 29

Es lassen sich hier je nach den Moglichkeiten von gemeinsamen Teilern
zwischen » und einer der Zahlen #,, #,, %, + %, und », — 1, mehrere Fille unter-
scheiden. FErstens kann r Teiler von entweder %, oder »n, sein. Man erhilt dann
ly=1,=1. Die BEcken eines Polygons liegen auf einer und derselben Erzeu-
genden der I, so dass man als Kanten Abschnitte dieser Erzeugenden bekommt.
Nach dem Ende der 18. Nummer werden ja auch in diesem Falle die assozilerten
Regelfliichen auf die eine oder andere Regelschar der F, reduziert.

Es sei zweitens r ein Teiler von entweder »; + n, oder #; — n,. Dabei sind
zwei Moglichkeiten in Betracht zu nehmen, je nachdem 2» Teiler von x,(n, + n,)
bzw. x,(n; —n,) ist oder nicht Bei der ersten Moglichkeit ergibt sich A, =0 bzw.
Ay == und bei der zweiten A, =0 bzw. 1, =. Im Biischel (75,) bedeutet nun
A=o0 die Gerade x=w =0 und A= die Gerade y =z =o0. Fine von den
Brennfldchen ist also in eine Bremnlinie iibergegangen, und die Polygone liegen in
den Ebenen durch die Brennlinite. Dass die assoziierten Regelflichen, welche die
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Kongruenz erzeugen, fiir k"= 1 (n hier =5, 4+ n,) bzw. k"™ =1 die obigen .
Geraden als Leitlinien besitzen, wurde iibrigens bereits in der 8. Nummer hervor-
gehoben. Fiir die andere Brennfliche bekommen wir eine endliche Anzahl von
Moglichkeiten. Der Parameter 4 fiir dieselbe wird ja aus (81,) (als 4; oder A,)
bestimmt. Man bekommt zweierlei Ausdriicke fiir die moglichen Zusammen-
stellungen von A, und 4,, nidmlich

! 2 b,

oo, CO8

(82) & hw r

Dabei soll die ganze Zahl b zu r prim sein. Fir r=3 gibt (82) die Losungen

o, 41 oo, 1.
) ? b 4
Ebenso findet man fir r =4
I
0, 2} ®, -
2
und fir r=26
07 4; w? é.
3 4

Da die Ersetzung von % durch » — I keine Anderung veranlasst, so erhiilt man
' h
in (82) %g) verschiedene mogliche Werte fiir cos® Tn

Drittens sei r Teiler von keiner der Zahlen #n,, #s, #, + %, und n; — n,. Die
Kongruenz hat dann immer zwes wirkliche Brennfldchen. TFir r = 3 wird dieser
Fall nicht vertreten, so dass also eine Brennfliche der Kongruenz immer in eine
gerade Linie degenerieren muss. Fiir » = 4 hat man die Losung, dass n, (bzw. n,)
ungerade und n, (bzw. ;) durch 2 aber nicht durch 4 teilbar ist. Man findet

hierzu

Ayd, =3+ 2V2

Fir »=6 hat man zunfichst drei Méglichkeiten. Eine von den Zahlen #», und
ny ist bei der ersten durch 3 und bei der zweiten durch 2 teilbar, die andere
aber soll zu 6 prim sein. Bei der dritten Moglichkeit ist eine von diesen Zahlen
durch 3 und die andere durch 2 teilbar. Fir die Parameter ,, 4, der Brenn-

flichen erhilt man die Werte
40--34472. Acta mathematica. 64. Imprimé le 5 novembre 1934.
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2t V3
2

s 3) 7t als.

1) 3, g; 2)) 2(2 £ V3); 2,)

Ist hier » eine Primzahl, so miissen sowohl #, als n, zu » prim sein. Fiir »,
hat man dann die Wahl zwischen » — 1 Restklassen (mod 7). Ist diese Wahl
getroffen, so sind fiir », nur noch » — 3 Restklassen zulissig, da die Kombina-
tionen %, ¥ »n,=o0 zu vermeiden sind. Vertauscht man nun »; mit n,, oder er-
setzt man »; und %, durch r — n; und r — n,, so wird offenbar in (81,) das Para-
meterpaar 1,, 4, ungedndert. In solcher Weise bekommt man, wenn r eine Prim-
zahl ust,

(r—1) (r—3)
(83) T
Flichenpaare im Biischel (75,), welche die Brennflichen je zweier Hirsrschen Kon-
gruenzen darstellen, wober die Linien der Kongruenzen sich in geschlossene 7-Seite
zerlegen, deren Ecken auf einer bestimmten Fliche des Brischels liegen. Fiir den
Fall, dass » keine Primzahl ist, hat man einen entsprechenden Satz, wenn man
sich auf solche Vielseite beschrinkt, fir welche %, und n, zu r prim sind.
Man hat dabei nur (83) durch

@ ()| (r) — 2
(834) ¢ (1) [p () — 2|
4
zu ersetzen. Zum Schluss geben wir fiir r = 5 und r = 8 die beiden Paare von

Losungen i, 4,

3+Vs  7—3Vs,

r=3: 1) —,

3=Vs 7+3Vs,
2 2 2

2)
r=28: 1) 2+t V;, 2) =

Bei diesen Untersuchungen iiber geschlossene r-Seite in den Hirstschen
Kongruenzen hat es sich erwiesen, dass die W-Kurven, welche die Hcken ent-
halten, nicht vollig bestimmt sind, indem man %, und %, beliebig nehmen kann,
falls nur gewisse Kongruenzbedingungen (mod 7) erfiillt werden. In anderen
Worten bedeutet dies, dass die eingliedrige Gruppe, welche die Projektivitiit von
der Periode r als ein Element enthdlt, sich nicht eindeutig bestimmen lisst.

Dies hiingt damit zusammen, dass das gemeinsame Vierseit der Flichen (75,), auf
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denen die ‘Bahnkurven liegen sollen, aus zwei Paaren konjugiert imaginiirer
Linien besteht. Es gibt also keine Erzeugenden der F,, welche fiir die Bahn-
kurven uniibersteighar sind. Eine gewisse Projektivitit bestimmt auf einer F,
zwei entsprechende Punkte, aber man erhilt unbegrenzt viele diese Punkte ver-
bindenden Bahnkurven, und die Verschiedenheit dieser Bahnkurven ldsst sich

auf Umldufe nach dem einen oder anderen Erzeugendensysteme reduzieren.

31. Mit den Hirsrtschen Kongruenzen sind aber die quadratischen W-
Kongruenzen noch nicht erschépft, indem man auch solche erhalten kann, welche
einen Kegel 2. Grades als Brennfliiiche und einen diesen Kegel doppelt beriihren-
den Kegelschnitt als Brennkurve besitzen. Bei verschiedenen Bedingungen kann
eine W-Kurve (9) auf einem K, liegen, wie fiir 2n =n + ny; n=2n,; n=2ny;
n, = 2n,. Diese Fille lassen sich iibrigens durch Anderung der Bezeichnungen
auf einander zuriickfithren. Wir wollen letztere so wihlen, dass man als Gleichung

des Kegels

xe—y'=o0
bekommt., Die Gleichung der W-Kurve ldsst sich dann auf die Gestalt
(84) Ty zw=nTr b g

bringen. Da man offenbar den Exponenten einen Proportionalitdtsfaktor hinzu-

fiigen kann, so ist hier das Verhiiltniss :% die einzige wesentliche Konstante. Ist
1

dieses Verhiiltniss rational, so haben wir eine algebraische Kurve, und wir kénnen
fiir », und », zwei ganze teilerfremde Zahlen wihlen. Ist dabei % >0, so kénnen
vy
wir anch v, und », > 0 annehmen. Die Kurve ist dann von der Ordnung 2, +,
und geht durch die Spitze des Kegels. Letzteres trifft auch zu, wenn die Zeichen
fiir », und », verschieden sind und |v,|>]|2%]; in diesem Falle hat man |u,]
als Ordnung der Kurve. Ist dagegen bei verschiedenen Zeichen |v,| < |2, so
geht die Kurve nicht durch die Spitze des Kegels, und man erhiilt 2}»,| als
Ordnung der Kurve.

Auf demselben K, wie die Kurve (84) liegt jede W-Kurve der Schar

(83) xiyziw =t ot g,



316 A. Wiman.

und wir konnen durch eine leichte Transformation die Gleichung einer beliebigen
von diesen Kurven auf die Gestalt (84) iiberfitlhren. Nach den Ausfiithrungen in
der 8. Nummer sehen wir leicht, dass fiir einen beliebigen Parameter % die
Erzeugenden einer in bezug auf die Kurve (84) assoziierte Regelfiiche einen

gewissen Kegel des Biischels

xz— Ay’ =o0
bertihren, und die Ebene w =0 in einem gewissen Kegelschnitt des Biischels
2 __
xE —uy’=o

treffen, und man findet sofort, dass diese Eigenschaft noch fiir jede Kurve der
Schar (85) giiltig bleibt. In dieser Weise erhalten wir eine quadratische Kon-
gruenz, deren DBrennfiiichen sich reduziert haben, und zwar die eine auf einen
K, und die andere auf einen diesen K, doppelt berithrenden Kegelschnitt.
Hier wollen wir die Berechnungen nur fiir #= 1, d. h. fir die Tangenten
der Kurve (84), ausfilhren. Fiir die Gleichung einer Tangente bekommen wir

das System
x, ¥, oz, w = 0.
(2ug + vy) 21, (v, + )t Vo o
o , vtz o 2wt 29, 4o,

Die Bestimmung des Schnittpunktes mit der Ebene w =0 erfolgt durch die

Gleichungen

0y + v)x— (29 + vy) ty = 0; voyy — (v + )tz =o0.

Derselbe liegt also auf dem Kegelschnitte

! In einem speziellen Falle riicken die beiden Berithrungspunkte zusammen, so dass man vier
auf einander folgende gemeinsame Punkte erhilt. Noch spezieller ist der Fall, wo der Kegelschnitt
durch die Spitze des Kegels geht, dortselbst eine Erzeugende berithrt und dabei in der Berithrungs-
ebene des Kegels liegt.
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Betrachten wir umgekehrt die Brennkurve (86) als gegeben, so konnen wir

den Parameter ?zu fiir die zur Kongruenz gehérendeﬁ W-Kurven (85) be-
1

stimmen. Wir bekommen hierfiir
wlw+2)—puw+ 1) =(0—uw+1}—1=0.

Als Losung dieser Gleichung ergibt sich

I
Uy, Uy =—171 Vlm

1 —p

Den Wurzeln wu,, u, entsprechen zwez verschiedene quadratische Kongruenzen, welche
itbrigens aus einander durch Vertauschung von x und z hervorgehen. Fir u>1
werden die Wurzeln u,, #, konjugiert imagindr. In diesem Falle erhilt man eine
reelle Darstellung, indem man in (84) sowohl x und z als », und », + 29, kon-
jugiert imagindr annimmt. Ersetzen wir etwa x und z durch « t ¢z sowie v,

und v, + 2, durch » ¥ ¢, so ergibt sich als reelle Gleichung einer W-Kurve
(84,) z:y:z:w==2tcos(log?):t:¢sin(logt):1.

In dieser Gestalt sind die reellen W-Kurven nicht mehr algebraischen Kurven
ithnlich. Dieselben verlaufen in unbegrenzt vielen Umgiingen um den Kegel

x? + 22—y =o.

Fir {—0 und ¢— « nihern die Windlungen sich unbegrenzt entweder der
Kegelspitze oder der gegeniiberliegenden Ebene @ = 0. Ob die eine oder andere
Moglichkeit eintrifft, wird durch das Zeichen von » entschieden.

Die in dieser Nummer betrachtete quadratische Kongruenz unterscheidet
sich von den Hirstschen Kongruenzen auch dadurch, dass dieselbe zu keinem
linearen Komplexe gehort. Diese Kongruenz tritt als Glied in einem allgemeinen
System von Kongruenzen auf, welches von Srturm in seiner Monographie be-
handelt wird; die besonderen Kongruenzen des Systems haben zwar noch die
Ordnung 2zwei, unterscheiden sich aber durch die Klasse, welche beliebig sein
kann. Die Linien der Kongruenz umbhiillen stets einen Kegel 2. Grades, die

Brennkurven aber variieren'.

' SturM, »Liniengeomelrie» 11, p. 335.
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§ s.
Hohere W-Kongruenzen.

32. In diesem Abschnitte wollen wir hauptsichlich einen allgemeinen Typus
von W-Kongruenzen betrachten, unter denen die Hirsrschen Kongruenzen nur
einen speziellen Fall bedeuten. Wir nehmen dabei unseren Ausgangspunkt von

einer Fliche

(87) Pl — Y P =0 (p+qg=r+s).
Es seien p, q,  und s kommensurabel und > o. Wir kénnen dann die Exponenten
als ganze Zahlen ohne einen allen vier gemeinsamen Faktor voraussetzen. s

ist auch erlaubt p = r = s = ¢ anzunehmen. Man sieht leicht ein, dass hier neben

(87) als Ergiinzung

(871 2P —y 2w =0 (p=r+s+qg, p>r=s=g>0)

zu stellen ist. :
Jede Fliche von den Typen (87) und (87,) besitzt eine zweigliedrige Gruppe
von projektiven Transformationen in sich. Wenn wir die Bedingung dafiir auf-

suchen, dass eine Operation
(88) iy iw =ax: By ye:dw

zu dieser Gruppe gehort, so erhalten wir

(89) a?dt—fyt=o
bzw.
(89,) al — gryfdt=o.

Die Operation ist mithin durch den Punkt der Fliiche (87) bzw. (87,) charakteri-
siert, in welchen der Einheitspunkt ibergefithrt wird. Es leuchtet noch ein, dass
bei der zweigliedrigen Gruppe jede Fliche des Biischels

(90) xPuwl — Ly z*=o0
bzw.
(90,) P — Ayt w! =0

in sich iibergeht.
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Suchen wir in einem Punkte wx,, y,, 2;, w, die Beriihrungsebene einer Fliche
(90) oder (90,) so erhalten wir

T w 9 z
p—+q~——7£—s—-——~—o
1 Wy 1 &y
bzw.
z w
p~——7ﬂ—s——q—=o
Zy Y1 &1 W,y

Identifizieren wir diese Gleichungen mit
§x+ny+Lle+ ww=o,

8o bekommen wir die Gleichungen der Biischel in Ebenenkoordinaten, und zwar
in den Gestalten

ppqq"f Cs —_— (._. I)p+ql7‘r88 §P wi =— 0
bzw.

PPy Fal—(—1)PAr7s* g7 =o.
Die Biischel (90) und (90,) sind somit zu sich selbst reziprok'; und die von wuns
betrachteten W-Fldchen haben Ordnung und Klasse gleich.

33. In reeller Hinsicht haben wir hier drei verschiedene IFiille. Im ersten
Falle sind in der vorigen Nummer sidmtliche vier Grossen x, ¢, 2, w reell, im
zweiten Falle sind zwei unter denselben reell und die beiden iibrigen konjugiert
imaginir, im dritten Falle endlich hat man zwei Paare von konjugiert imaginiren
Grossen. In den beiden letzteren Fillen sind Bedingungen fiir die vier Expo-
nenten zu erfiillen. Der dritte reelle Fall kann nur in (87), nicht aber in (87,),
vorkommen und erfordert p =r, ¢ =s. Wenn wir bzw. fiir x, y und 2, w Paare
von konjugiert imaginiiren Grossen einfithren, konnen wir der Gleichung die
Gestalt

(01) (@ + 9P (z + 2w0)? + (x — dy)? (¢ —dw)? =0
geben. Der zweite Fall lisst sich sowohl bei (87) als bei (87,) vertreten. In (87)

hat man hierfiir die Bedingung + =s. Frsetzt man dann y, z durch y & 72, so
bekommt man die Gleichung

(92) 2P w? — (y* + 2% =o.

! Eine Ebene berithrt also nur eine Fliche des Biischels.
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In (87,) gibt es hier die beiden Moglichkeiten r=s oder ¢ ==s. Wollen wir die

Gleichung in reelle Gestalt iiberfithren, so erhalten wir
(921) x? — (?/2 + ZQ)T w9 = 0; x? — " (32 + /Ll;?)(l = O.

Diesen drei Iillen entsprechen offenbar die drei Hauptklassen von reellen W-
Kurven, welche wir in der 2. Nummer eingefiihrt haben. Wir bemerken noch,
dass die Moglichkeit, dass in (87) x, w und y, z konjugiert imaginire Paare
bedeuten, hier ausgeschlossen ist, da dieselbe auf p=q¢=1r=s5=1, also auf
Hirstsche Kongruenzen, fithren wiirde’.

In simtlichen Fillen gibt es fiir jeden reellen Punkt der Fliche, der in
keiner Koordinatenebene liegt, eine reelle Operation (88), welche den Einheits-
punkt in diesen Punkt iiberfiihrt. Hieraus folgert man, dass, wenn von den
Punkten in den Koordinatenebenen abgesehen wird, die Fliche entweder nur
hyperbolische oder nur elliptische Punkte enthilt. Man findet ja auch leicht
direkt, dass die parabolische Kurve nur in den Koordinatenebenen vertreten wird.
Da (91) offenbar eine Regelfliche mit den Leitlinien x =y =0 und z=w =0
bedeutet, so kdnnen im dritten Falle nur hyperbolische Punkte vorkommen.
In nicht homogener Schreibweise kann man die Flichen (92) und (92,) als Um-
drehungsflichen deuten. Man findet leicht, dass fiir (92) die Meridiankurve in
der Richtung nach der Umdrehungsaxe konkav, fiir (92,) dagegen konvex sein
muss. Hieraus schliesst man, dass im zweiten reellen Falle sowohl Flichen mit
hyperbolischen als solche mit elliptischen Punkten auftreten, indem die Punkte
von (92) elliptisch, diejenigen aber von (92,) hyperbolisch sind.

Nicht so unmittelbar evident erscheint die Sache im ersten Falle. Immer
hat man die Methode, dass man untersucht, ob die Schnittkurve der Beriithrungs-
ebene im Einheitspunkte, dortselbst einen gewdhnlichen Doppelpunkt oder einen
isolierten Punkt besitzt. Man kann aber auch, da hier nur reelle Grossen in
Betracht genommen werden, verallgemeinerte W-Flichen einfuhren, so dass in
(87) und (87,) die Exponenten p, q, r, s stetig variieren konnen, wie es in der 3.
Nummer fir die W-Kurven entwickelt wurde. Bei solcher stetiger Variation
muss der Ubergang von hyperbolischen zu elliptischen Punkten durch eine
Zwischenstufe mit parabolischen Punkten vermittelt werden. Letzterer Fall tritt
aber hier nur ein, wenn einer der Exponenten verschwindet (d. h. ¢ = o), wobei
die Fliche in einen Kegel iibergeht. Hieraus ldsst sich schliessen, dass der

! Wenn wir weiterhin in dieser Arbeit von W-Fiichen sprechen, so meinen wir Flichen von
einem der hier angegebenen Typen, doch gelegentlich mit Erweiterung auf transzendente Fiille.
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Typus (87) oder (87,) dafiir entscheidend ist, ob die Fliche hyperbolische oder
elliptische Punkte entbédlt. Man findet, dass die Punkte der Flichen vom Typus
(87) hyperbolisch sind, da unter diesen Flichen Regelflichen auftreten. Anderer-
seits sind die Punkte der Flichen (87,) elliptisch, wie man etwa am Beispiele

=yzw

bestiitigen kann, welche, wenn man von den drei geraden Linien in der Ebene
2 == 0 mit parabolischen Punkten absieht, lauter elliptische Punkte enthilt.

Wenn man die FExponenten > o annimmt, enthalten also die Flichen (87),
(o1) und (92,) hyperbolische Punkte, die Flichen (87,) und (92) dagegen elliptische
Punkte’.

34. Durch die zweigliedrige Gruppe (88) wird eine gerade Linie in o*

verschiedene Lagen iibergefithrt. In solcher Weise lidsst sich der Linienraum in

2

o ?* W-Kongruenzen zerlegen. Fiir diese Kongruenzen treten als Brennflichen

je zwei Flichen des Biischels (9o) bzw. (go,) auf. Da dieses Biischel zu sich
selbst reziprok ist, so sind Ordnung und Klasse der Kongruenzen gleich. Um
die Klasse zu bestimmen, hat man zu untersuchen, wie viele Linien einer Kon-

gruenz in einer beliebig gegebenen Ebene
ex -+ eqw + fy+ fiz=o0
liegen. Eine Linie der Kongruenz sei
Y =90x + ow, z=g0,x + o.0.
Durch (88) erhalten wir hieraus als die allgemeine Linie
By = cox + dow; ye=qap,x + do,w.

Fihren wir diese Ausdriicke fiir y und 2z in die Gleichung der Ebene ein, so

bekommen wir

Bye + alyfo + Bfie)x+ [Bye, + 6(yfo+ Bfio)lw=o0.

Da das linke Glied hier identisch verschwinden soll, so erhalten wir die Be-
dingungen

! Vermutlich existiert mit Ausnahme der Fliche (87,) bei ungeradem p keine reelle Fliche
von ungerader Ordnung, die keine hyperbolische Punkte enthilt.

4134472,  Acta mathematica. 64. Imprimé le 5 novembre 1934.
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Bye+ alyfo+ Bfie)=0;
Byes+ 0 (yfo+ Bfia)=o.

Hieraus konnen wir die Ausdriicke fiir « und d in (89) bzw. (89,) einfiihren, und

es ergibt sich so als endgiiltige Bedingung fiir das Verhiltnis f;
(03) el By —(— 1Pty fo + Bfie) (yfo + Bfi0)' =0
bzw.

(934) By (yfo+ Bfio) —(—1)pt el (yfo+ Bfie) =o0.

Als Ordnung wnd Klasse der Kongruenz bekommt man hiernach p + q bzw. p. Die
W-Fldichen und die zugehiorigen W-Kongruenzen, welche wir hier behandeln, haben
mithin dieselbe Ordnung und Klasse.

Dass die Anzahl der Flichen- eines Biischels (9o) oder (go,), weiche von einer
geraden Linie berithrt werden, zwei ist, ldsst sich leicht bestitigen. Die Schnitt-
punkte der Linie mit den Flichen des Biischels sind Elemente in einer Involu-
tion vom Grade p + g bzw. p. Nun wird zwar diese Involution 2(p + ¢ — 1)
bzw. 2 (p — 1) Doppelpunkte besitzen. Unter diesen Doppelpunkten gehort aber
eine Anzahl von p—1+¢g—1+7—1+s—1, also 2(p +g—2) baw. 2(p—2),
zu den Parameterwerten A=0 und A= . Es bleiben mithin nur noch zwei
Doppelpunkte iibrig, welche zu zwei W-Flichen gehoren, die von der Linie be-
rithrt werden. Wenn die Linie vermittelst der zweigliedrigen Gruppe in andere
Lagen versetzt wird, so bleibt diese Berithrung offenbar bestehen, und die frag-
lichen beiden W-Flichen sind also die Brennfiiichen der dabei erzeugten Kon-

gruenz.

35. Bs gilt jetzt die Frage, wie viele verschiedene Kongruenzen zwer be-
stimmte Fldchen wvon eimem der Biischel (9o) oder (9o,) als Brennfiichen haben.
Die fragliche Anzahl muss offenbar mit der Klasse eines ebenen Querschnitts,
also mit dem Range einer der Brennflichen iibereinstimmen. In der Tat, von
einem Punkte der einen Fliche muss zu jeder Kongruenz je eine Linie aus-
gehen. Diese Linien liegen in der Beriihrungsebene und sind Tangenten der
anderen Fliche.

Bei einem allgemeinen Querschnitte einer Fliche (go) sind vier singulire
Punkte zu untersuchen, niamlich die Schnittpunkte der Ebenen x =0 und w==0
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mit den Ebenen y =0 und z=o0. Handelt es sich dagegen um eine Fliche
(90,), so hat man in den Schnittpunkten der Ebene x =0 mit y =0, # =0 und
w =0 drei singulire Punkte. Um die Klasse des Querschnitts zu bestimmen,
sind die Aquivalente dieser Punkte in gewohnlichen Doppelpunkten und Spitzen
zu ermitteln. HEs geniigt durch ein Beispiel zu beleuchten, wie dies ausge-
fithrt wird. Wir betrachten fiir einen Querschnitt von (87) den Punkt x=y==0.
Bei nicht homogener Darstellung kénnen wir z durch 1 ersetzen. Es ist dann
w ein linearer Ausdruck in z und ¥, der fiir x =y = 0 nicht verschwindet.
Hiermit ist die Gleichung der Kurve auf die Gestalt

¥y —xP(a, + ax + ay) =0

gebracht. Es sei #», der grdsste gemeinsame Teiler von » und p. Die Aquiva-
lente des Punktes x =y ==0 in Doppelpunkten und Spitzen lassen sich nun
nach bekannten Formeln von Cayrry bestimmen. Fiir die Anzahl der Spitzen

hat man

Als Aquivalente in Doppelpunkten bekommt man, wenn man jeden der »,
Zweige fir sich betrachtet

Da diese Zweige gemeinsame Punkte mit einander haben, so kommen hierzu
noch

Pl —1)r p  r—1

— ¥
2 11y 27 p

Doppelpunkte.

Wir bezeichnen noch mit s, ¢,, ¢, und ¢, bzw. die grossten gemeinsamen
Teiler von s und p, ¢ und 7, ¢ und s und ¢ und p. Fir einen Querschnitt
einer Fliche (9o) erhalten wir dann die Aquivalentenzahl x in Spitzen

A=r—r+t8s—8+q¢—q@ +q—=qQp=p T 34— —8 — ¢ — (.

Es ergibt sich weiter fiir die Aquivalentenzahl ¢ in Doppelpunkten
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§;—1

= W p—ap T _
5—27.1(7 r)(p—37n) + ™ 719+281(S s (p— 38) + a5 P T
1 gi— 1 I Gs—1
+—qg— - + r+ —g— s — + §=
S @ Wl —3a) + T mar + Zele = an) (s — 30 + T =g
=££—t%u—s)~<(p+27"+zs+3q)+%(r1+81+q1+q2)=
(p + g7

= B FE R R rs)

Benutzen wir jetzt die Formel
Pzé(n— n—2)—3—=«

fiilr das Geschlecht P einer Kurve, wo die Ordnung # hier = p + ¢ ist, so be-

kommen wir

(94) P:¥+ I—é(r1 s+ g+ ).

Fir die Klasse £ der Kurve haben wir die Formel
k=2n+ P—1)—zx.

Im hier betrachteten Falle ergibt sich hieraus

(93) k=2p.

Betrachten wir andererseits einen Querschnitt einer Fliche (9o,), so ergibt
sich in gleicher Weise

X=r—=r Tt 8=t —@GB=p— 7 — 8§ (s

Man erhiilt weiter als Aquivalente in Doppelpunkten

I o —
§=——(—r){p—3r) + =

1 1
2 a1 719+;;,;(8“S1)(]0*’35’1)+

§— 1
28

s —

IQP_
24s

+

1
- _— — i
sp+ 5 p @—a)(p — 3¢5+

2
:%—310 +g(’"1 + 8+ qq).
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Fiir das Geschlecht P ergibt sich jetzt
I
(94,) ' P:€+I_5(7'1+31+93)-

Als Endresultat findet man denselben Ausdruck fiir die Klasse wie in (95).
Es gibt mithin emmer 2p W-Kongruenzen, welche zwei beliebig gegebene W-
Fléichen (90) oder (90,) als Bremnflichen besitzen.

36. Damit eine W-Kurve
(06) xiyrziw= M

auf der Fliche (87) (oder (87,)) liegen soll, muss fiir die Exponenten die Be-
dingung
(97) ' P =10y + sny

gelten. Dabei konnen natiirlich die Zeichen von n, »; und n, verschieden sein.
Durch die Operationen (88) der zweigliedrigen Gruppe wird (96) in andere La-
gen iibergefiihrt, so dass die ganze Fliche iibergedeckt wird, und fiir eine ein-
gliedrige Untergruppe sind die Kurven des so erhaltenen Systems die Bahn-
kurven.

Als Gleichung der Schmiegungsebene der Kurve (96) bekommen wir

Ny My (”1 - ”72) X — nny (n — n2) gy +

(98)
+ nng (v — n) " 2 — (n— ny) (0 — ny) (ny — ny) "w = o.

Fiir die Beriihrungsebene der Fliche im Kurvpunkte haben wir die Gleichung

LTY 8% L AW g gp— Ry e

(99) pxl ”, Zl+wl—-px iy — stz + gttw = o.

Fiir das letzte Glied gilt dabei das Zeichen + oder —, je nachdem es sich um
die Fliche (87) oder (87,) handelt. Man sieht unmittelbar ein, dass die asympto-
teschen Kurven dieser Flichen eingliedrige Gruppen gestatten miissen. Dieselben
sind also W-Kurven. Thre Bestimmung erfolgt dadurch, dass man die Gleichungen
(08) und (99) identifiziert, da bekanntlich die Schmiegungsebene einer asympto-
tischen Kurve mit der Berithrungsebene der Fliche zusammenfillt. Man erhilt
in solcher Weise die Bedingungen
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(100) P = " = A ] .
1Ny (ny —mg)  mmg(n—mny)  nn(n—mn)  (n—mny)(n— n)(n, — n,)

‘Unter. diesen Bedingungen ist aber nur eine neu, da sich zwei auf
prag=r+s prn=1rn + sn,
reduzieren lassen. Die hinzukommende Bedingung kénnen wir schreiben
p—n)n— ny) T quyn,=o0.
In letzter Instanz lisst sich die Frage auf die Relation
s(p—sny +rp—r)nl —lrs+ p—98)p—1) X pgnn=o
fir *2 guriickfithren. Der Koeffizient fiir n N, lidsst sich hier vereinfachen, so

Ny
dass wir erhalten

(101) s{p—8)n; +r(p—r)n} —2rsnyn,=o.
Wenn wir die Losung ausfithren, so ergibt sich

My T 4 ! T -
(102) " p——s_s(pf—-é’)]/‘pq’s'

Da die asymptotischen Kurven einer Fliche mit hyperbolischen Punkten reell,
diejenigen aber einer Fliche mit elliptischen Punkten imaginiir sein miissen, so
lassen sich aus dieser Form der Losung unsere Resultate in der 33. Nummer
leicht bestiitigen.

' Aus (102) bekommt man die Antwort auf die Frage, fiir welche Flichen (87)
die asymptotischen Kurven algebraisch sind. Man findet hierfiir die Bedingung,
dass das Produkt pqrs der wvier FExponenien ein Quadrat sein soll. Dieser Be-
dingung ldsst sich in mehreren Weisen Geniige leisten.! Zuniichst setzen wir
=p, s=¢. Die Fliche ist dann eine Regelfliche, und die eine Schar von
asymptotischen Kurven geht in die Erzeugenden iiber. Fiir die andere Schar
erhilt man

Ny M Wy =2p:p+4q:p—4q.

! Eine allgemeine Antwort auf die obige zahlentheoretische Frage wollen wir bei einer an-
deren Gelegenheit geben. Dieselbe grandet sich auf die Relation (100).
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Hier tritt rechts der gemeinsame Teiler 2 auf, wenn p und q beide ungerade
sind; ist aber eine von diesen Zahlen gerade, so sind die drei Zahlen 2p,p + ¢
und p — ¢ zu einander prim. Die Ordnung der asymptotischen Kurven ist also p
oder 2p, je nachdem die Ordnung p -+ q der Regelfldche gerade oder ungerade ist.
Da man

Ny =N -+ %y

hat, so gehoren die asymptotischen Kurven in diesem Falle zu den ausgezeich-
neten W-Kurven. Dies ist auch in der Tat eine notwendige Bedingung dafiir,
dass dieselben reell bleiben, wenn man die Gleichung der Fliche auf die andere
mégliche reelle Gestalt (g1) iiberfithrt. Man sieht auch leicht ein, dass eine
Fliche (91) keine anderen reellen algebraischen W-Kurven als die asymptotischen
Kurven enthilt.

Wir wollen noch auf einige andere Fille hinweisen, wo die asymptotischen
Kurven von (87) algebraisch sind. ,

1) p+ ¢ lisst sich auf mehrere Weisen in zwei Quadrate zerfiillen. Simt-
liche vier exponenten konnen dann Quadrate sein.

2) Man hat s=7, und 27 ist die Summe von zwei Quadraten p + ¢.

3) Man hat p + g =h? wobei h— 1 Quadrat ist, und A? in eine Summe
von zwei Quadraten zerlegt werden kann. h®=h} +hl=h + (h—1)h.

4) WBs sei p+qg=~%und h+ 1 ein Quadrat. h¥=(h®—1)+ 1=(h—1)h+h.

Als ein besonderes Beispiel betrachten wir den Fall p=9, ¢=1, r =s=75.
Fiir die beiden Systeme von asymptotischen Kurven bekommen wir nach (97)
und (102) die Losungen

Ng=06, n=015, ny=3; N =06, =175, ny==3.
Wir wihlen fiir ein anderes Beispiel p=8, ¢g=1, r=6, s=3. Als
Losungen erhalten wir ’
Ny =4, N=13, Ny =2; Ny =10, =0, Ny == 4.

Zwei asymptotische Kurven von verschiedenen Systemen sind also hier nicht,

wie im vorigen Beispiel, projektiv fquivalent.

37. Bezeichnet man in (98) die Xoeffizienten mit &, 5, { und w, so
hat man '
Eimiliw=mmny(n, —n)t™: —nny(n— ny) t ™ :mmy (n — n) ¢

p— (= ) (n — my) (g — my).
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Beriicksichtigen wir (97) und die Identitit p + ¢ =17 + s, so erhalten wir leicht

hieraus
NP B (g — mp)PEa
(ny — n)P=* (1 — n, )P~ mPLa

§P(uiq_ ,’77'@9:0.

Fihrt man andererseits die Gleichung einer Fliche
2P wtl — Jyrzf =0

in Ebenenkoordinaten iiber, so ergibt sich

P +q~_L(iQ)iq TS
5w l(—r)r(—s)s’? ff=o.

Ist die Bedingung
I e e U s

(103) A (— )y (—s) NP pB =T (g — n,y)PEY

erfiillt, so ist letztere Fliche mit der vorhergehenden identisch.

Die Kongruenz, zu welcher die Kurve (96) und die mit ihr nach den Pro-
jektivititen (88) dquivalenten Kurven gehoéren, hat nun (87) bzw. (87,) als erste
Brennfliche, und fiir die Fliche des Biischels (9o) bzw. (90,}, welche als zweite
Brennfiiiche auftritt, lisst sich 4 aus (103) bestimmen. Da eine beliebige Fliche
(90) bzw. (90,) sich in (87) bzw. (87,) projektiv iiberfithren lisst, so hat in (103)
4 die allgemeinere Bedeutung als Verhiltniss zwischen den zu den Brennflichen
gehorigen Parametern 4, und 1,, Hat man p=r, ¢=s, d. h. sind die W-
Flichen Regelfliichen, so erhillt (103) die einfachere Gestalt

(103,)

Ersetzt man in (104) und (103;) % durch seinen Ausdruck in #, und n,

nach (97), so resultiert fiir das Verhiltniss % eine Gleichung vom Grade 2 p.
. 1

Diese Gleichung st fiir diejenigen 2 p Kongruenzen bestimmend, welche zwei Fldchen

(9o) bzw. (90,) mit einem gegebenen Verhiltniss A zwischen den Parametern als

Brennfliichen haben. Schreiben wir %=v, so erhalten wir aus (103) und (97)
) 1
die folgende Gleichung fiir »
_p2(F q*((p— &)y — 1P sy — (p— )P (r + swppte
bod 4= o e P
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Fir Regelfliichen bekommt diese Gleichung die vereinfachte Gestalt

(104y) PO iV (P(I—fl);f:: (p + gop+e

Betrachtet man 1 als einen verinderlichen Parameter, so bedeutet (104)
eine Involution vom Grade 2p. Diese Involution hat vier Doppelelemente, wo-
bei von solchen Doppelelementen abgesehen wird, die zu A=o0 und 1=« ge-
héren. Die direkte Bestimmung dieser Doppelelemente gibt

s(p—8)v—2rsy +r(p—r)=o.

Wir sind hier auf die in der vorigen Nummer behandelten Kongruenzen zu-
riickgefithrt, zu denen die Haupttangentenkurven gehoren. Diese beiden Kon-
gruenzen geben also in {104) dreifache Losungen fiir A= 1. Es bleibt eine
Gleichung vom Grade 2p — 6 iibrig. Durch dieselbe werden 2 p — 6 Systeme
von W-Kurven definiert, welche zu Kongruenzen gehoren, deren beide Brenn-
fliichen sich in eine doppelte vereinigt haben, welche von den Linien in zwei
verschiedenen Punkten berithrt wird. Nun miissen offenbar bei jeder Kongruenz
zwet solche Systeme von W-Kurven aufireten, so dass man nur p — 3 verschiedene
W-Kongruenzen erhdlt, welche sich aus den Doppeltangenten einer W-Fliche (90)
oder (90,) erzeugen lassen.

Dass fir =1 die Systeme von Haupttangentenkurven in (104) als drei-
fache Losungen gelten miissen, ldsst sich auch in der folgenden Weise begriin-
den. An die Schnittkurve einer Beriihrungsebene einer Fliche (9o) oder (9o,)
mit dieser Fliche selbst lassen sich vom Beriihrungspunkte nur 2 p — 6 Tangen-
ten ziehen. Gilt es dagegen die Schnittkurve mit einer anderen Fldche des be-
treffenden Biischels, so ist diese Anzahl nach der vorletzten Nummer 2p. Jede
der beiden Tangenten im Beriihrungspunkte hat also deren drei absorbiert, und
letztere Tangenten bertihren bekanntlich die Haupttangentenkurven.

Die Anzahl vier der Doppélelemente wird bei der speziellen Involution

(104,) auf zwei erniedrigt. Fiir ihre Bestimmung erhiilt man die Gleichung
(p—qv—2p=o.

Die Kongruenz, zu welcher das System der eigentlichen Haupttangentenkurven

gehort, gilt also als dreifach fiir 2= 1. Dagegen entspricht das System der

Erzeugenden der einfachen Ldsung v=o0. Fir A= 1 hat also (104,) noch
4234472, Acta mathematica. 64. Imprimé le 6 novembre 1934.
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2p — 4 Loésungen, welche von p — 2 Kongruenzen herriihren miissen. In dem
besonderen Falle, wo die Flichen (90) Regelfiichen bedeuten, ist mithin die Anzahl
der Kongruenzen, welche sich aus Doppeltangenten einer Fliche erzeugen lassen, von
»— 3 auf p— 2 erhiht. ,

Nach der 34. Nummer hat man p + ¢ bzw. p als Ordnung und Klasse
einer W-Kongruenz, wenn die Brennflichen zu einem Biischel {go) bzw. (90,)
gehéren. In dieser Nummer haben wir gefunden, dass es p— 3 Kongruenzen
gibt, deren Linien eine einzelne solche Fliche in zwei Punkten berithren, wobei
jedoch zu beachten ist, dass diese Anzahl auf p— 2 erhoht wird, falls die Fliche
eine Regelfliche bedeutet. Hiernach wire fiir einen ebenen Querschnitt einer
Fliche (go) im allgemeinen eine Anzahl von (p — 3)(p + ¢q) Doppeltangenten zu
erwarten, doch (p—2)(p +¢), weun es sich um eine Regelfliche handelt, und
ebenso fir einen Querschnitt einer Fliche (9o,) eine Anzahl von p(p — 3) Dop-
peltangenten. Dies ldsst sich auch durch eine direkte Berechnung der Anzahl der
Doppeltangenten bestiitigen. Hierbei muss man freilich beachten, dass solche
Doppeltangenten, die in den Schnittlinien mit den Koordinatenebenen liegen,
hier nicht mitgezihlt werden diirfen.

38. Bekanntlich ist das Doppelverhilltniss der vier Punkte, in denen die
Tangente einer W.Kurve die Ebenen des Fundamentaltetraeders trifft, konstant.
Da diese Eigenschaft auch den Linien eines tetraedralen Komplexes zukommt,
so gilt nach S. Lig, dass dée Tangenten der Bahnkurven einer eingliedrigen Gruppe
einen tetraedralen Komplex erzeugen! Fiir die Kurve

xiyreiw={r:th {1
bekommt man als Gleichung der Tangente

x—1"w y—thw z—1w
n tnfl "1 t711—1 g t"2_1

Fiir den Schnittpunkt mit der Ebene x = o erhalten wir
Y2, = m—n)tm: (n — ny) tr

Ebenso ergibt sich fiir den Schnittpunkt mit der Ebene w =0

! Betreffs der Kurven der tetraedralen Komplexe sehe man LIE, »Geometrie der Beriihrungs-
transformationen» (1896), p. 326.
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Yy @ 29 == N M 1 my T,

Wiihlen wir jetzt das besondere Doppelverhiltniss u=y—1 . §—2~’ 80 erhalten wir
1 2
. (n — ”1) Ry
(105) ‘uﬂ(’n — ny) my

Solche eingliedrige Gruppen, fir welche das rechte Glied wvon (10%) ungedndert
bleibt, fithren mithin zu demselben tetraedralen Komplex. Wiinscht man hier einen
Komplex, der sich durch die Tangenten algebraischer Bahnkurven erzeugen liisst,
so ist offenbar ein rationales Doppelverhiltniss u erforderlich.

Sind die Bahnkurven kubische Raumkurven, so erhilt man uzi- Die

Erzeugungsweise dieses speziellen tetraedralen Komplexes vermittelst der Tan-
genten kubischer Raumkurven ist schon mehrfach behandelt worden.! Durch
die obigen Entwicklungen haben wir diese Eigenschaft in ihrem allgemeinen
Zusammenhange klargelegt. Man kann ja kaum sagen, dass der Fall, wo die
Bahnkurven kubische Raumkurven sind, in irgend einer Weise als besonders
bevorzugt hervortritt.

Fir einen besonderen tetraedalen Komplex ist das Doppelverhiltnis u be-
stimmend, und man kann in unendlich vielen Weisen den Komplex durch die

Tangenten von W-Kurven erzeugen, indem fiir die Verhiiltnisse — und ;2 nur
n

die Bedingung (105) befriedigt zu werden braucht. Ganz anders verhiilt es sich,
wenn wir die FElemente der Linien des Komplexes betrachten. Die Elemente einer
Komplexlinte sind ndwmlich auf die verschiedenen Gattungen von W-Kurven verterlt,
so dass jedes Element zu einer und nur einer Gattung gehirt. Die verschiedenen
zu demselben tetraedralen Komplexe gehdrenden Gattungen lassen sich namlich
durch die Doppelverhiltnisse charakterisieren, welche zwischen dem Berithrungs-
punkte einer Tangente und den Schnittpunkten mit den Koordinatenebenen gel-
ten. Wihlen wir etwa die Schnittpunkte mit den drei Ebenen w=o0, y==0

und ¢ =0, so bekommen wir das Doppelverhiiltniss

! A. Voss, Math. Ann. 13 (1878), p. 237; R. STURM, Math. Ann. 26 (1887), p. 272 und
» Liniengeometrie» 1 (1892, p. 361) E. HEINRICHS, Diss. Miinster 1887.
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und wir finden sofort, wie die Grossen — und -2 sich rational durch p und g,
n n

ausdriicken” lassen. Die W-Kurven, welche von erner Komplexlinie tn thren ver-.
schiedenen Pumkten beriihrt werden, gehoren also stets zu verschiedenen Gattungen.

Alinliche Eigenschaften gelten fiir den Komplexkegel eines Punktes, indem
die Linienelemente des Komplexes, welche vom Punkte ausgehen, die verschie-
denen Gattungen der W-Kurven durchlaufen. Zur Beleuchtung dieser Tatsache
wollen wir die Gleichung des Komplexkegels fiir den Einheitspunkt herleiten.
Die Tangente einer W-Kurve in diesem Punkte haben wir zu Anfang dieser
Nummer erhalten. Wir brauchen nur dort t=1 zu setzen. Es ergibt sich aus

der Gleichung der Tangente sofort

N YW, Ry  E—W

y

_— k)
n o r—w n  r—w

und aus den letzteren Relationen ist es ersichtlich, wie die Fortschreitungs-
richtungen vom Punkte aus den verschiedenen Gattungen von- W-Kurven zu-
geordnet sind. Durch Einfiihrung in (105) erhalten wir jetzt als Gleichung des

Komplexkegels

(106 (@~ y)e —w) —~ ulz — 2y —w) =o.

In gleicher Weise verteilen sich in einer Ebene die Linienelemente des
Komplexkegelschnittes eines tetraedralen Komplexes auf die verschiedenen zum
Komplexe gehorenden Gattungen von W-Kurven.

Man bekommt oo! birationale Abbildungen eines tetraedralen Komplexes
auf den Punktraum von der Art, dass eine Linie und der entsprechende Punkt
stets inzident sind. Man bekommt ndmlich eine solche fiir jede Gattung von
W-Kurven, welche Linienelemente des Komplexes enthalten, indem man den
Linien die Punkte entsprechen ldsst, welche Triger dieser Elemente sind. Kom-
biniert man zwei derartige Transformationen, so resultiert eine Kollineation, bei
welcher die Verbindungsgeraden entsprechender Punkte zum Komplexe gehoren.
Die Anzahl dieser Kollineationen ist ®  Auf einer bestimmten Linie des
Komplexes lassen sich ja die einander entsprechenden Punkte beliebig wihlen.
Die von diesen Punkten ausgehenden Elemente der Linie bestimmen zwei Gat-
tungen von W-Kurven, und hierdurch ist die Kollineation festgelegt. Da es
zu einem gegebenen Tetraeder o' tetraedrale Kompleie gibt, so bekommt man



Uber die W-Kurven im dreidimensionalen Raume. 333

hiernach «? Kollineationen, bei denen, auf Grund der festen Doppelverhiltnisse,
jeder von diesen Komplexen in sich iibergeht'.

39. Bei der Gruppe der oben erwihnten «? Kollineationen werden die
Flichen eines Biischels (9o) oder (go,) transitiv unter einander vertauscht. Nun
werden nach der 34. Nummer von einer beliebigen geraden Linie zwei von diesen
Flichen beriithrt, und e tetraedraler Komplex, der zum Koordinatentetraeder gehort,
lasst sich fiir jedes der obigen Biischel in ein System von Kongruenzen zerlegen, so
dass als Brénnflichen je zwei der Fldachen des Biischels auftreten. Auf jeder Brenn-
fliche befindet sich nun ein System von W-Kurven, welche je von den Linien
der Kongruenz berithrt werden. Die Gattungen, zu denen diese W-Kurven ge-
horen, lassen sich nach (97) und (105) bestimmen. Es gilt also

(107) PN -— 1Ny — Shy = O; uny (n — ng) — ng(n — my) = o.

Wenn man p als einen veriinderlichen Parameter auffasst, so hat man in (107)
die Definition einer Involution; es handelt sich ja ndmlich um die Schnittpunkte
einer geraden Linie mit den Kegelschnitten eines Biischels. Durch diese Invo-
lution werden die Gattungen von W-Kurven, welche der Relation (97) geniigen,
in Paare zusammengestellt, und die W-Kurven einer Kongruenz auf den beiden
Brennflichen gehoren zu verschiedenen Gattungen. Hine besondere W-Fliche
(90) oder (g9o,) ist die Brennfliche zweier Kongruenzen, welche in demselben
tetraedralen Komplexe enthalten sind. Man hat ja zwei Moglichkeiten fiir die
Gattung der auf der W-Fliche liegenden W-Kurven, welche der Kongruenz an-
gehéren sollen. Freilich konnen, wie in der vorletzten Nummer hervorgehoben
wurde, in einer endlichen Anzahl von Fillen diese beiden Kongruenzen sich in
eine einzige Kongruenz mit einer doppelten Brennfliche vereinigen.

Die durch (107) definierte Involution hat nun zwei Doppelpunkte, fiir welche
die zugeordneten beiden Gattungen von W-Kurven sich in eine einzige vereinigt
haben. Dies geschieht offenbar fiir die beiden tetraedralen Komplexe, zu denen
die asymptotischen Kurven der in Rede stehenden W-Flichen gehoren. Suchen
wir die Gleichung fiir die Doppelverhiiltnisse p dieser Komplexe, so ergibt sich

(108) W p— o — 2ulpt —pr —ps—rs) + (p— 1) =o.

! Wir haben oben eine vielleicht etwas neue Beleuchtung von bereits bekannten Tatsachen
zu geben versucht. Man vergleiche STURM, »Liniengeometrie» 1, p. 367.
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Bei der Losung erhilt man unter dem Wurzelzeichen
“prs(r+ s —p)=pqrs.

Die Involution (107) ist maithin fiir r+ s> p hyperbolisch und fiir r +s<p
elliptisch. Dies steht damit in Ubereinstimmung, dass, wie aus den Auseinander-
setzungen in der 33. Nummer hervorgeht, die Flichen des Biischels (9o) zwei
reelle und diejenigen des Biischels (9o,) zwei konjugiert imaginire Scharen von
asymptotischen Kurven besitzen. Fiir jeden reellen Wert des Doppelverhiltnisses
p hat ein tetraedraler Komplex mit den Flichen eines Biischels (9o,) Kongruenzen
reell beriihrender Tangenten gemeinsam. Dagegen gibt es keine derartige Kon-
gruenzen fiir ein Biischel (go), wenn u sich im inneren Intervall (das die Punkte
0 und o nicht enthilt) zwischen den Wurzeln von (108) befindet.

Wir haben in (107) %, %, und 7, als homogene Koordinaten in einer Ebene
gedeutet, wobei die Punkte und geraden Linien Gattungen von W-Kurven bzw.
W-Flichen bezeichnen. Sollen nun W-Kurven von einer besonderen Gattung
auf einer W-Fliche liegen, so ist Inzidenz zwischen dem entsprechenden Punkte
und der entsprechenden Geraden erforderlich. Es lisst sich immer eine Gattung
von W-Flichen (9o) oder (9o,) bestimmen, auf denen W-Kurven von zwei beliebig
gegebenen Gattungen liegen. Man braucht ja nur fiir (97) die Verbindungslinie
der beiden entsprechenden Punkte zu wihlen. Umgekehrt ist immer zwei belie-
bigen Gattungen von W-Flichen eine Gattung von W-Kurven gemeinsam. Man
kann auch eine W-Fliche von der Art bestimmen, dass das eine System von
asymptotischen Kurven zu einer beliebig gegebenen Gattung von W-Kurven
gehort. Durch den Bildpunkt fiir die W-Kurven geht ja ein Kegelschnitt (1035),
und wenn man die Tangente dieses Kegelschnitts im Punkte zieht, so erhiilt man
die Bildlinie der erforderlichen Gattung von W-Flichen. Da wir hier nicht
algebraische Kurven oder Flichen vorausgesetzt haben, so konnen die Verhilt-

nigse zwischen », n; und n, sowie zwischen p, » und s beliebig sein.

40. Es gibt aber hier mehrere allgemeine reelle Fille, von denen wir bisher
nur denjenigen betrachtet haben, in welchem simtliche Koordinaten x, y, # und
w reell sind. Einen zweiten Fall erhalten wir, wenn wir die Ebenen x wnd w
als reell, y und ¢ aber als konjugiert imagindr annehmen. Bei dem Doppelver-
hiltnisse © haben wir die Schnittpunkte mit den ersteren beiden Ebenen den-
jenigen mit den letzteren gegeniibergestellt. Fiir eine reelle Gerade erhalten wir
dann [u]=1. Reelle Gattungen von W-Flichen bekommen wir, wenn wir p, ¢
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reell und r, s konjugiert imaginir voraussetzen. Fiir das Produkt der beiden
Losungen von (108) erhalten wir dann den Betrag 1. Dasselbe gilt offenbar fiir
die einzelnen Loésungen unter der Bedingung, dass der Ausdruck unter dem
Whurzelzeichen negativ ist, d. h. » + s <<p. Die beiden Scharen von asymplotischen
Kurven sind also reell fiir r + s < p und konjugiert imageindr fiir v +s > p. Im ersten
Falle sind die Punkte der Fldchen hyperbolisch uwnd tm zweiten elliptisch. Fir den
speziellen Fall, wo die Flichen algebraisch sind, wurde dies bereits in der 33.
Nummer bemerkt.

Ein dritter reeller Fall lasst sich dadurch charakterisieren, dass x und v,
z und w zwer Paare von konjugiert imagindren FEbenen bedeuten. Hs miissen dann
auch die Exponenten p und », ¢ und s konjugiert imaginir sein. Auf Grund
der Bedingung p + ¢ =1 + s ist der Betrag des imagindren Teiles in simtlichen
vier Exponenten derselbe. Nun ist das Doppelverhéltniss u fiir die Schnittpunkte
einer reellen Geraden mit zwei Paaren konjugiert imaginirer Ebenen reell. In
der Tat sind auch in diesem Falle sowohl die Koeffizienten wie die Wurzeln der
Gleichung (108) reell. Wir erhalten also hier nur Fldchen mit hyperbolischen
Punkten und reellen asymptoteschen Kurven. Fiur den algebraischen Unterfall, wo
es sich bloss um Regelflichen handelt, ist uns dies schon nach einer fritheren
Bemerkung bekannt.

Im vierten reellen Falle hat man x und w, y und z als Paare von konjugrert
tmagindren FEbenen. Die Exponentenpaare p und ¢, » und s sind dann ebenfalls
konjugiert, wobei, da wir p + ¢ =1 + s haben, der reelle Teil von allen vier
Exponenten derselbe sein muss. Fir die Gleichung (108) bekommen wir auch
in diesem Falle reelle Wurzeln. Fs sind demnach die beiden Scharen der asymp-
totischen Kurven reell und die Punkte der Flichen hyperbolisch.

In der 27. Nummer wurde mitgeteilt, wie Ruve vier in reeller Hinsicht
verschiedene Typen von F,-Biischeln mit einem gemeinsamen windschiefen Vier-
seit gefunden hat. Man erkennt sofort, dass man in den obigen vier reellen
Fillen Verallgemeinerungen dieser Typen erhilt.

41. Zuletzt betrachten wir die Moglichkeit p =1+ + s, ¢ = 0. Wir erhalten
dann als Ubergang zwischen (9o) und (go,) das Biischel

(100) 2P — Ay 2t =o.

Nur die beiden ersten reellen Fille der vorigen Nummer lassen sich hier ver-
treten. HEs sei jetzt (96) eine W-Kurve von einer solchen Gattung, dass die
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Kurven auf den Kegeln (109) liegen. Beriicksichtigen wir den Anfang der 37.
Nummer, so erhalten wir als eine Bedingung in Ebenenkoordinaten, der die
Kurve geniigen muss,

R
(ng — n) (0 — n,)* n?

" {t=o.

§p_

Die Bedeutung hiervon ist eine Kurve in der Ebene w == 0. In Punktkoordinaten

erhalten wir fiir diese Kurve die Gleichung

pbP (ny — )" (n — m,)f P
1t nt nd (ny — ny)?

xp—(_. I) y”ZSZO.

Man hat aber

Ng — N = (”2“‘ ”1)'7 n-—"mn, = (”2" ”1)'

r s
p p

Die Gleichung der Kurve lisst sich mithin in der einfacheren Gestalt

rny + sny)P

28=0
PP ;g

(110) P — (
schreiben. Diese Kurve ist der Schnitt der Ebene w = o mit demjenigen Kegel

(109), fiir welchen wir

(r11) | i= T

haben. Die Gleichung (111) ist vom Grade p in gz Ist A gegeben, so werden
' 1

durch dieselbe p Gattungen von W-Kurven bestimmt, welche auf den Kegeln
(109) liegen'. Zu jeder Kurvengattung gehort eine Schar von Kongruenzen.
Die Bremnflichen jeder solchen Kongruenz reduzieren sich auf einen Kegel (109) upd
die Schuitthurve eines solchen Kegels mit der FEbene w == 0, wobet A das Verhdltniss
zwischen den Parametern der Kegel bezeichnet, und bei gegebenen Brenngebilden
bekommt man p verschiedene Kongruenzen. Fir ) =1 liegt die Brennkurve auf
dem Brennkegel. Man erhilt dann als doppelte Losung von (111) :772= 1. Die
1
zugehorigen W-Kurven sind die Erzeugenden des Kegels. Der obigen doppelten
Losung entspricht eine Kongruenz, welche durch die von den Punkten der Brenn-
kurve ausgehenden Strahlenbiischeln erzeugt wird, die in der Beriihrungsebene
des Kegels liegen.

! Wir denken uns also hier p, » und s als ganze teilerfremde rationale Zahlen.
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Verallgemeinerungen der obigen Kongruenzen lassen sich leicht konstruieren.
Man braucht nimlich nur eine Brennkurve und eine abwickelbare Brennfliche
zu wihlen, welche dieselbe eingliedrige Gruppe gestatten. Durch einen belie-
bigen Punkt der Kurve gehen gewisse Fbenen an die abwickelbare Fliche. In
jeder von diesen Ebenen hat man ein Strahlenbiischel mit dem Punkte als
Zentrum, und es wird eine Kongruenz erzeugt, indem dieses Biischel durch die
eingliedrige Gruppe in andere Lagen versetzt wird. Jede der obigen Iibenen gibt
also zu eimer besonderen Kongruenz Amlass. Tm algebraischen Falle erhiilt man
demnach eben so viele Kongruenzen wie die Klasse der abwickelbaren Fliche.
Nach reziproker Schlussweise soll die Anzahl der Kongruenzen gleich der Ord-
nung der Brennkurve sein. TFiir algebraische W-Kurven sind aber Ordnung und
Klasse gleich, was z. B. aus einem Vergleich von (96) mit (98) hervorgeht. Auch
die Ordnung wund Klasse jeder einzelnen Kongruenz ist gleich der Ordnung der
Brennkurve. Von jedem Punkte der Brennkurve geht ja ein Strahlenbiischel aus,
das zur Kongruenz gehort, und in einer beliebigen Ebene erhilt man also eben
so viele Linien der Kongruenz wie Schnittpunkte mit der Brennkurve. In ent-
sprechender Weise beweist man den Satz fiir die Ordnung der Kongruenz. Hat
man Inzidenz zwischen der Brennkurve und der abwickelbaren Fliche, so ver-
einigen sich zwei von den Kongruenzen in eine doppelt zihlende. Dies gilt sogar
fiir zwei Paare von Kongruenzen, wenn die Brennkurve mit einer Doppelkurve
der Fliche zusammenfillt. Eundlich kann man als Brennkurve die Kuspidalkurve
der abwickelbaren Fliche wihlen. KEs haben sich dann drei Kongruenzen in
eine einzige vereinigt. Dieselbe wird durch diejenigen Strahlenbiischel erzeugt,
deren Ebenen Schmiegungsebenen der Zentren sind.

Besondere Verhiiltnisse konnen eintreten, falls die Kurve in einer Koordi-
natenebene liegt oder als abwickelbare Fliche ein Kegel mit dem Zentrum in
einer Koordinatenecke auftritt. Wir interessieren uns hier hauptsichlich fiir
solche Fille, wo beide diese Spezialisierungen in der Lage gelten, wie in dem zu
Anfang dieser Nummer behandelten Beispiel. Nach der Voraussetzung gibt es
eine eingliedrige Gruppe, deren Operationen gleichzeitig die Linien des Kegels
und die Punkte der Kurve in einander iiberfithren. Kombinieren wir diese Gruppe
mit den Perspektivititen, welche als Zentrum und Ebene die Spitze des Kegels
bzw. Ebene der Kurve haben, so ergibt sich eine zweigliedrige Gruppe. Krstens
erhalten wir nun sowohl ein Biischel von Kegeln als ein Biischel von ebenen
Kurven, welche diese zweigliedrige Gruppe gestatten. Betrachten wir zweitens

eine beliebige eingliedrige Untergruppe dieser Gruppe, so verteilen sich die Bahn-
43—34472. Acta mathematica. 64. Imprimé le 6 novembre 1934,
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kurven als Punktgebilde auf den Kegeln und als Ebenengebilde auf den ebenen
Kurven. Dabei werden die Kegeln und die Kurven einander eindeutig in Paare
zugeordnet, und fiir eine W-Kongruenz von der oben betrachteten Art rednzieren
sich die Brenngebilde auf ein solches Paar. Als ein Beispiel k6nnen wir die
bereits in der 31. Nummer behandelte quadratische Kongruenz hervorheben. In
den angefiihrten Beispielen liegt die Ebene der Brennkurve gegeniiber der Spitze
des Brennkegels. Die fragliche Ebene kann natiirlich auch eine von den drei
Koordinatenebenen sein, welche durch die Spitze des Kegels gehen.

§ 6.

Realititsfragen.

42. Wir wollen hier nach der Anzahl der reellen Kongruenzen in den
algebraischen Fillen fragen. Fiir die Brennflichen erhalten wir dann in den
allgemeinsten Fillen die reellen Darstellungen in der Gestalt (9o) oder (go,).
Zunichst seien die Brennflichen vom Typus (90). Der Gleichung (104) kénnen
wir dann die Gestalt

- q — 8y — s (sp — — P (sy + )PTO
(112) l“—‘("l)pﬂq =4 plzf]”ssgi—f(l(p— V):’Zr]q : g

geben, wo wir hier mit A den Quotienten zwischen den beiden zu den Brenn-
flichen gehorigen Parameterwerten A bezeichnen. Fiir die Umgebungen von
A=0 und A=co erhilt man nun unmittelbar die Losungen von (112), indem »
sich durch gewthnliche Puiseuxsche Reihenentwicklungen ausdriicken ldsst, und
in jedem Falle siecht man ohne Schwierigkeit, wie viele von diesen Entwicklungen
rop—r 7

reell sind. Fiir 2 — o0 hat man hierbei die Ausgangswerte v = s T p =

und fir A— =0, 1, o, welche sich in alternierender Lage mit den drei
ersteren befinden. Bei ungeiindertem Zeichen von 4 findet man dieselbe Anzahl
von reellen Entwicklungen fiir 4 — o wie fiir A — . Hs lisst sich jetzt schliessen,
dass die Anzahl der reellen Léosungen von (112) sich nicht dndert, wenn das
Zeichen von A dasselbe bleibt. Bine Anderung hierin hitte ja durch gleiche
Wurzeln vermittelt werden sollen. Solche treten aber nur fiir A= 1 auf, und
zwar in der Gestalt von zwei dreifachen Wurzeln, und wir wissen bereits, dass
die fragliche Anzahl fiir A >1 und 2 <1 dieselbe ist.
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Fiar die reellen Entwicklungen von » in der Umgebung von A =o0 oder
A=c0 ist es von wesentlicher Bedeutung, wie die Exponenten p —s, p — r und
p -+ ¢ sich in gerade und ungerade Zahlen verteilen. Zu jedem ungeraden Ex-
ponenten gehort offenbar eine reelle Entwicklung sowohl fir 2 >0 als A< o.
Bei einem geraden Exponenten hat man dagegen fiir das eine Zeichen von A
keine und fir das andere zwer reelle Entwicklungen. Es sind jetzt drei Fille zu
unterscheiden.

a) Simtliche vier Exponenten p, ¢, 7, s sind ungerade. Die  drei Exponenten
p—s, p—r, p+q sind dann gerade Zahlen. Man bekommt sechs reelle Kon-
gruenzen fiir & > 0 und keine reelle Kongruenz fiir A <o.

b} Von den Paaren p, ¢ und 7, s enthdlt das eine gerade und das andere
ungerade Zahlen. TUnter den Exponenten p—s, p—r und p+¢ ist dann nur der
letztere eine gerade Zahl. Man erhilt zwei reelle Kongruenzen fiir A > 0 und vier
reelle Kongruenzen fiir i < o.

¢) Im dritten Falle ist eine von den Zahlen p und ¢ gerade und die an-
dere ungerade. Da p + ¢ =7 + s, muss dasselbe fiir die Zahlen » und s gelten.
Biner von den Exponenten p—s und p—» ist dann gerade und die andere un-
gerade. Auch der Exponent p + ¢ ist eine ungerade Zahl. Wir bekommen wzer
reelle Kongruenzen fiir & > o und zwei reelle Kongruenzen fiir A <o.

Fiir p =7, ¢ =s gehen im Zihler und Nenner von (112) die Faktoren mit
dem Exponenten p — r weg, und (104) geht in die spezielle Gestalt (104,) iiber.
Von den obigen drei Fillen konnen hier nur (a) und (c) auftreten. Wir erhalten
im Falle (a) vier reclle Kongruenzen fiir >0 und keine reelle Kongruenz fiir i<o.
Im Falle (¢) bekommen wir zwei reelle Kongruenzen fiir sowohl A>o0 als 2 <o.

Bei der weiter gehenden Spezialisierung p =+ =g = s =1 erhalten wir die
Hirsrschen Kongruenzen wieder. Wir sind hier im Falle (a) und bekommen
zwei reelle Kongruenzen fiir &> o und keine reelle Kongruenz fiir 4 < o, wie uns
ja dies bereits aus dem vorhergehenden Abschnitte bekannt ist.

Wir betrachten jetzt den Fall, wo die Brennflichen vom Typus (90,) sind.
Es wird dann (112) durch

§ sy = o — (p = )

(rrz)) pPQlrT & yPT (1 — )P

ersetzt. HEs sind auch hier drei Fille zu unterscheiden.
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a,) Samtliche Exponenten p, ¢, r, s sind ungerade. Man bekommt keine
reelle Kongruenz fiir > 0 und sechs reelle Kongruenzen fiir L < o.

b,) BEs seien p und einer von den Exponenten ¢, » und s ungerade, die
iibrigen beiden aber gerade Zahlen. Wir erhalten wvier reelle Kongruenzen fiir
4> 0 und zwes reelle Kongruenzen fiir I < o.

¢;) Umgekehrt bekommen wir, wenn die ersteren beiden Exponenten im
vorigen Falle gerade und die letzteren beiden ungerade sind, fiir A > 0 zwei und
fiir A < o vier reelle Kongruenzen.

Zuletzt stellen wir die Frage nach den reellen Kongruenzen bei dem
besonderen Falle A= 1, wo wir eine doppelte Brennfliche haben. Die Anzahl
der Kongruenzen iiberhaupt in diesem Falle kennen wir aus den Entwicklungen
am Ende der 37. Nummer. Zwei von diesen Kongruenzen erhalten wir aus den
beiden Systemen von Haupttangenten, und dieselben sind in den Fillen (a), (b)
und (c) reell. Man sieht aber leicht, dass von den drei Kongruenzen, welche
sich in eine solche Haupttangentenkongruenz vereinigt haben, nur eine reell sein
kann. HEs handelt sich in der Tat hier im wesentlichen um die Eigenschaft einer
binomischen Gleichung 3. Grades, welche eine dreifache Wurzel = o erhilt, wenn
das konstante Glied verschwindet. Die Kongruenzen dagegen, welche sich fur
A==1 in eine reelle Doppeltangentenkongruenz vereinigt haben, miissen beide
reell sein. Wir konnen jetzt leicht die Anzahl der reellen Doppeltangenten-
kongruenzen in den verschiedenen Fillen bestimmen: Wir erhalten

zwei solche Kongruenzen in den Féllen (a) und (b,);
etne in den Féllen (c) und (c,);
keine in den Fillen (b) und (a,).

Ist die Brennfliche eine Regelfliche, d. h. hat man p=1r, ¢ =-s, so werden
die obigen Anzahlen um eine Hinheit vermindert. Man erhilt also dann eine
bzw. keine reelle Doppeltangentenkongruenz, je nachdem die Regelfliche zum
Falle (a) bzw. (c) gehort.

43. Wir haben bereits in (92) und (92,) fiir 2= 1 Beispiele der zweiten
reellen Darstellung der W-Flichen gegeben. In den algebraischen Fillen muss
dann r=3s sein. Da hier y und 2z durch zwei konjugierte Grossen y I ¢z zu
ersetzen sind, so miissen, wenn in diesem Falle (96) eine reelle Kurve bedeutet,
auch die Exponenten 7, und %, konjugiert imaginiir sein. Fiir reelle Kongruenzen

muss man also in (104) |7|=1 haben. Wir setzen dementsprechend » = e,
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Eine zweckmissige Umformung von (104) erscheint hier erwiinscht. Zunichst

erhalten wir

[[(p — )y —r] v —(p— ,»)]]p—r

» = (=1 + (p— 1) —r(p—r)r + )P =

={—1p "+ (p—1r®—2r(p—1)cos Op—,

(?.—_}-ﬂ)piqz (—1)ypte (cotg)piq.
2

I —v

Bs ergibt sich weiter

Zwischen » und cotg besteht die lineare Relation

7] 14w
cot —=2¢ .
2 1I—v

' 0
Wir konnen also in (104) als neue unbekannte cot; einfithren. Die Gleichung

(112) nimmt jetzt die Gestalt

(113) A=(—1pPqirt+ (p—r— 2r(p —r) cos O}r—" (cot g)m.

Man sieht unmittelbar, dass, falls 6 reell bleibt, nur der letzte Faktor rechts
in (113) beliebig klein oder beliebig gross werden kann. Nun lassen sich fiir

. . . 0 . .
,L—0 oder A— oo die reellen Entwicklungen von cot; leicht bestimmen, und

die Anzahl dieser Entwicklungen bleibt aus oben angefithrten Griinder ungeiindert,
wenn 4 das Zeichen nicht wechselt. Da p + ¢ = 2+ hier stets eine gerade Zahl
bedeutet, so erhilt man fir (—1)P4 >0 zwei reelle Entwicklungen und fiir
(—1)PL <o keine reelle Entwicklung. Es sind mithin zwei verschiedene Fille
zu unterscheiden, je nachdem p ungerade oder gerade ist.

Ist p ungerade, so erhilt man fiir &> o keine reelle Kongruenz wnd fiir <o
zwei rveelle Kongruenzen. Wenn dagegen p gerade ist, so hat man fiir > o zwer
reelle Kongruenzen und fiir A < o keine reelle Kongruenz. Da die asymptotischen
Kurven der Brennflichen hier imaginir sind, so bekommt man im letzteren Falle
(fiir A ==1) eine reelle Doppeltangentenkongruenz.

Durch eine entsprechende Umformung von (112,) erhilt man

- p—q
(113y) A=pPgi[r*+(p—7)? —2r(p - 1) cosbr—" (cotz) )
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Wie sich hieraus ablesen lisst, erhiilt man in den betreffenden Fillen fiir 4 > o
zwes reelle Kongruenzen und fiir o < o keine reelle Kongruenz. Da man hier zwei
reelle Scharen von asymptotischen Kurven hat, so gibt es keine reelle Doppel-
tangentenkongruenz.

Der Geltungsbereich fiur die Resultate der letzten beiden Nummern ldsst
sich wesentlich erweitern. Die absoluten Werte der Exponenten p, ¢, », s iibten
ja auf die erhaltenen Anzahlen der reellen Kongruenzen keinen Einfluss. Was
hier bestimmend wirkte, war nimlich nur, wie p, ¢, und s sich in gerade und
ungerade Zahlen verteilen. Nun kénnen wir fiir das reelle Gebiet, wie wir dies
frither fiir die W-Kurven getan haben, verallgemeinerte W-Fldchen einfithren,
indem wir z. B. fiir einen beliebigen Exponenten p > o den Faktor z? entweder
|z|p oder sgna.|x|? schreiben, so dass wir freie Wahl zwischen einem Faktor
von geradem Typus oder einem solchen von ungeradem Typus haben. Wir kén-
nen also in den Fillen (a), (b), (c), (a,), (b;) und (¢,) der vorigen Nummer die
Exponenten beliebig variieren, wenn nur die Bedingung p + g=7 + s bzw.
p=¢q + r + s aufrecht erhalten wird, und fiir die einzelnen Faktoren in der
Gleichung der W-Flichen der Typus (als gerader oder ungerader) nicht geindert
wird. In jedem der sechs erwihnten Fille stellen die verallgemeinerten W.-Fli-
chen ein Kontinuum dar, in welchem die algebraischen Flichen iiberall dicht
auftreten, und man versteht ohne weiteres, dass die Resultate der vorigen Num-
mer iiber reelle Kongruenzen sich auf das ganze Kontinuum ausdehnen lassen.

Da p+ g=2r, so sind in dem in dieser Nummer behandelten reellen Falle
p und ¢ entweder beide gerade oder beide ungerade. Wir bekommen hieraus
die Verallgemeinerungen, dass wir, unter Beibehaltung einer Identitit p + g=27r,
die Zahlen p, q,r beliebig > o wilhlen und a?, w? beide als Faktoren von ent-
weder geradem oder ungeradem Typus nehmen.! Nach Nr. 33 konnen wir hier
die W-Flichen als Umdrehungsfiichen um die Achse y =z =0 deuten. Durch
die Ebenen x =0 und w = o wird diese Achse in zwei Abschnitte geteilt. Sind
2P und «? als Faktoren von ungeradem Typus zu betrachten, so ist die Fldche
einteilig und wumschliesst nur den einen von diesen Abschnitten. Dabei geht
man von dem einen zu dem anderen Abschnitte iiber, wenn der Parameter A das

Zeichen wechselt. Wenn aber 2P und %? von geradem Typus sind, so ist die

! Nach Nr, 40 konnen wir in diesem reellen Falle die Exponenten # und s auch durch zwei
konjugiert imaginire Grossen ersetzen. Man erhilt aber dann W-Flichen, welche sich unendlich
oft um die Axe y=z=o0 windeln, so dass dieselben bereits in ihrem reellen Verlauf von den
algebraischen Flichen abweichen.
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Fliche fiir A < o nullteilig und fiir 1 > o zweiteilig, wobei dieselbe als eine Zu-
sammenfassung von zwei Flichen des vorhergehenden Falles aufgefasst werden
kann, welche verschiedene Abschnitte der Achse umschliessen. Es lidsst sich
jetzt leicht der wesentliche Unterschied zwischen den Fillen p + ¢ = 2+ und
p—gq=2r angeben. Im ersten Falle sind die Punkte der Flichen elliptisch,
und als Bedingung dafiir, dass zwei Flidchen oder Flichenteile gemeinsame Tan-
genten besitzen, findet man, dass dieselben verschiedene Abschnitte der Achse
umschliessen miissen. Im zweiten Falle dagegen, wo die Punkte der Flichen
hyperbolisch sind, erhilt man die Umschliessung desselben Abschnittes der Achse
als entsprechende Bedingung. Diese Resultate stimmen, wie man sich ohne
Schwierigkeit iiberzeugt, mit denjenigen iiberein, welche wir zu Anfang dieser

Nummer iiber reelle Kongruenzen abgeleitet haben.

44. Bei dem dritten reellen Falle gibt es keine anderen algebraischen Fli-
chen als Regelflichen. FEin Beispiel haben wir in (91) gegeben. Fiir die reellen

Flichen eines Biischels
(114) (x+iy)Ple +2w)! — A(lx—2yP(z—iw)? =0

muss man |[1]|=1 haben. Setzt man — 4= ¢€?¢’, so lisst sich die obige Glei-

chung auch in die Gestalt
(114,) ez + iyl (e + iw) + el (x— iy (e —iw)? =0

iiberfithren, in welcher die imagindren Bestandteile der Glieder einander auf-
heben, so dass wir eine reelle Gleichung erhalten haben. Als Reprisentanten
tiir eine Gattung von W-Kurven, welche auf den Flichen des Biischels liegen,

wihlen wir

{115) iy X —iyz+ twis — tw={": " Mg,
Die Exponenten sind dabei der Bedingung

(r15,) pn—n) —qny—ng =0

unterworfen. Da wir, in Ubereinstimmung mit den Erorterungen in der 2. Num-
mer, fur reelle W-Kurven % und #, sowie n, und n, als konjugiert imaginir
annehmen, so hat man in (115,) eine Relation fiir die imaginiren Teile der

Exponenten.
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Wir wollen jetzt die Gleichung aufstellen, welche in diesem Falle den
Relationen (112) und (113) entspricht. Dabei ist es zweckmiissig unseren Aus-
gangspunkt in (103;) zu nehmen, doch mit der leichten Umformung, dass, da
wir hier nicht #; =0 angenommen haben, » und %, durch » — n; und #, — n,
zu ersetzen sind. Schreiben wir noch A= ¢’ so erhalten wir die gesuchte Rela-
tion in der Gestalt

= n — n\P~9 { n — my\PTe
(116) i = ——2 —t .
By — g Ny — Ny

Wie man sieht, sind Zihler und Nenner der Quotienten rechts konjugierte Gros-
gsen. Schreibt man

-—n — ‘n3 = e(ﬁi’
Ny — Ny

g0 ergibt sich

=

¢t

. — T, 2
’ %1_%2—]6(3 »

4

n— ng==ke

wo k irgend eine reelle Grosse bedeutet. Unter Bezugnahme auf (115,) erhalten
wir jetzt

»
Ny = Ng — e — € y B— Ry = ——\€ — € N
Y p4g Yptyg

ke 5. kp %

n— Ny =n—"ny + Ny — Ny

= + e ?;
p+q pta
kp . ke %

ny—ng=mn —ny — (n—mn;) = 2

~e .
p+gq pt+taq
Die Gleichung (116) lisst sich jetzt in
9% A
. 3 3
(117) = % ePt+a) i
: pe?r +qge ?

umformen. Schreiben wir (117) als eine Gleichung fiir die Argumente, 8o er-
gibt sich

g = — - (P—9, P
(118) O0=(p+qoo—2(p q)arctg(p+qtg2)(mod2n).
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Wenn ¢ von o0 bis 2z zunimmt, so wiichst das rechte Glied stetig von o bis
2(p+q)w—2(p—g)mw=4qn.

FEs muss also jedenfalls 2q Zwischenlagen geben, welche Liosungen von (118) dar-
bieten. Um aber zu beweisen, dass (118) nur 2¢ Losungen haben kann, muss
man noch dartun, dass das rechte Glied monoton wiichst. Zu dem Ende suchen
wir die Ableitung und erhalten

(p—q)?(p+4q
(p+aPcos*? + (p—gsin L

(119) p+g—

Der Ausdruck (119) erweist sich nun als > o mit der einzigen Ausnahme, dass

derselbe fiir cosL = o verschwindet. Der Losung ¢ = = entspricht aber auf

Z

dem linken Gliede €% = 1, und wir verstehen leicht, dass es sich in diesem Falle
um die dreifache Lésung handelt, welche dem System der Haupttangentenkurven
entspricht.? .

Man erhdilt also 2q reelle Kongruenzen, welche als Brennflichen zwei Regel-
fldchen wvom Typus (114) besitzen, und bei doppelter Brennfliche hat man q — 1
reelle Doppeltangentenkongruenzen.

45. Hs gibt aber noch die Moglichkeit fiir reelle Kongruenzen, dass die
Brennflichen konjugiert imagindr sein kinnen.. Als eine Spezialisierung hiervon
ist der Fall zu betrachten, wo man eine doppelte reelle Brennfliche hat, welche
von den Linten der Kongruenz in zwer konjugiert imagindren Punkten berithrt wird.
Gilt nun fiir ein Biischel von W-Flichen die reelle Gestalt (9o) oder (go,), so
miigsen fiir zwei konjugiert imaginiére Flichen des Biischels die Parameter A
konjugiert imagindr sein. Der Quotient zwischen diesen Parametern, welchen
wir mit A bezeichnet haben, ist also von der Gestalt ¢®’. Dieselben Resultate
gelten offenbar auch in dem in der vorletzten Nummer behandelten zweiten re-
ellen Falle.

Im dritten reellen Falle erbilt man abweichende Bedingungen fiir zwei
konjugiert imaginire Flichen. Betrachtet man also das Biischel (114), so findet
man, dass fir zwei konjugierte Flichen die Betrige der Parameter A zu einander

} Zwei von diesen drei zusammenfallenden Losungen sind mithin als reelle Losungen neu
hinzugekommen.

44 —34472. Acta mathematica. 64. Imprimé le 6 novembre 1934.
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invers und die Argumente gleich sein ‘miissen. Fir zwee konjugiert imagindre
Flichen ist also hier das Verhdiltniss ) zwischen den Parametern eine positive Grisse.

Fir p=yr, g=s, wo die W-Flichen Regelflichen sind, spielen also die
Fille 2 >0 und |7L| =1 die umgekehrte Rolle, je nachdem die Flichen zum
ersten oder dritten Realititsfalle gehéren. In der vorigen Nummer haben wir
also, den Losungen von (117) entsprechend, im dritten Realititsfalle 2¢q reelle
Kongruenzen gefunden, welche zwei verschiedene reelle Flichen des Biischels
(114) als Brennflichen haben. Im ersten Realititsfalle hat man die gleiche Anzahl
von 2q reellen Kongruenzen, welche zwei konjugiert imagindre Flichen als Brenn-
Aldichen besitzen. In der 42. Nummer haben wir fiir A > o gezeigt, dass es, wenn
p und g beide ungerade sind, vier reelle Kongruenzen und, wenn eine von den
Zahlen p und g gerade ist, zwei reelle Kongruenzen mit zwei reellen Brennfli-
chen gibt. Dieselben Anzahlen gelten nun im diitten Realititsfall fiir die reellen
Kongruenzen mit zwei konjugiert tmagindren Brennfidchen. Wir kénnen auch jetzt
die Anzahl der reellen Kongruenzen mit einer doppelten Brennfliche bestimmen,
deren Linien in zwei konjugiert imaginiren Punkten beriihren. Diese Anzahl
stimmt ja mit derjenigen iiberein, welche man bei zwei reellen Beriihrungs-
punkten im anderen Realititsfalle hat. Man hat mithin im ersten Realitiitsfalle
g — 1 reelle Kongruenzen, deren Linien die reelle doppelte Brenmnfiiche in zwer kon-
Jugierten Punkten berichren. Im dritten Realititsfall hat man eine bzw. keine solche
Kongruenz, je nachdem p wund q beide ungerade sind oder eine von diesen Zahlen
gerade ist.

46. Wir wollen die Sache fiir den allgemeinen ersten Realitiitsfall weiter

ausfithren. Wenn wir in (107) —® =1y setzen, so bekommen wir die Gleichung
7y

(‘120) svP —(p—r—ulp—s)v — ur=o.

Der Parameter p bestimmt hier den tetraedralen Komplex, der die Kongruenz
ausschneidet, und die Wurzeln v charakterisieren die beiden Gattungen von
W-Kurven, welche zur Kongruenz gehéren. Diese Wurzeln bilden Paare einer
Involution, fiir deren Doppelelemente u die Gleichung (108) befriedigt. Fiir
r+ s—p<<o sind diese Doppelelemente konjugiert imaginir. Die Involution
ist ‘also elliptisch, und (120) besitzt fiir jeden reellen u-Wert zwei reelle Wurzeln.
Da jede reelle Gerade zu einem tetraedralen Komplexe mit einem reellen Doppel-

verhiiltniss ¢ gehoren muss, so konnen wir hieraus schliessen, dass es ¢n diesem
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Falle reelle Kongruenzen wmil zwei konjugiert tmagindren Brennflichen nicht gibt.
In anderen Worten lisst sich dies so ausdriicken, dass die beiden Fldchen eines
Biischels (90,), welche wvon einer reellen Geraden berihrt werden, stets reell sein
MUSSeN. :

Zu zwer konjugiert imagindren Fldachen eines Biischels (90) gibt es dagegen
2q reelle Kongruenzen, welche dieselben als Br: ennﬁachen haben. Hierin haben wir
eine Verallgemeinerung der Resultate der vorigen Nummer, bei denen ja von
dem speziellen Falle p =17, ¢=s ausgegangen wurde. Zuniichst erhalten wir
durch Elimination von u, wenn » und »" entsprechende Elemente der durch (120)
definierten Involution bedeuten,

(121) s(p— )’ —rsl )+ r(p—r)=o,
Wir erhalten die folgenden drei Paare von entsprechenden Elementen

r —_ 9
’)/:OO, 1/’: - ";'V:O, yI:p»—;/p:I’fp,:-—f.
p—Ss ] s

Wir sehen hieraus, dass die Nullstellen im Zihler und Nenner von (104) mit
denselben Exponenten einander entsprechen. Fiihren wir jetzt, in Ubereinstim-
mung mit (121), in (104) die Substitution

r(sy — —:__J

(122) py =

=

aus, so finden wir, dass der Ausdruck rechts invertiert wird, so dass Zdhler und
Nenner ihren Platz vertauschen. Die beiden v- Werte eines Paares der Imvolution
(121) befriedigen mithin Gleichungen (112) mit inversen i-Werten. Dieses Resultat
war zu erwarten, da die beiden Systeme von Kurven, welche zur Kongruenz
gehoren, auf verschiedenen Brennflichen liegen, und das Verhéltniss ) zwischen
den Parametern dieser Flichen .invertiert wird, wenn man die Kurvensysteme
vertauscht.

Fiir » + s > p sind die Doppelelemente »,, », der Involution (121), welche
wir iibrigens bereits in (102) gegeben haben, reell und Verschleden Wenn wir

die neue Verinderliche

- _v—
y = et
Y ¥y

einfiihi'en, so nimmt die Involution die einfache Gestalt
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v+7¥ =o0

an. Fir die Elemente eines Paares hat man. also

VE=aqa.

Die reellen Paare erhilt man dann fiir « > 0 und die konjugiert imaginiren
Paare fiir ¢ < 0; die letzteren sind mithin bei dieser Verinderlichen rein imaginir.
Wir wollen nun in (112) » durch » ersetzen. Nach leichten Rechnungen

erhalten wir

P—=8)wy—9w) v+ 1

— 8y — 1= = ;
(»— ) ) i
*+’)}4
sv—(p—r)  slyy—w) v,
= . ,
v vy + ¥y s_n
V2
y o+ 1T
r+sy s(vl—viv_‘_wz—l
1 —v v+ vy,—2 - ¥, — 1
P
v, — 1

Fiir die hier auftretenden numerischen Faktoren erhalten wir

2r 2 2V pgrs
Yty = oyt Y- 2 = a4 ;wl—v.=fp~q—-
p—s

p—s os(p—s)

In der neuen Veriinderlichen » geht (112) in

: - v\ /- v, — 1 pt+q
- y + — + S
- v + 1\PE ) ¥y v, — 1
(123) L= (= ] I St}
v —1 — Yy - v, - 1
Y — — Y ——
Yy v, — 1

iiber. Die Anzahl der reellen Kongruenzen mit zwei konjugiert imaginiren Brenn-
flichen reduziert sich nun auf die Anzahl der rein imaginiren Wurzeln von (123)
fiir A=¢%. Wenn » rein imaginfr ist, so sieht man sofort, dass das rechte
Glied von (123) den Betrag 1 hat. Die Frage ist, wie oft das Argument =0

wird, wenn » von — ¢ bis ¢oo variiert. Die Veriinderung des Argumentes bei

. o e . . .. Y v, — 1 .
dieser Variation ist von den Zeichen der Gréssen ' und Lﬁl abhingig. Da

Vs Yy
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. . L,V ors v, — 1 )
v, und v, beide > o sind, so ist —- positiv. Dagegen hat rl__l das Zeichen —.
v, 2

2

Die Gréssen », — 1 und », — 1 befriedigen ja die Gleichung
slp—s)r—1)2—29s(v—1)—q{r + s)=o,

deren Wurzeln verschiedene Zeichen besitzen. Wir finden hieraus, dass die Argu-
mente der beiden ersten Faktoren rechts in (123) bei Variation der rein imagi-
néren verdinderlichen » sich in derselben Richtung indern, das Argument des
letzten Faktors aber in der entgegengesetzten Richtung. Wenn v die vollstin-
dige imaginiire Achse durchlaufen hat, so erhiilt man offenbar fiir den Betrag
der Anderung des Argumentes

2n(p+ @) —27(p—7r)—27(p—s) = 4nq.

Wir bekommen mithin fiir 4 = ¢% mindestens 2q rein vmagindre Wurzeln der Gler-
chung (123). Bine grossere Anzahl solcher Wurzeln kann es auch nicht geben,
denn das Argument des rechten Gliedes von (123) #indert sich immer monoton
in derselben Richtung. Eine Richtungsinderung wiirde ndmlich fiir einen ge-
wissen Wert 6 die Bedingung einer Doppelwurzel von (123) bedeuten. Wir wis-
sen aber bereits aus den fritheren Entwicklungen, dass mehrfache Wurzeln dieser
Gleichung nur fiir A= 1 auftreten, und zwar als zwei den beiden Systemen von
Haupttangentenkurven entsprechende dreifache Wurzeln.

In den obigen Entwicklungen haben wir den Beweis fiir das vorhin ange-
gebene Resultat, dass es 2q reelle Kongruenzen gibt, welche zwei konjugiert imagi-
ndre Fldchen des Biischels (90) als Brennflichen haben. Hierzu kommt, dass man
q — 1 reelle Kongruenzen erhdlt, welche eine reelle Fliche des Biischels als doppelte
Brennfliche besitzen, wobei die reellen Linien der Kongruenzen in zwei konjugiert

tmagindren Punkten beriihren.

47. Zu Anfang der 4o0. Nummer haben wir hervorgehoben, dass man im
zweiten Realitiitsfalle x| =1 hat. Wir schreiben dementsprechend p = —¢27i?.
Da wir » =s haben, so bekommt hiernach (120) die Gestalt

(124) e79rv’ —2(p —r)cos v + €97 =o0.

Als Wurzeln dieser Gleichung erbilt man

— Sy — N2
(125) v, v, =¢? P=7 osqp + PTY costg — 1] -
5 , P " ¢
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Ist nun erstens 27 — p > 0, so haben beide Wurzeln von (123) immer den Be-
trag 1. Die zugehorigen Gattungen von W-Kurven sind dann reell, und man
bekommt keine reellen Kongruenzen mit zwei konjugiert imaginiren Brenn-
flichen. Nach der 33. Nummer handelt es sich in diesem Falle um Flichen
mit elliptischen Punkten, und man kann leicht unmittelbar konstatieren, wenn
man die Anderung der Gestalt der Fliche bei Variation des Parameters A unter-
sucht, dass jede reelle Gerade zwei reelle Flichen des Biischels berithren muss.
Wenn wir uns des entsprechenden Resultates in der vorhergehenden Nummer
erinnern, so konnen wir jetzt behaupten, dass es in den Fallen, wo die Punkte
der Brennflichen elliptisch sind, keine reellen Kongruenzen mit konjugiert image-
ndren Brennflichen g¢ebt. Man sieht leicht ein, dass dieser Satz noch in dem
allgemeineren Falle giiltig bleibt, wo die Flichen transzendent sind.

Ist zweitens 27 —p <o, so verhalten sich die Losungen (125) in zwei
wesentlich verschiedenen Weisen, je nachdem der Ausdruck unter dem Wurzel-
zeichen = o ist. Hat man (p — 7)?cos® p < 7%, so gelten dieselben Verhiiltnisse
wie im vorhergehenden Falle, und man bekommt reelle Kongruenzen mit zwei
reellen Brennflichen. TFir (p —7)® cos® @ =1? erhiilt man die beiden Haupttan-
gentenkongruenzen. Ist endlich (p — 7)® cos® @ > 7%, so haben die Wurzeln »,,,
dieselben Argumente, die absoluten Betrige sind aber zu einander invers. Setzt
man »=§ + 5%, so findet man leicht als Ort der Wurzeln »,, », den Kreis

(126) rE@+p*+1)—2(p—réi=o0.

In bezug auf diesen Kreis sind die beiden Punkte =0, 5= £ 1 zu einander

+ v . .
, der also konstant sein muss, erhilt man
—

- ]/'p* _ ]/E .
b—2r q

Wir finden auch, dass, falls » auf dem Kreise einen positiven Umlauf um den

konjugiert. Fir den Betrag von !

ohne Schwierigkeit

1+ v
I —v

Punkt &= 1,5 =0 macht, das Argument des in diesem Falle in (112,) auftre-
tenden Faktors
(I + v)p_q
1

eine Anderung
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, —2m(p—q) = —4nr
erleidet.

Fiir r = s und A = ¢% spezialisiert sich (112,) in

o) it =P llp =)y = [y — (p= Pl (4=

PPl vP rV(I_,,)p q
Unsere Aufgabe ist die Anzahl der Wurzeln dieser Gleichung zun bestimmen,
welche auf dem Kreise (126) liegen. Die Anderung des Argumentes des rechten
Gliedes von (127) ist also zun bestimmen, wenn » einen Umlauf um diesen Kreis
macht. Man findet dann leicht, dass die beiden Faktoren

(p—ryv—r, rv—(p—17)

dabei Kreise durchlaufen, welche den Anfangspunkt umschliessen. Dagegen liegt
der Anfangspunkt ausserhalb des Kreises (126). Als Anderung des fraglichen
Argumentes ergibt sich hiernach

(128) qr(p—r)—2n(p—q) =2r(p—2r+q) = 4nq.

Es ist noch zu beweisen, dass bei der vorausgesetzten Lage von » auch das
rechte Glied von (127) den Betrag 1 hat. Der Kreis (126) besitzt den Mittel-

punkt » :p—:ﬁ und den Radius L/;m Hieraus ergibt sich

|y — (p — )| =Vpa.
In bezug auf denselben Kreis sind die Punkte » = o0 und v:ﬁ: konjugiert,

und man bekommt auch

| 2= 20| = v,

Wir haben jetzt die Mittel den Betrag des rechten Gliedes von (127) zu be-
rechnen und finden dafiir das zu erwartende Resultat 1. Nach (128) erhilt man
also fiir (127) 2q Losungen von der gesuchten Art; eine grissere Anzahl solcher
Losungen kann es aus in der vorhergehenden Nummer hervorgehobenen Griinden
nicht geben. '

Wir finden jetzt, dass die Resultate in den beiden ersten Realitiitsfiillen

sich zusammenfassen lassen, wenn die Brennflichen zu einem Biischel algebra-
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ischer W-Flichen mit hyperbolischen Punkten gehéren sollen, und zwar in der
Weise, dass es stets 2q reelle Kongruenzen mit zwei konjugiert imagindren Brenn-
Adichen gibt. Hierzu kommt, dass man, wenn diese Bremnflichen sich in eine dop-
pelte reelle vereinigen, ¢ —1 reelle Kongruenzen erhdlt, deren Linien die Brennfldche
in zwel konjugiert imagindren Punkten beriihren.

Man versteht leicht, dass die obigen Resultate sich auch auf diejenigen
Fille mit hyperbolischen Punkten, wo die W-Flichen des Biischels transzendent
sind, iibertragen lassen. Unter den tetraedralen Komplexen, welche zu dem Grund-
tetraeder gehoren gibt es also zwei, welche die beiden Systeme von Haupttan-
genten der W-Flichen enthalten, und dieselben vermitteln den Ubergang zwischen
den Komplexen, die sich in Kongruenzen mit zwei reellen und in solche mit
zwei konjugiert imaginiren Brennflichen zerlegen lassen. Von den reellen Linien
eines tetraedralen Komplexes der letzteren Art wird keine reelle Fliche des
Biischels beriihrt. Hs handelt sich natiirlich in diesen Fillen um keine algebra-

ischen Kongruenzen.



