
OBER DIE w KURVEN IM DREIDIMENSIONALEN RAUME. 

u 

A .  W I M A N  

in UPSALA. 

Verschiedene Typen yon reellen W-Kurven. 

I. Die Bahnkurven einer eingliedrigen projektiven Gruppe werden bekannt- 

lich als W-Kurven bezeichnet. Je nach der Dimension hat man also W-Kurven 

in der Ebene, im gewShnlichen dreidimensionalen Raume und in den versehie- 

denen Hyperr~umen. Die allgemeine Aufmerksamkeit auf solche Kurven haben 

zuerst F. KLEIN und S. LIE gelenkt, welche dieselben in einigen gemeinsamen 

Arbeiten untersucht haben. 1 Doch wurden gelegentlich schon friiher in der 

Li t teratur  Beispiele yon W-Kurven betrachtet. 2 In dieser Abhandlung wollen 

wir besonders einige liniengeometrische Gebilde behandeln, welehe mit den dop- 

pelt gekriimmten W-Kurven in Zusammenhang stehen. Als mit der W-Kurve 

assoziiert bezeichnen wir eine Regelfl~che, wenn dieselbe aus Sehnen der W-Kurve 

erzeugt wird nnd die zugehSrige eingliedrige Gruppe gestatte~. Hier ist es na- 

tiirlich eine Bedingung fiir eine algebraisehe Regelfl~che, dass auch die IV-Kurve 

algebraisch sein muss. Aus diesem Grunde wollen wir in erster Instanz unsere 

Aufmerksamkei~ auf die algebraischen ~UKurven zuwenden. Wir  wollen aber 

1 Diese P u b l i k a t i o n e n  f indet  m a n  in  Pa r i s  C. R. 7 ~ (I87O) u n d  Math .  Ann .  4 (I87I).  
2 Man  finder v ie l fache  L i t t e r a t u r n a c h w e i s e  fiber W - K u r v e n  in zwei  .Art ikeln  in  der  Encyklo-  

piidie der  m a t h e m a t i s c h e n  W i s s e n s c h a f t e n ,  in  denen  auch  a u f  die E i g e n s c h a f t e n  der W - K u r v e n  ein- 

g e g a n g e n  wird ,  u n d  zwar  bei  G. SCEEFFERS ,Besondere transcendente Kurven, ( I I I  D 4), Nr. 1 3 -  

2o u n d  35, sowie K. ROH~ u n d  L. BERZOLARI, ,Algebraische t~aumkurven und abwickelbare Fld- 
chen,, (III  C 9), Nr. 58. 
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auch g e w i s s e  K o n g r u e n z e n  in Be t rach t  ziehen, welche sich durch die T a n g e n t e n  

eines r162 yon W-Kurven  erzeugen lassen. Das einfachste  Beispiel ha t  

man in den sog. HiRsTschen Kongruenzen ,  ffir welche die Brennfl~tche aus zwei 

Fl~tchen 2. Grades (--~ F,~) mit  einem gemeinsamen windschiefen Viersei t  besteht.  

Wi r  k5nnen  auch dementsprechend  die f ragl ichen Kongruenzen  al lgemein so 

definieren, dass die Brennfl~tche sich in zwei Fl:s eines Biischels 

X P  W q - -  ~ y r  z s  ~ 0 (p + q ~ r + s) 

zerlegen soil. Hierbe i  sind, was nat i i r l ich zu e rwar ten  ist, die W-Kurven,  durch  

deren Tangen ten  die Kongruenz  sich erzeugen l~sst, im al lgemeinen Transzen- 

dent. Der  algebraische Fall  t r i t t  mi th in  in diesem Teile der Un te r suchungen  

weniger  in den Vordergrund.  Fiir die a lgebraischen doppel t  gekr i immten W- 

Kurve n  gilt  nun die Eigenschaf t ,  dass die charakter i s t i sche  Gle ichung einer  

Operat ion der zugehSrigen eingliedrigen Gruppe  vier ge t rennte  Wurze ln  haben 

soil. Dieselbe Eigenschaf t  charakter i s ie r t  noch die t ranszendenten  W-Kurven,  

auf welche wir in der obigen Weise gefi ihrt  werden. Die eingliedrige Gruppe  

G1 l~sst dann die Ecken und Ebenen  eines n icht  ausgear te ten  Tet raeders  in Ruhe.  

Wird  dieses Te t raeder  als Koord ina t en t e t r aede r  gew~hlt, so lauten die Glei- 

chungen  tier ~ Bahnkurven  1 

X 1 : X 2 : X3  : X 4  : CI(~ al t  : C2e a~-t : C3 ea3t : C~e a4t. 

2. Man ha t  d r e i  H a u p t k l a s s e n  yon  r e e l l e n  W - K u r v e n  i m  B a u m e ,  je nach- 

dem die charalCteristische Gleichung einer Opera t ion  yon G~ vier reelle Wurze ln ,  

zwei reelle und ein P a a r  kon jug ie r t  imagin~rer  Wurze ln  oder endlich zwei Paa re  

konjug ie r t  imagin~rer  Wurze ln  besitzt. 

I m  ers ten Falle sind s~mtliche Ebenen  und Ecken des obigen Koord ina ten-  

te t raeders  reelI. W e n n  wir oben e t durch  t ersetzen, bekommen wit die Glei- 

chungen  der W-Kurven in der Gestal t  

(i) x~ : x2  : x s  : x 4 - -  e l f  ~, : c~t  ~2 : e3t  ~ : c~t  ~4, 

wo a~, a2, a 3 und  a~ reelle GrSssen bedeuten.  H a t  man a~ > a~ > a 3 > aa, so 

n~hern  sich die Kurven  unbegrenz t  fiir t---~o der Ecke x~ ~ xe ~ x~ ~ o und  

fiir t--* ~ der Ecke x~ ~ x~ = x4 = 6. Die Tangen ten  haben dabei offenbar als 

Grenzlagen x ~ : x ~  bzw. x a ~ x  4 ~ o ,  und  ebenso sind x ~ o  bzw. x ~ = o  die 

Man sehe das soeben zit ierte Referat yon SCtIEFFERS, ~r .  20. 
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Grenzlagen der Schmiegungsebenen.  W e n n  s~imtliche Verh~ltnisse zwischen den 

Differenzen der GrSssen a~, %, a 3 und a~ ra t ional  sind, so ist die Kurve alge- 

braisch und zwar unikursal.  I s t  diese Bedingung  nicht  erfiillt, so ist die Kurve  

transzendent .  Fiir das reelle Gebiet hat  man aber hier auf  Grund der iiberein- 

s t immenden asymptot ischen Eigenschaf ten  bei Ann~he rung  an den singul~ren 

Punk ten  t -= o und t = ~ ei~e ganz a~aloge Theorie fffr die algebraischen und die 

transzendenten W-Kurven. Die algebraischen Kurven  sind fiir sowohl positive 

als negative t-Werte definiert. Auch die t ranszendenten  Kurven  lassen sich in 

geeigneter  Weise so definieren, dass dieselben bei negat iven t -Werten reell exi- 

stieren. Hierfi ir  ha t  man, wie wir sparer finden werden, eine endliche Anzahl  

yon MSglichkeiten. 

I m  zweiten Falle sind unter  den Ebenen des Koord ina ten te t raeders  zwei 

reell, und die beiden iibrigen bilden ein konjugier tes  Paar .  Die reellen Ebenen 

seien x 3 = o  und x 4 - - o .  W i r  setzen x , , x ~ = 2 1  + i:~, 2 und e ~ , e , ~ = ~ l •  i~,~. 

Die Kons tan ten  c~ u n d c s  sollen auch konjugier t  imagin~r sein. Die Gleichungen 

der W-Kurven lassen sich je tz t  auf die folgende reelle Gestal t  br ingen 

(2) 2~:2~:x3:x~=~,t~,eos(~log.  t ) '~ t~s in(~ log t ) :~s t~o:c~t% 

Es ist erlaubt anzunehmen,  es sei a s > a~. Die W-Kurve n~thert sich dann  fiir 

t - -~o unbegrenzt  der Ebene x 3 = o  und ffir t - - - ~  der Ebene x 4 ~ o  , und zwar 

geschieht  dies in spiralfSrmigen Windlungen.  Betreffs des nhheren Verlaufes 

ha t  man drei Hauptm5gl ichke i ten  zu unterscheiden.  Bei der ersten hat  man  

aa > al > a~. Die Wind lungen  ziehen sich dann um den P u n k t  x 3 ~ 21 ~ .~2 ~ o 

bzw. x~----21 --2,~ = o zusammen, wobei die W-Kurve sich asymptot isch an eine 

Kurve in der Ebene x~ ~ - o  bzw. x 4 ~  o anschmiegt.  Bei der zweiten MSglieh- 

keit haben wir entweder  ~ > % oder al < a~. I s t  etwa ~, > a3, so n~hern sich 

fiir t - ~  ~ die Wind lungen  asymptot isch  der geraden Linie x 8 ~ x~ = o. Fiir 

t - * o  zieht sich dagegen die Kurve immer enger um die Gerade 2~ = 2 2 - ~ o  

zusammen, so dass die Ann~iherung an den P u n k t  x 3 ~ 21 ~ 22 = o hier asymp- 

tot isch l~ngs dieser Linie geschieht.  I t ie raus  finder man  aueh fiir ~ < a~ die 

Resultate,  indem man die Rollen der Ebenen x 3 ~ o und x 4 ~ o vertauseht.  Bei 

der noeh iibrigen dri t ten MSglichkeit  ist entweder  a~ ~ % oder ~ = a 4. t I a t  

man  z .B .  a~ = %, so n~hern sieh fiir t--~ r162 die Wind lungen  asymptot isch  dem 

Kegelschni t te  

~:~ 393 
X4. : C l  2 + ~2 -2 O,  

2 C~ 
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Die W-Kurve l iegt  sogar uuf dem Kegel  2. Grades 

~ ~2 2 
~2 X3 

-~ -I- _~ . ~  O, 

wodurch sich leicht  dus Verhgltniss der Kurve  aueh ffir t--~ o charakter i s ie ren  

l~tsst. W i r  bemerken noeh hierzu, duss die obigen Resul ta te  betreffs der ers teren  

beiden MSglichkeiten dami t  zusammenh~ngen,  dass die W-Kurve  stets auf  e iner  

Fl~ehe 

liegt. 

-o, fx p-o,_ 
+ c _l - - o 

Im dri t ten F~lle enth~lt  das Koord in~ ten te t raeder  zwei Paa re  kon jug ie r t e r  

Ebenen.  Um die Gleichungen der W-Kurven in 'reeller Gest~alt zu bekommen 

setzen wir noch x~, x4 ~ 23 +_ i s  a~, a~ ~ a s + i ~  und erhul ten alsdann 

(3) 2 , :  ~ :  2~: ~ : ~ t ~, cos (~2 log t): c2 t~' sin (a.~ log t): ~ t a cos (~  log t): 

: c4 t~ sin (a 4 log t). 

Es sei ~t > a~. Fiir  t--~ o maeh t  d~nn die W-Kurve wiederhol te  Uml~ufe lgngs 

der Linie 2 , = 2  2 = o ,  weleher  dieselbe sich asymptot isch  nghert ,  und fiir t - - - ~  

s teht  die Kurve  in einem ~hnl iehen Verh~ltniss zur Geruden 2.~ = 2~ = o. In  

einem speziellen Falle huben wir ~ = ~ ,  und der gemeinsume Fuk to r  t ~' reehts  

in (3) l~sst sich wegsehuffen. N i t  diesem Falle werden wir uns sp~tter vielfaeh, 

besonders im 3- Absehni t te ,  beschgf t igen .  H ie r  sei nu r  vorub bemerkt ,  duss die 

Kurve  auf  einer Fe l iegt  und en tweder  algebraiseh ist oder  eine iiberall diehte  

P u n k t m e n g e  auf  der F~ darstellt .  

3. Lassen sich die vier Exponen ten  a~ in zwei Paa re  ai, ak und al, a,~ auf- 

teilen, so dass a~ + a k ~  at + am, so bezeichnen wir die Kurve  als eine ausge- 

zeichnete W-Kurve .  Die gemeinsame Summe der beiden Puare  l~sst sieh offenbar 

beliebig wghlen. Wi r  setzen dieselbe ~ o und  erhul ten dunn die Ex p o n en t en  in 

der Gestal t  + a, + 8. Die f ragl iche Benennung  rf ihrt  yon H. MOHR~A~ her. 

Frei l ich ha t  dieser Verfasser  dabei nu r  die ulgebraischen W-Kurven  beriicksieh- 

tigt.  Un te r  den eharakter i s t i schen Eigensehaf ten  der ausgezeichneten  W-Kurven  

heben wir hervor,  duss jede solche Kurve  uuf einer F~ liegt, welehe vier K a n t e n  

des bei der e ingl iedr igen Gruppe  invar ian ten  Tetrueders  enth~lt .  H ie rmi t  s teh t  
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in Zusammenhang ,  dass  die ausgeze ichneten  W-Kurven  in enger  Bez iehung  zu 

den HiRsTschen K o n g r u e n z e n  stehen,  welche wir im 4. Absehnit~e behandeln  

werclen. 

Un te r  den ausgeze ichneten  W-Kurven  g ib t  es v i e r  ree l le  K l a s s e n ,  ngmlich 

zu den ers ten beiden Fgl len der  vor igen 2gummer je eine und zum dr i t t en  zwei. 

I m  ers ten  Falle ha t  m a n  die reelle Dar s t e l lung  

(4) x~ : x., : xs : x~ = cj t ~ : ce t~ : G t--~ : c~ t -~ .  

I n  gleicher  Weise  erhi~lt m a n  bei e iniger  Modif ikat ion der  Beze ichnungen  in der  

vor igen hTummer fiir den zweiten Fa l l  

(5) x~: x~:  z ~ :  x~ - ~ c o s  ( # l o g  ~): o~ s in  ( # l o g  ~): e~t~: o~t-~. 

I m  dr i t t en  Fal le  h a t  man  die beiden MSgl ichkei ten  g~ ~ 5~ uncl 5~ ~ ~4. Dies  

bedeu te t  naeh  unseren  urspr i ingl ichen Beze ichnungen  a~ + a s = a3 + a~ und  

a~ + a 4 = a  ~ + a.~. Fi i r  die en~spreehenclen Gle ichungen  e rha l ten  wir  die fol- 

genden reel len Ges ta l ten  

(6) 

(7) 

x I : x~ : x~ : x 4 ~- cl cos aO : c~ sin aO : c~ cos #0 : c A sin #0; 

x , :  x~:  x~:  x~ = c~t o c o s  ( # l o g t ) :  c ~ t ~ s i - ( # l o g  t): 

: cat  - ~  cos (#log t) : c4t - ~  sin (#log t). 

In (6) haben  wir  einen neuen  P a r a m e t e r  0 = log t eingefi ihrt .  Wie  u n m i t t e l b a r  

e inzusehen ist, s tel l t  dieser  Fal l  eine a lgebruische K u r v e  dar, wenn zwischen den 

Gr5ssen a uncl # ein ra t iona les  Verhi~ltniss besteht .  

Diese W-Kurven  sind dadurch  charak te r i s ie r t ,  dass  dieselben in zwei ganz 

verschieclenen Wei sen  reelle Ziige e rha l ten  kSnnen.  A m  e infachs ten  s ieht  m a n  

dies ein, wenn m a n  die Gle ichungen  si~mtlicher vier Klassen  in der  Ges ta l t  (4) 

schreibt ,  wobei nat i i r l ich nu r  fiir die ers te  Klasse  a und # beide reel l  sind. 

Wi inseh t  m a n  dann  hiervon zu den i ibr igen drei reelle a Da r s t e l l ungen  zu ge- 

langen,  so miissen fiir a nnd  # die folgenclen Bed ingungen  gelten.  Wiinscht  

m a n  die reelle Ges ta l t  (5), so miissen yon den GrSssen a uncl # in (4) eine reell  

uncl die andere  rein imagini~r sein. Ebenso ist fiir (6) und  (7) erforclerlich, class 

und  # beide rein imagin~tr sincl bzw. zwei kon jug ie r t  imagingre  GrSssen clar- 

stellen. W i r  f i ihren je tz t  ve rmi t t e l s t  der Subs t i tu t ion  

(s)  �9 = t ~ 
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einen neuen P a r a m e t e r  , ein. Wie  man sieht, ha t  m~n, wenn t die reelle posi- 

t ive Aehse durehl~uft ,  ] , 1 =  ~ und umgekehr t .  Wil l  man  je tz t  in (4) t durch  

ersetzen, so werden in den Exponen t en  reelle GrSssen in re in  imagin~re fiber- 

gefi ihr t  und mngekehr t .  Im komplexen Gebiete  geh6ren somit  die reellen Dar- 

stel lungen (4) und (6) zu derselben Kurvenklasse .  Erse tz t  man  dagegen in (5) 

und  (7) die reellen GrSssen a und fl durch  ai und fli, so wird jedesmal  die 

neue Dars te l lung  yon derselben Art.  Es werden nur  die Rol len yon a und fl 

ver tauscht .  

4. W i r  be~rachten je tz t  eine besondere W-Kurve  (I) und setzen vor~us, 

dass s~mtliche Exponenen ten  al,  a~, a~ und a~ reell  sind. W i r  ff ihren leicht  die 

Gleichung in die Gestal t  

( 9 )  x : y : z : w ~ t"  : t '~ : t n2 : I (n  > n 1 > n~ > o )  

fiber. Ffir algebraische W-Kurven, welche wir  besonders  berficksichtigen wollen, 

kSnnen wir n, ~1 und n 2 als ganze ra t ionale  Zahlen annehmen,  die n icht  alle 

einen gemeinsamen Fak to r  besitzen. 1 

Die algebraischen W-Kurven  lassen sich in f i in f  verschiedene Klassen auf- 

teilen. Zun~chst  ha t  man sieben MSgliehkei ten fiir die Exponen ten  n, nl und n2, 

je nachdem dieselben gerade oder ungerade  ganze Zahlen bedeuten.  

Ers tens  haben wir drei F~ille, in denen un te r  den Zahlen n, nl und  n~ eine 

gerade und  die beiden iibrigen ungerade sind. 

I) n und n~ ungerade,  n 1 gerade. 

2) n 1 und  n 2 unger~de,  n gerade. 

3) n und n I ungerade,  n2 gerade. 

In  den iibrigen vier F~llen gibt  es un te r  n, nl und  no en tweder  keine oder  

zwei gerade Zuhlen. 

4) n.2 ungerade,  n und n 1 gerade. 

5) n~ ungerade,  n und n 2 gerade. 

6) n, n~ und n., sind alle ungerade.  

7) n ungerade,  n I u n d  n2 gerade. 

Setzt  man  w - - I ,  so sind diese sieben F~lle durch die Zeichen charakter i-  

siert, welche x,  y und z bei negat iven t -Werten erhal ten.  :Nun l~sst sicb die 

1 Fiir  den  a l l geme i nen  Fal l  e ines  R a u m e s  von be l ieb ig  v ie len  D i m e n s i o n e n  h a t  MOHRMANN 

die a lgeb ra i schen  W - K u r v e n  b e s t i m m t .  M an  sehe  se ine  Arbe i t  ,Bestimmung aller algebraischen 
W-Kurven~, Math .  Ann.  89 (1923) , p. 2 6 0 - - 2 7 I .  
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Gleichung der W-Kurve nat i i r l ich eben so gu t  durch  den P~ramete r  t I ~ t -~ 

ausdriieken. Es werden dann die Punk te  mi t  den A rg u m en ten  o und ~ ver- 

tauscht  und die Exponen ten  n, u~ und n~ durch  u, n - - n ~  und n - - n ~  ersetzt.  

Die F~tlle 4 und ~ sowie 5 und  7 erweisen sich mi th in  als ~quivalent,  so dass 

wir bloss fiinf Klassen von algebraisehen W-Kurven  erhal ten.  Ausgezeichnete  

W-Kurven kSnnen offenbar nu r  in den drei ersten F~illen vorkommen.  

Fiir  positive t -Werte vers teh t  man  ohne weiteres, dass die Ex p o n en t en  n, 

n~ und u~ sieh du tch  drei beliebige reelle Zahlen ~, ~ und u~ ersetzen lassen, 

wenn nur  die Bedingung 
: ~  :v,~ ~ n : u~ : ~  

erfii l l t  wird. Man kann  dabei z. B. immer  %-~  I setzen, so dass v und vl die 

Bedeu tung  yon n : n2 und u~ : n~ erhal ten.  Es ergibt  sich dann  eine iiberall diehte 

Menge von Paa ren  ra t iona le r  Zahlen ~, v~ im Bereiche ~ > v~ > I.  Aueh jede 

der sieben Teilmengen,  die den obigen F~llen I - -  7 entsprechen,  ist offenbar 

iiberall dicht. Daraus  en t s teh t  fiir alas System yon ra t iona len  Kurven  (9) die ent- 

sprechende Eigenschaft ,  dass n~tmlieh die Kurven  in den Bereichen x < y < z <  I 

und x > y > z > ~ iiberall dich~ auf t re ten .  

Auch fiir negat ive t -Werte  lassen sich in solcher Weise al lgemeinere Expo- 

nenten  v, v~ und v2 einfiihren. Wenn  wir uns auf reelle GrSssen beschr~nken,  

k5nnen wir ja  die Ausdriieke t 2~ und t :~+~ durch I t l  2~ und sgn t. I t]  2~+1 ersetzen, 

wobei s g n t ~  + I oder - - ~ ,  je nachdem t > o  oder  t < o .  Demen t sp reehend  

sehreiben wir, wenn wir  die Exponen ten  ~, v~ und v~ benutzen,  I t  I ~i bzw. sgn t. I t r  i, 

je nachdem in (9) n~ eine gerade oder  ungerade  ganze Zahl bedeutet .  

5. Hierbei  brauchen wir uns offenbar keineswegs auf  solche Exponen ten  

~, ~ und  ~ zu beschr~nken, welche zu e inander  in ra t ionalen  Verh~l tnissen 

stehen. W i r  kSnnen in der Ta t  fiir ~, ~l und ~2 drei ganz beliebige positive reelle 

Zahlen w~ih|en und setzen nur  lest, dass ~ > ~1 > ~ sein soll. W i r  haben dann 

keinen Grund  einen der Ausdriicke I tl ~r oder sgn t. I tl ~/ vor  dem anderen  zu 

bevorzugen. Unter  den in solcher Weise mSglichen acht  K o m b in a t i o n en  soll 

aber I tl ~, I tl ~, I tl ~2 ausgeschlossen werden, da bei dieser die Kurvenzweige  fiir  

posit ive und negat ive t -Werte  zusammenfal len.  Zu jedem Wer te sys t em yon 

~, ~1 und ~.2 bekommen wir somit  sieben verschiedene reelle W-Kurven.  W i r  

wollen je tz t  die Gle ichungen dieser W-Kurven  vermi t te l s t  eines Pa ramete r s  aus- 

driicken. W i r  nehmen  dieselben in der Reihenfolge,  in welcher  in der  vor igen 

N u m m e r  die en tsprechenden algebraischen F~lle aufgez~hlt  wurden.  

32--34472. Acta mathematica. 64. imprim~ le 3 novembro 1934. 
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(A1) x : y : z : w = s g n t ,  l t l~ : ] t l" : sgnt . ] t l~ :  ~. 

(A~) x: y : z :  w = l t l ' : s g n t ,  ltl~,:sgnt, ltl'2: I. 

(A~) ~ : y : ~  : w  = s g n  t. I r i s :  s g n t .  I t I~'~ : I tl~-" : ~. 

(A,) x : y : z : w  = - I r i s :  I t l ' ,  : s g n  t. I tl*"~ : i .  

( A ~ )  x : y : z : w = l t l ~ : s g n t ,  l t l~,:l t l~: ~. 

(As) x : y  : z :  w = s g n t .  I tl': s g n  t. I tl~', : s g n  t. I t l '~ :  ~. 

(A~) ~ : v : ~ : w = s g n t .  l t l ~ : l t l ~ : l t P :  ~. 

Ebenso wie die en t sprechenden  F~ille yon a lgebra i schen  K u r v e n  in der  vorigen 

H u m m e r  gehen dureh  die T r a n s f o r m a t i o n  t I = t -1 (A4) und  (~.~) sowie (As) und  

(~5) in e inander  fiber. W i r  haben  also h ie rmi t  die Verallgemeinerungen derf i in f  

Hauptklassen yon algebraischen W-Kurven erhal ten.  

Ffir  die posi t iven t -Wer te  sind die obigen  sieben Dars t e l lungen  ident isch,  

und  die K u r v e n  l iegen in demjen igen  Bereiehe des l~aumes, wo s~mtl iehe Ko-  

ord ina ten  x, y, z > o sind. Durch  die K o o r d i n a t e n e b e n e n  werden  sieben andere  

Bereiche abgegrenzt ,  und die sieben Dars~el lungen lassen sich durch  den Bereich 

charakter i s ie ren ,  in welchem die K u r v e  ffir nega t ive  t -Wer te  liegt. Es ist  le icht  

zu sehen, wie die sieben K u r v e n  (A~), . . .  (As) sich durch  Spiege lungen  aus dem 

geme insamen  Teile fiir posi t ive t -Wer te  vervol ls t~ndigen lassen. Diese Spiegel- 

ungen  er fo lgen  fiir (A~), (A~), (A.~) an den Achsen  x = z = o, y := z = o,  x = y = o, 

ffir (A4), (A~), (s an den Ebenen  z : o ,  y-~o,  x : o  und ffir (As) an der  Ebene  

w--~-o (oder am P u n k t e  x ~ y : z = o ) .  Die sieben K u r v e n  geh5ren  zu sieben 

verschiedenen eingl iedr igen reellen Gruppen,  ftir welche jedoch  die Subs t i tu t ionen  

Xl :Yl :ZI :Wl  ~-- t ~ x : t  ~ ' y : t  ~ z : w ,  

die den pos i t iven  t -Wer ten  zugeordne t  sind, mi t  e inander  f ibere ins t immen.  Die 

E rwe i t e rung  auf  nega t ive  t -Wer te  geschieht  aber  in sieben verschiedenen Weisen ,  

n~tmlich 

x l : y l : z I : W l :  ~ ]tl'~X: ~ Itlvly: ~ Itlv2Z:W, 
f 

wo die einzige Ze ichenkombina t ion  + + + ausgeschlossen wird. 

Sind v, v 1 und  v~ kommensurabe l ,  so wird eine yon den sieben K u r v e n  

(A~), . . .  (As) eine a lgebraische Kurve .  Fiir  die sechs anderen  werden  die H~l f t en  

fiir t > o und  t < o aus verschiedenen a lgebra ischen  K u r v e n  herr i ihren.  Die  drei 

E x p o n e n t e n  v, v 1 und v 2 lassen sich s tets  in solcher Wei se  als Grenzwer te  yon 
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drei Folgen rationaler Zahlen erhalten, dass die zusammengehSrigen Tripel ge- 

meinsame Nenner und ungerade bzw. gerade Zahler besitzen, je nachdem sgn t 

als Faktor der betreffenden Potenz auftri t t  oder nicht. Hierin liegt die Be- 

deutung, dass jede von unseren verallgemeinerten W-Kurve~ als Grenzkurve einer 

~blge yon algebraischen W-Kurven aufgefasst werde~ kann. Nun kann man often- 

bar zu jedem Punkte in einem der Bereiche o < x < y < z < I  und x > y > z >  I 

die Verh~ltnisse v:v~:v~ so bestimmen, dass die zugehSrigen Kurven (A j), . . .  (As) 

durch den Punkt  gehen. Die ~lgebraischen W-Kurven stehen mithin in dersel- 

ben Beziehung zu den hier gegebenen Verallgemeinerungen wie eine iiberall 

dichte Menge zu einem Kontinuum. 

Wenn wir im n~chsten Abschnitte die zu den W-Kurven assoziierten Re- 

gelfl~ichen studieren uhd dabei uns auf das reelle Gebiet beschr[tnken wollen, so 

erweist es sich als vorteilhaft fiir die fiinf ttauptklassen yon verallgemeinerten 

W-Kurven gewisse algebruische Repr~sentanten (B j), . . .  (B,0 auszuw~hlen. Wir  

unfiersuchen dann zungchst bei diesen Repr~sentanten die Eigenschaften und 

suchen hiervon vermittelst Stetigkeitsbetrachtungen Schliisse betreffs der zuge- 

hSrigen Klassen zu ziehen. Am einfachsten geschieht wohl diese Wahl  in der 

folgenden Weise 

(B1) 

(B,,) 

(83 

x : y : z : w : t ~ : t 2 : t :  i .  

x :  y : z : w - -  t~: t3: t: i .  

x : y : z : w ~ t s : t ~ : t 2 :  ~. 

x : y : z : w : t 4 : t 2 : t :  i .  

x : y : z : w : t S : t s : t :  ~. 

Doch werden die Verh~ltnisse bei der Klasse (A~) nicht immer in befriedigender 

Weise durch den Repr~sentanten (B4)wiedergegeben, und zwar gilt dies fiir 

] ~>~+~1.  Fiir solche F~lle nehmen wir einen besonderen Repriisentanten 

(8'3 x : y : z : w : t S : t 6 : t s :  I. 

Man hatte anch fiir die repr~sentierenden Kurven aller fiinf Klassen ~ 3 ,  

~1-~-2, ~ I w~hlen kSnnen. Dann wiirde man aber nur fiir (A1) eine alge- 

braische C~ als Repr~sentanten erhalten. In den anderen vier F~tllen wiirde die 

Kurve fiir t > o und t < o zu zwei verschiedenen algebmischen C~ gehSren. 
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6. Wir  wollen hier als Ordnung einer Kurve (9) die hSchste" Anzahl der 

reellen Schnittpunkte mit einer Ebene bezeichnen. Wir  fragr also, was sich 

fiber die Anzahl der reellen Wurzeln einer Gleichung 

(io) c o t ~*+ Q t n~A- C~ t n~+ e~ ~ 0 

sagen l~sst. Die Antwort folgt unmittelbar aus der Zeichenregel yon DESCARTES. 

Es sei n~mlich 

(I I) f ( t )  ~- o 

eine allgemeine Gleichung mit ganzzahligen Exponenten, deren Glieder nach 

fallenden Exponenten geordnet sind. Ffir jedes Paar  aufeinanderfolgender Glie- 

der der Funktion f ( t )  betrachten wir nun die Zeichen der Koeffizienten. Dabei 

gibt es die folgenden MSglichkeiten. 

I) Beide Glieder haben entweder gerade oder ungerade Exponenten. Es 

mSgen th solche Paare mit demselben Zeichen und a~ Paare mit versehiedenen 

Zeichen der Koefficienten vorkommen. 

2) Ein Glied ist yon geradem Typus und das andere yon ungeradem Ty- 

pus. Die Anzahl solcher Paare mit demselben Zeichen sei ~2 und mit verschie- 

denen Zeichen o2. 

Die Zeichenregel won D~SCA~TES besagt nun, dass die Gleichung f ( t ) ~ o  

hSchstens al + a~ positive und a~-F-Q2 negative Wurzeln besitzen kann. Nun er- 

h~lt man in den F~llen I - -  7 der 4. Nummer ffir a t u n d  Q~ + a,z: 

I) a l = o ,  q ~ + a ~ - - 3 ;  

2) a t = I ,  Q. ,+a .2=2;  

4, 5) a x = i ,  ~ , 2 + a 2 = 2 ;  

6, 7) a 1 = 2 ,  q~+ a ~ = i .  

Dabei sind die Angaben ffir al als Maximalzahlen zu betrachten. Als die h5chste 

Anzahl yon reellen Wurzeln bekommt man also drei im Falle I, vier in den 

F~llen 2, 4, 5 und ffinf in den F~llen 3, 6, 7. 

Die obigen Auseinandersetzungen gelten noch, wenn man in (I I) bei ganz 

beliebigen positiven Exponenten e~, fl~ Glieder 
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a .  . I t l %  bz  . s g n  t . l t l  ~ 

yon geradem bzw. ungeradem Typus einfiihrt. Das Beweisverfahren der Zeichen- 

regel yon DESCARTES, welches man erhKlt, wenn man diese Regel als einen 

Spezialfall des BuDAN-Foc~ir~schen Theoremes betrachtet, l~sst sieh ja ohne 

Schwierigkeit auf solche verallgemeinerte Gleichungen iiberfiihren. Von einem 

anderen Gesiehtspunkte l~sst sich eine solche Gleichung (II) als Grenzgleichung 

einer Folge yon algebrMschen Gleichungen auffassen. Wir befraehten eine Folge 

yon unbegrenzt wachsenden ungeraden ganzen Zahlen 2N~ + 1 ( i :  I, 2 . . . .  ). 

Ftir die Exponenten a, der Glieder yon geradem Typus nehmen wir N~herungs- 

2 a~ ") 
werte und fiir diejenigen yon ungeradem Typus N~herungswerte 

2 N ~ + I  

2 b~ i) + I 
wobei a~ ~') und b (~) ganze rationale Zahlen bedeuten. Setzen wir diese 

2 N i +  I '  

Exponenten in (I I) ein, so bekommen wir eine Folge von Gleiehungen )~ ( t )=o ,  

wobei fiir i ~  ~ die Exponenten unbegrenzt gegen die zugehSren Exponenten 

in f( t)  konvergieren. Es l~sst sich dann aueh beweisen, dass fiir i--* ~ die 

Wurzeln yon f~: ( t )=  o sieh den Wurzeln yon (I I) unbegrenzt n~hern. 1Vfan kann 

aueh in jeder Gleiehung J~( t )~  o die Substitution 

t = t~ Ni+~ 

machen. D a e s  sich hier bloss um reelle GrSssen handelt, so ist jede solche 

Substitution umkehrbar eindeutig. Wir bekommen so eine Folge yon alge- 

braischen Gleichungen F~(ti)~ o, und fiir jede yon diesen l~sst sich die Zeichen- 

regel yon DESCARTES unmittelbar anwenden. 1 

Aus den obigen Resultaten l~tsst sich sehliessen, dass fiir shmtliche 

fiYnf HauptMassen von verallgemeinerten W-Kurven die Ordnung mit de~jem'- 

gen der zugehSrigen algebraischen Reprh'sentanten iibereinslimmen muss. Es gibt 

also eine Hauptklasse yon der Ordnung 3, fiir welche die Darstellung (A1)gilt, 

zwei Hauptklassen yon der Ordnung 4, fiir welche die Darstellu~gen (A~) und die 

mit einander dquivalenten (A4) und (A4) gelten, und endlich zwei Hauptklassen yon 

der Ordnung 5, fiir welche die Darstellungen (As) und die mit einander @uivalenten 

(A~) und (As)gelten. 

1 Man vergleiche unsere Arbeit ,, ~]ber eine Verallgemeinerung der algebraischen Glelchungen% 
M~th. Ann. lO8 (I933) , p. III. 



254 A. Wiman. 

Die assoziierten Regelfl~tcheu. 

7. Wir  nehmen zun~chst eine ulgebrMsche W-Kurve (9) in Betrach~. Die 

drei Exponenten n, n~ und n~ seien demgem~iss gunze r~tion~le Zuhlen, die keinen 

gemeinsamen Teiler besitzen. Die Substitution 

( ~ )  t ' = k t  

bestimmt ein Element der eingliedrigen Gruppe, welche die W-Kurve zui~sst. 

Wenn wir die dabei einander entsprechenden Punkte der W-Kurve durch gerade 

Linien verbinden, so bekommen wit eine Regelfli~che, welche wit als eine mit  

der W-Kurve a s s o z i i e r t e  R e g d f l a ' c h e  bezeichnen wollen. Unter diesen assoziierten 

Regelfl~chen tr i t t  auch die ~bwickelbare Fl~che auf, welche m~n fiir k.-~I als 

Grenzfl~che bekommt. 

Um den Grad einer solchen Regelfl~che zu bestimmen, untersuchen wir, 

wie Oft eine Erzeugende yon anderen Erzeugenden getroffen wird. Als Be- 

dingung, damit die Verbindungsgeraden zweier Punktpaare tj, /ct~ und t, k t  in 

derselben Ebene liegen, erh:,ilt man 

(i3) n I n - -  n o  - -  

__ tn~--~, t n (]~n~ __ Ion ) ( I - - - k  ~) + t~ +nT~~ (]~n~--]Cn)(I - I t  ~ )  = O. 

Wenn ma,n sich hier t~ als gegeben denkt, bekommt man ~lso f i i r t  eine Gleich- 

ung vom Grude n + n I --'n2 Nun l~sst sich uus dem linken Glied yon (I3) der 

F~ktor 

(k -- I)'~ (t - t l ) e ( t  --- k t l ) ( k t  - -  tl) 

immer ausscheiden. Es bleib?~ eine in t und t~ symmetrische Gleichung vom 

Grade n + n~- -n2- -4  iibrig. Eine Erzeugende begegnet demnach n +  n~--n~--2 

anderen Erzeugenden, niimlich ~usser denjenigen beiden, welche durch die Stiitz- 

punkte gehen, noch n + n~- -n~- -4 .  D~ bek~nntlich eine Erzeugende einer Re- 

gelfl~che des Grades m yon m ~ z  anderen Erzeugenden getroffen wird, so erh~lt 

mun, wenigstens im allgemeinen, 
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( I 4 )  n q-  n 1 - - n  2 

als Grad der assoziierten Regelfl~che. 

Dieses Resultat steht in Zusammenhang mit den folgenden Tatsachen. Man 

hat  im allgemeinen 2 ( m -  I) als Grad einer Regelfl~che, wenn die Erzeugenden 

Bisekanten einer rationalen Kurve des Grades m sind, und durch jeden Punkt  

der Kurve zwei Erzeugende gehen. Doeh wird der Grad jedesmal um eine Ein- 

heir herabgesetzt, wo die Stiitzpunkte einer Erzeugenden in einem Doppelpunkte 

der Kurve zusammenfallen. Sollen dabei die Stiitzpunkte unmittelbar auf ein- 

under folgen, so muss der Doppelpunl(t durch einen Riickkehrpunkt ersetzt werden. 

Im vorliegenden Falle gilt also die Frage, mit wie vielen station~ren Punkten 

die Punkte  mit den Argumenten t = o  und t ~  ~ ~quivalent sind. Die Ant- 

wort hierzu ist bekanntlich n 2 -  I bzw. ~ t -  ~ 1 -  I. Yon diesem Ausgangspunkte 

erh~lt man mithin als Grad der assoz~ierten RegelflRehe 

2 ( . -  - - - - = + - 

was mit (14) iibereinstimmt. 

Eine assoziierte Regelfl~che muss sich aus Bahnkurven der zu Grunde lie- 

genden eingliedrigen Gruppe erzeugen lassen. I n s b e s o n d e r e  w i r d  d i e  D o p p e l k u r v e  

i n  solche  t ? a h n ] c u r v e n  ze r l eg t .  Aus Symme~riegrfinden hat (I3) gleiehzeitig die 

I 
LSsungen t : t~ ~ Z und t : t 1 --  Z-. Diese LSsungen gehSren offenbar zu demsel- 

ben Teile der Doppelkurve, da dieselben in einander fibergehen, wenn man t 

mit t~ vertauseht. Eine Erzeugende, welehe die Punkte  (t~, k t ~ ) y o n  (9)verbindet, 

I 
~rifft demgem~ss, den LSsungen ,~ und ~ entsprechend, zweimal den fraglichen 

Teil der Doppelkurve. Ist  n + n l - - n ,  ~ eine ungerade ganze Zahl, so hat  (I3) die 

I 
L5sung t :  t~ ~ --  I. In  diesem Falle hat  man Z ~- ~ ,  und der zugehSrige Teil 

der Doppelkurve wird yon einer Erzeugenden nur einmal getreffen. 

Fiir eine Bahnkurve, welche durch den Punkt  x0, Y0, zo, w0 geht, ha~ man 

die Gleichung 

x : y : z : w ~ x o t n : Yo tn' : Zo t"~ : Wo. 

Sind s~mtliehe Gr5ssen Xo, Yo, Zo, Wo yon Null versehieden, so ist diese Kurve 

doppelt gekriimmt. Eine assoziierte Regelfi~ehe l~sst sieh als assoziiert in be- 

zug auf jede solehe doppelt gekrfimmte Doppelkurve, welehe dieselbe besitzt, 
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be t raeh ten .  Die vier  Koord i na t enebenen  werden  dureh  ebene B a h n k u r v e n  er- 

fiillt. So h a t  m a n  z. B. fiir z o = o  

X : y : W ~ - ~ X  0 t n : y 0  t h e : w 0 ;  Z - - O .  

Diese Bahnkurve  is t  als t t-faehe Kurve  zu be t raeh ten ,  wenn tt den grSssten ge- 

m e i n s a m e n  F a k t o r  yon n und n~ bedeute t .  Doch  wird dieselbe bei reellen t- 

W e r t e n ,  falls  tt unge rade  ist, nu r  e inmal  durchgelaufen.  I s t  aber  tt gerade,  so 

wird die eine t t~ l f t e  der K u r v e  bei reel len t -Wer ten  doppel t  du rehge laufen ;  zur 

anderen  H~l f t e  gehSren rein imagin~re  t -Werte .  U n t e r  den B a h n k u r v e n  t r e t en  

auch die sechs K a n t e n  des K o o r d i n a t e n t e t r a e d e r s  auf. Als Beispiel  nehmen  wir  

x : W ~ X o D : W o :  y - - - - z ~ o .  

t t i e rbe i  spiel t  n dieselbe Rolle wie t t i m  vor igen  Beispiel.  

8. E ine  ussoziierte Regelfl~che wird  dureh  das Sys tem 

t ~, t ~ , t'~, 

[ k" t", k ~, t",, k,~ t,,~., 

~V - -  O 

I 

I 

bes t immt .  Fi ihren  wir a u s ,  so erha l ten  wir  die Gle iehungen  

('53) 

(xs,) 

X ( ]gn~ - -  ]~ nl ) ~- y tn- -n~ (]cn - -  ]~ne ) -~- z t ~t-- n~ ( ]~n~ - -  ]~n ) ~ -  O ; 

y ( I  - -  k '~)  + z t n , - "  (k  ~', - -  I )  + w t n, (k  . . . .  k n,) = o ; 

X(I  - -  ]dnO Jr" y tn- -n ' ( ]~  n -  I) "~- wtn( ]g  n' - - ] ~ n ) =  O; 

35'(I - -  ~ ' )  -{- ztn--'l'~(]d n -  I) ~- w t n ( ] ~ n e - -  ]~n) = O. 

Die Gle ichung  der Rege l f l~che  b e k o m m t  m a n  am e infachs ten  durch  E l imina t ion  

yon t zwisehen den ers ten beiden Gle ichungen,  und  m a n  bes t~ t ig t  dabei,  dass 

ihr  Grad  fiir a l lgemeine  k-Wer te  n + n t -  n~ sein muss.  ~ lan  ers ieht  unmit te l -  

bar,  dass m a n  als Schni t t  der Regelfl~che mi t  der  Ebene  z = o eine #-fache 

K u r v e  b e k o m m t  wenn  tt den gr5ssen geme insamen  Tel ler  von n und nl bedeute t .  

Ebenso ha t  die Regelfl~che in der Ebene  w ~ o  eine tq-fache Kurve ,  in der 

Ebene  y - ~  o eine tt~-fache K u r v e  und in der Ebene  x = o eine #3-fache Kurve ,  

wobei  tq, tt-2 und  tt3 die Bedeu tung  yon gr5ss ten  geme insamen  Tei le rn  haben,  und  

zwar  tq von n - - ~ l  und  n - - n  2, re2 yon n und n~ und tq von n x und n~. D a  
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n, nl u n d  n,a ke inen  g e m e i n s a m e n  Tei ler  h a b e n  diirfen,  so muss  o f fenbar  jedes  

P a a r  yon  den Zahlen  #, te~, te e u n d  tea t e i l e r f r emd  sein. 

Besondere  u  t r e t en  bei  d e n j e n i g e n  k - W e r t e n  ein, f i ir  welche  ge- 

wisse Gl ieder  der  G l e i c h u n g e n  (15) ve r schwinden .  Diese lben  miissen e iner  oder  

m e h r e r e n  yon  den G l e i c h u n g e n  

( I  6) k '~-'~' = I ; k n, = I ; 

k n ~ - ~ =  I ;  k n ~ -  I 

geni igen.  V o n  der  L S s u n g  k = t soil dabei  a b g e s e h e n  werden.  J edesma l ,  wenn  

eine Re la t i on  (I6) be f r i ed ig t  wird,  e rweisen  sich zwei yon  den G l e i e h n n g e n  (I5) 

als ident isch .  Die  B e d e u t u n g  h i e rvon  deek t  s ich d~mit ,  dass  i n  e inem so lehen  

Fa l le  die Regelf l~che eine K a n t e  des K o o r d i n a t e n t e t r a e d e r s  als Le i t l in ie  hat .  

I n  so lcher  W e i s e  b e k o m m t  m a n  als Le i t l i n i en :  

x = y ~ o fi ir  k n - n ,  ~ I ;  

z = w = o ffir ]c n~ ~ I ; 

= z = o  fi ir  k ~-n-~= I ;  

y = w = o  fiir k . . . . . .  I ;  

y = z = o fiir  k '~-n'~ = I ; 

X = W =  O fiii" k n = I .  

Diese  Le i f l in ien  w e r d e n  in de r  g e g e b e n e n  Re ihen fo lge  n~-, ( n -  nl)-  , n l - ,  ( n - - n , , ) - ,  

n-, (nl - -  n2)-fach. 

I n  den  be iden  ers ten  Fgl len  wi rd  tier G r a d  der  Regelf l i iche e rn iedr ig t .  

Fi i r  k "-'~1 ~ I r eduz ie r t  s ich das Sys t em (I5) au f  die be iden  G l e i c h u n g e n  

X - -  y t  n - n '  = O; 

v ( i  - k".) + z tn ' - - " ' ( kn '  - I) + w t " ' ( ~  ' ~ ' -  k " )  = O.  

Als en t sp rechendes  R e s u l t a t  ffir k n. = I  h a t  m~n 

Z - -  t v t  "~ - -  O;  

X ( I  - -  k n,) -[- y t  re-n, (k n -  I )  -J- z t  n-'~. ( ] d " - - k " )  ~-~ O. 

33--34472.  Acta mathematica. 64. Impr im6  ]e 3 novembre  1934. 
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Die  G r a d z a h l  wi rd  in be iden  Fi~llen ~, u n d  h a t  s ich m i t h i n  u m  n l -  n 2 vermin-  

dert .  u  wir  dieses R e s u l t a t  m i t  (I3), so ist  z u  beach ten ,  dass  fi ir  die 

h ie r  in Rede  s t e h e n d e n  k -W e r t e  u n t e r  den  n + n ~ -  n~ L S s u n g e n  t : t~  n ~ -  n~ in  

t = o  u n d  eben  so viele in t :  or i ibergehen.  Es lis s ich beweisen,  dass  die 

E r z e u g e n d e n  f t ir  t ~ o u n d  t = or im a l l g e m e i n e n  als ( n ~ -  n~)-fache L i n i e n  der  

Regelf l~che zu b e t r a e h t e n  sind.  Fi i r  die a n g e g e b e n e n  besonde ren  k - W e r t e  ist  

n u n  eine yon  diesen L in i en  Le i tge rade ,  abe r  die andere ,  welche  i iberdies ih re  

L a g e  iindert,  n ich t .  So ist  fiir k ~ - ' ,  ~ I die dem A r g u m e n t e  t ~ o e n t s p r e e h e n d e  

E r z e u g e n d e  x = y  = o Lei t l in ie ,  u n d  die E r z e u g e n d e  f i i r t :  ~ ,  als welche  sons t  

z = w = o  auf t r i t t ,  nimmt~ die neue  L a g e  y = w = o  an. I n  d iesem Fal le  e n t s p r i c h t  

also n u r  den  n ~ - - n  2 L 5 s u n g e n  t = o~ yon  (I3), abe r  n i c h t  den L S s u n g e n  t =  o, 

eine R e d u k t i o n  des Grades  der  Regelf l~che.  Fi i r  k ' ~ - ~  I wird  die Rol le  der  

L S s u n g e n  t = o u n d  t----or ve r t ausch t .  

N u n  kSnnen  n, n~ und  n2 solche W e r t e  h a b e n ,  dass g le ichze i t ig  zwei neben  

e i n a n d e r  s t ehende  G l e i c h u n g e n  (I6) be f r i ed ig t  werden.  Die  Regelfli~che bes i tz t  

d a n n  zwei w indsch ie fe  Lei t l in ien .  W i r  n e h m e n  die dre i  M S g l i e h k e i t e n  in der  

f o l g e n d e n  Re ihen fo lge .  

I )  k n - n ~  = ]~ . . . .  I .  Die Le i t l in i en  s ind x ~ z = o und  y ~ w---- o. D a s  

Sys t em (I5) n i m m t  die e in faehe  Ges ta l t  

(I71) x - - z t  ~- '~  ~ o ;  y - - w t " = o .  

2) k , ~ = k  " ~ - " ~ : I .  Als  Le i t l i n i en  erhis m a n  y = = z ~ o  u n d  x = w - - o .  

Als  b e s t i m m e n d e  R e l a t i o n e n  erh~tlt m a a  

(I7o.) y - - z t ' , - ' - '  = o; x - -  w t  ~*= o .  

3 )  kn.o ~ ]~n- -n l  ~ I. Als  Le i t l in ien  h a t  m a n  x ----- y ----- o u n d  z ~- w ~ o u n d  

als b e s t i m m e n d e  R e l a t i o n e n  

( I 7 3 )  x - -  y t " - "  = o;  z - -  w t '~ - -  o.  

D e r  G r a d  der  Regelflis ist  also h ie r  n u r  n - - n  1 + n~. Die  E r n i e d r i g u n g  des 

Grades  u m  2 (n 1 - -n~)  s t eh t  in  Z u s a m m e n h a n g  dami t ,  dass  jetzt~ keine  der  Erzeu-  

g e n d e n  fiir t = o und  t ~ r162 mi t  e iner  Le i t l in ie  zusammenf i i l l t .  

H i e r a n  re ihen  sich n o c h  vier  Fi~lle, in  d e n e n  g le ichze i t ig  drei  u n t e r  den 

R e l a t i o n e n  (I6) erfii i l t  werden .  Die  Regelfli~che degene r i e r t  d a n n  in e inen 

Kegel .  
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4) k ~ = k  ~ , : k  n - ~ , =  I. Die Spitze des Kegels ist x : y - - - w = o ,  und 

die best immenden Relat ionen sind 

(~7~) x - - y t  ~ - ' ~ - ~ o ;  y - - w t  .. . .  - o .  

~) ~ n  = ]cn~ = kn--~,~ = I .  H ie r  ha t  man als Kegelspitze x -~ z ~ w = o 

und als best immende Gleichungen 

( I 7 5 )  x - - z t  ~ - ~  ~ o; z - -  wt  "~ = o. 

6) k ~ - , ~ , = k  n - ' ~ = k  " , -~ ' ,=  I .  Die Spitze des Kegels  ist x = y = z = o ,  

und  als best immende Relat ionen ha t  man 

(176) x - -  y t '~--n, ~ o; y - -  z t n ' - ' ' ~  ~ o .  

7) ]c ' ~ , : ] c  n ~ : k  "~,-n~: I. Als Kegelspitze erh~tlt man  y - - ~ z ~ - - w ~ o  und  

als best immende Gleichungen 

(I77) y - -  z t n ' - - n 2 - - -  O; Z - - -  w t  ne ~ O .  

Als Gradzahlen der Kegel  hat  man  in den F~llen 4 und 5 n, im Falle 6 n - - ~  

und  im Falle 7 ~l. 

W i r  haben oben nicht  die /VISglichkeit k-~- - -  i beriicksichtigt.  ]YIan finder 

leicht, dass je nachdem n, ,n I und n~ den Bedingungen  I - - 7  der 4. N u m m e r  

geniigen, so befriedigt  k - - - - I  die Relat ionen an der en tsprechenden Stelle 

dieser Nummer.  Die Sti i tzpunkte t und  --  t gehSren zu derselben Erzeugenden,  

und man kann  den Pa rame te r  t durch tj ~ t 2 ersetzen. Der  Grad  der Regel- 

fl~che reduziert  sich somit auf  die H~tlf~e. 

Bei der El iminat ion yon t aus ( I 7 ~ ) - - ( I 7 7 )  erh~lt man  in jedem Falle eine 

g a n z  best immte einfache Fl~che. Aus dieser in einer gebi ihrenden Vielfachhei t  

genommenen  Fl~che erh~lt man  also jedes real die zugehSrigen assoziierten Re- 

gelfl~chen. Fiir die F~lle I, 2, 3 is~ diese Vielfachheit  z, ~1 und z2, wobei 

diese Zahlen als grSsste gemeinsame Teiler definiert werden, und zwar x yon n~ 

und n - - n 2 ,  z~ von n und  n~--~2 und  z.2 von n 2 und  n - - n ~ .  I n  den F~llen 

4, 5, 6 und  7 ha t  man fiir die Vielfachhei~ it, tt~, #1 und #.~, welche Zahlen 

nach  den zu A n f a n g  dieser N u m m e r  gegebenen Regeln sich best immen lassen. 

Man sieht leicht, dass kein P a a r  unter  den sieben Zahlen z - - # 3  einen gemein- 

samen Teller haben kann.  Un te r  diesen Zahlen sind sechs ungerade  (oder = I) 

und nur  eine einzige gerade. I s t  z. B. z eine ungerade  Zahl, so gehSren hierzu 
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Z - -  I 
- -  assoziierte Regelfl~iehem, den (von I versehiedenen) Paa ren  yon LSsungen,  

2 

k, k -1 der Gleiehung k ~ -  i -= o entsprechend.  I s t  aber  anderersei ts  • eine ge- 

rade Zahl, so ist die Anzahl  solcher Paa re  nu r  - - .  Hie rzu  kommt  noch die 
2 

X 
besondere LSsung 1~ = --  I,  fiir welche die Erzeugenden  nur  - mal durchgelaufen  

2 

werden. 

9. Fiir  die H a u p t s e h n e n  einer  Kurve  ist  es eharakter is t iseh,  dass dieselben 

den Sehmiegungsebenen ihrer  beiden St i i tzpunkte  angehSren.  Exis~ieren bei 

einer  W-Kurve eigentl iche Haup t sehnen ,  so muss es solche in unendl icher  An- 

zahl geben, da die eingliedrige Gruppe  eine Haup t sehne  in ~ andere  fiber- 

fi ihrt .  Mit  den g a u p t s e h n e n  der a lgebraischen W-Kurven  ha t  sich MOHRMANN 

eingehend beschi~ftigt 1, und  zwar fiir den al lgemeinen Fal l  eines Raumes  yon 

beliebig vielen Dimensionen.  Fiir  die Exis tenz yon Hauptsehner[  gil t  die Be- 

d ingung n = n 1 + no. Solche Sehnen kommen mi th in  nur  bei ausgezeiehneten 

W-Kurven vor. Die Bedeu tung  der f ragl iehen Bedingung deekt  sieh damit ,  dass 

eine ausgezeiehnete W-Kurve immer  zu einem l inearen Komplexe  gehSrt.  Die 

Komplexebene  eines Kurvpunk tes  ist dann  die Schmiegungsebene,  und eine Sehne 

in der Schmiegungsebene  des einen St i i tzpunktes  muss auch in der Komplex-  

ebene, d. h. der Schmiegungsebene des anderen  St i i tzpunktes liegen. 

W i r  wollen zeigen, dass sogar die al lgemeinen mit  einer  ausgezeichnet.en 

W-Kurve  assoziierten Regelflitchen zu l inearen Komplexen  gehSren. Bei Benu tzung  

der gewShnlichen Bezeiehnungen fiir die Koord ina t en  einer geraden Linie erhi~lt 

m ~ n  

H a t  

und kt ,  so ergibt  sich hieraus 

A~914. " ~923  : 
x 1 W2 - -  X~ W 1 

Yl  Z~ - -  y~  z 1 

man ffir die Punk te  x~, Yl, zl, w~ und x~, y~, z2, w2 die Pa rame te rwer t e  t 

t n, I 

k ~ t~, I 

t~ l , t n 2 

k ~ t %  k ~ t ~ 

Hieraus  erhi~lt man ffir n = ~1 + n2 die Gleiehung 

,,Uber die algebraischen 1V-Kurven im  r-dimensionalen Raum)),  R e n d .  C i r c .  M a t .  47  

( I923) ,  p .  I 5 3 - - I 8 I .  
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eines l inearen Komplexes.  

Fl~che zum Komplexe 

( I9 )  

Fiir  ]c ~ I ergibt  sich hieraus,  dass die abwickelbare 

geh5ren muss. 

Die Bedingung n - - n ~  : n ~  (oder n -  n~ = nl) bedeutet ,  dass die beiden sin- 

gul~ren Zweige der W-Kurve f i i r t  = o und  t - -  ~ mi t  e inander  projekt iv  ~qui- 

valent  sind. Hieraus  folgt,  dass fiir die ausgezeichneten W-Kurven  die ein- 

gliedrige Gruppe sich durch eine Sehar  yon involutor isehen Kol l inea t ionen er- 

wei tern l~sst, welche die f ragl ichen beiden Zweige vertauschen.  Im P a ram e te r  

t ha t  man fiir diese Sehar  den e infachen Ausdruck 

t' ~ k t--L 

()brigens ha t  1VIoH~AN~ nicht  nu r  die d i rekten sondern auch die rez iproken 

Verwandtschaf ten ,  welche eine W-Kurve  in sich i iberfi ihren, un tersucht .  

In  seiner Arbei t  ha t  1VIOnR~A~N noch fiir den al lgemeinen r-dimensio- 

nalen Raum die Regelfl~che behandel t ,  welche durch die I t a u p t s e h n e n  einer 

ausgezeiehneten W-Kurve erzeugt  wird. Dabei  ha t  er  einen Satz gegeben, der fiir 

den dreidimensionalen Raum die Bedeu tung  hat,  dass bei geradem n die Regelfl~ch e 

tier Ha up t s e hnen  in zwei ge t rennte  Bestandte i le  zerfitllt, yon denen einer  (der 

dem Falle 7c ~ - -  I entspricht)  den Grad  n -  n~ hat,  und  der res t ierende Teil  

vom Grade (n- ;4)(n--~2)  ist. E r  fi igt hinzu, dass bei unge radem n ~>die Haupt -  

sehnenfl~che eine irreduzible Fl~tche der Ordnung  (n --  3) (n - -  n2) ist>>. ~ 

Hierbei  scheint MOH~A~N nicht  beachte t  zu haben,  dass die Hauptsehnen- 

fldche stets in assoziierte Regelfldchen zerfallen muss. Bei geradem n wird dement- 

sprechend die res t ierende Fl~che in n - - 4  assoziierte Regel f l~chen vom Grade  
2 

2 (n - -  n~)-~ z n 1 zerlegt, und ebenso zerf~llt  bei ungeradem ~ die Hauptsehnen-  

fliiche in n - - 3  assoziierte Regelfl~chen. Diese Resul ta te  ]assert sich berei ts  aus z 

einer Arbei t  von V. S~YD~R en tnehmend  

i 1. c .  p .  1 6 5  . 

2 , O n  certain unicursal  twisted curves,,, American Journal  28 (I9O6), p. 237--242. 



262 A. Wiman. 

Io. SNYDEt~ hat auch eine Eigentiimlichkeit der durch Hauptsehnen er- 

zeugten assoziierten Regelfl~chen hervorgehoben. Wir bezeichnen eine Kurve 

als Beriihrungsdoppelkur~'e, wenn 15ngs derselben zwei Schalen einer Fl~,tche einan- 

der beriihren. Als Bedingung dafiir, dass eine Kurve Beriihrungsdoppelkurve 

einer Regelfl~iche ist, hat  mun, class dieselbe Ebene die Tangente in einem be- 

liebigen Punkte der Kurve und die beiden yon Punkte ausgehenden Erzeugen- 

den enthalten muss. SiTed die Erzcugenden Hauptsehnen, so ist mithin die W- 

Kurve eine Beriihrungsdoppelkurve der Regelfldche. Eine solche Kurve l~,tsst sich 

offenbar als zwei unmittelbar  auf einander folgende Doppelkurven auffassen. 

Wenn also die W-Kurve fiir einen speziellen k-Wert Berfihrungsdoppelkurve 

wird, so muss sich eine zweite Doppelkurve der Regelfl~che mit der W+Kurve 

vereinigt haben. Man versteht die M5glichkeit, dass eine assoziierte Regelfl~tche 

eine andere Berfihrungsdoppelkurve Ms die W-Kurve, vow welcher ausgeg~ngen 

wird, haben kann. Wie wir hier finden werden, kSnnen die W-Kurven im all- 

gemeinen und also nicht bloss diejenigen, welche einem linearen Komplexe angeh6- 

ten, als Beriihrungsdoppelkurven assoziierter Regelfldchen auftreten. Nur in den 

drei F~llen, wo die Ordnung n<5 ist, gibt es keine assoziierte Regelfl~che mit 

Beriihrungsdoppelkurve. 

Die Schnittpunkte einer Kurve (9) mit einer Ebene 

ax + by + cz + d w - = o  

werden durch die Gleichung 

(20) at n 4- bt '~, + ct"~ + d = o 

bestimmt. Im Falle einer Bertihrungsdoppelkurve soll es eine Ebene geben, welche 

die Tangente in einem Punkte t ~ a enth~tlt und iiberdies fiir einen geeigneten 

Wert  yon k noch durch zwei Punkte mit den Argumenten ka und k - la  hin- 

durchgeht. Da a hier beliebig ist, so kSnnen wir a ~ I setzen. Schreiben wir 

k + k -1~- h, 

so erhal ten wir die Bedingung, dass das linke Glied von (20) durch 

( t -  ~)*(t ~ -  ht + ~) 

teilbar sein soU. Wir setzen 

(2~)  a t ' ~ + b t " , + c t " , + d = ( t - - i ) ~ ( t ~ - - h t +  l)(aotn-4+a, tn-'5+...+c~,_4). 
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Rechts  sollen h ier  die Koeff iz ienten fiir n -  3 verschiedene Po tenzen  verschwin- 

den. Man bekommt so n - - 3  homogene  l ineare Gle ichungen in den n - - 3  Para-  

mete rn  ao, a ~ , . . ,  a , -4 ,  in denen noch h l inear  eingeht.  Durch  El imina t ion  er- 

hSlt man hieraus eine Gleichung fiir h vom Grade n -  3. Fib" eine W-Kurve 

vo~ der Ordnung n gibt es also h6chstel~s n - - 3  assoziierte BegelflSchen, welche 

dieselbe als Beriihrungsdoppelkurve enthalten. Im  al lgemeinen haben aber  n icht  

s~mtliche n - -  3 LSsungen ffir h eine solche Bedeutung.  Ers tens  ha t  man, wenn 

die Tungen ten  der W-Kurve in den Punk ten  t-~ I und t = -  I e inander  treffen, 

was, wie leicht  einzusehen ist, in den Fiillen 4, 5, 6 und 7 der 4. N u m m e r  ein- 

trifft ,  die LSsung h - ~ - -  2. Fiir  die en tsprechende  assoziierte Regelfliiche ist 

k - ~ -  i, und die W-Kurve is t  fiir dieselbe n u r  als e infache Kurve  zu betrach- 

ten.  Fiir  die beiden zu e inander  reziproken F~lle n----4, n ~ 2, ~ I und 

n : 4 ,  ~ h : 3 ,  ~2 -~2  ist nun  h : - - 2  die einzige L5sung;  Beri ihrungsdop- 

pelkurven kommen also hier  n icht  vor. Andere  Ausnahmen  ha t  man, wenn 

die drei Punk te  mit  den Argumenten  t, k t  und k - i t  in gerader  Linie  lie- 

gen, und die Regelfl~che mi th in  in eine mehr fache  Fl~che i ibergeht.  Es muss 

dann k offenbar eine Einhei tswurzel  sein, und  die f ragl ichen Fl~chen sind in der 

Ta t  dieselben, welche in der 8. Nummer  unCer I - -  7 behundel~ worden sind, 

woselbst wir auch ihre Anzahl  angegeben haben.  Im  F a l l e n  ~ 4, n~ = 3, n 2 - - I  

ha t  man so als einzige L5sung die dreifache Regelschur,  welche aus den Trise- 

kunten  der Kurve  erzeugt  wird. 

W i r  kSnnen auch unln i t te lbar  die Bedingung  dafi ir  aufsuchen,  duss fiir 

eine Kurve  (9) die Tungente  in einem P u n k t e  t sowie die P u n k t e  kt  und k - i t  

in derselben Ebene en tha l ten  werden, i Es ergibt  sich 

(22) 
(~1 - -  n 2 ) (  k 2 n .  1) - -  (~7 - -  ~ . 2 ) ] ~ n - - ' h ( k  2 . . . .  I )  + ('n - -  ~ l ) ] c n - - n 2 ( ] ~  2w" - -  I )  + 

+ 77kn-",+"~ (]~ 2 nl-2n'~ - -  I ) -  .1 kn.(k 2n--2 . . . .  I) + ~2]~ni (k <~n-2ni - - I ) :  O. 

Man best~itigt leicht, dass das linke Glied den F ak to r  (k- - I ) '~ (k  + I) enth~ilt. 

W i r d  dieser Fak to r  beseitigt,  so bleibt eine Gle ichung vom Grade 2 n - - 6  iibrig, 

die ~ - - 3  Paare  yon Wurze ln  k, k - i  besitzt und mi~ der oben be t rach te ten  

Gleichung fiir h vom Grade n - - 3  ~quivalent  ist. Man finder dementsprechend,  

duss in den F~illen 4, 5, 6 und 7 der 4. N u m m er  das l inke Glied yon (22) 

1 D a s s e l b e  R e s u l t a t  e rh l i l t  n m n ,  w e n n  m a n  die  B e d i n g u n g  da f i i r  s u c h t ,  da s s  in  ( I 3 ) d e r  F a k -  
t o r  ( t - -  k t 1) (k t - -  t~) . doppe l t  au f t r i t t .  
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sogar  durch  ( k - -  I) ~(k + I) ~ te i lbar  is~. H ie rzu  k o m m t  noch,  was le icht  zu be- 

weisen ist, die Te i lbarke i t  durch  die F a k t o r e n  

wobei die sieben Zahlen x . . . .  tt~ nach  den A n g a b e n  am Ende der  8. 2qummer 

sich b e s t i m m e n  lassen. Sind wir ulso in den F~Lllen I, 2, 3 der 4. N u m m e r ,  so 

b e k o m m e n  wir  fiir die Anzahl  der assozi ier ten Regelfl~tchen, welche die W-Kurve  

Ms eine e igent l iche Ber f ih rungsdoppe lkurve  besitzen, 

n 3 
z + •  + p, +/~x + p,.a + /z~ - -  8 

- - - n + I - -  
x + z~ + z~+ t e + # j  +t t .2+t t s  

I n  den Fiillen 4, 5, 6, 7 der 4. N u m m e r  wird diese Zahl  um Eins  ve rminder t ,  

so dass wir  erhMten 

z + z i + x~ + # + ~1 + tee + tt.~ 

Da, eine yon den Zahlen x , . . .  re3 gerade  und mi th in  ~ 2 ist, so muss  

+ z I + x~ + r e  + t h  .~tt~ + # : ~ 8  

sein. 

I m  ausgeze ichneten  FMle ha t  m a n  n~ ~ n - -  n,2 und n 2 - -  n - -  ~h. t t i e r aus  

b e k o m m t  m a n  z = n~ and  x~ ~ ~ .  W e n n  wit  dann  aus dem l inken Gliede von 

(22) den F a k t o r  ( k " -  I ) ( k ' ~ - -  I) ausscheiden,  so ergib~ sich die Gle ichung  

~/l(k n' + I ) (k  ~ -  I ) - . -~/2(~ n2 + I)(~ n , -  I ) = o .  

Das  l inke Glied ist  h ier  durch  ( k - - I )  3 tei lbar,  wozu noch,  wenn n = n  t + ~ 

gerade  ist, ein F a k t o r  k + I h inzukommt .  Die Anzahl  der assozi ier ten Regel-  

fli~chen, fiir welche die W-Kurve  eine eigent l iche Ber i ih rungsdoppe lkurve  dar- 

stel l t  ist  d e m n a c h  n - - 3  bzw. n - - 4 ,  je n a c h d e m  n eine ungerade  bzw. ge- 
2 2 

rade Zahl  bedeute t .  H i e r aus  folgt ,  dass im ausgezeichneten Falle die assoziierten 

Regelfldchen, f i ir  welche die W-Kurve Beriihrungsdoppelkurve ist, sich aus Haupt- 

sehnen erzeugen lassen. 
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I I. Bei den weiteren Untersuehungen fiber die assoziierten Regelfl~chen 

wollen wir uns auf reelle Gebilde beschr~nken. In diesem Abschnitte sei (9)die 

reelle Darstellung der W-Kurve. In der 5. hTummer haben wir durch tIinzu- 

nahme der Grenzgebilde aus den algebraischen W-Kurven fiinf Hauptklassen 

yon verallgemeinerten lV-Kurven erhalten, welehe wir mit (A,), (As) , (A~), (A~) 

und (ha) bezeichnet haben. Wi t  bemerkten, dass jede yon diesen gauptklassen 

als ein Kontinuum aufzufassen ist, in welchem die algebraischen W-Kurven 

iiberall dicht eingebettet liegen. Wir  werden finden, dass f i ir jede Hauptklasse 

die assoziierten Regelfldchen sich dutch iibereinstimmende Eigenschaften der Doppel- 

kurve charakterisieren lassen. 

Dies ist ffir die ttauptklasse (A,) unmittelbar evident. Naeh der 6. Num- 

mer ist ja ffir diese die Ordnung 3. Durch einen ausserhalb der Kurve gelege- 

hen Punk~ kann also hSchstens eine Bisekante der Kurve gezogen werden, ttier- 

aus folgt, dass im Falle der Hauptklasse (hi) die Do79pelkurve einer assoziierten 

Regelfldche keinen anderen (reellen) Bestandteil als die zu Grunde liegende W- 

Kurre hat. Hierbei wird k als reell vorausgesetzt. 

Fiir algebraische W-Kurven gibt es aber offenbar noch eine andere Art 

yon reellen assoziierten Regelfi~chen, bei welcher man ]k] ~ I hat. Setzt man 

n~mlich k ~ e 2~i, so geht bei (I2) der Parameterwert he -~i in he ~ iiber. Die 

zugehSrige Erzeugende der Regelfl~che ist die Verbindungsgerade zweier kon- 

jugiert imagin~irer Punkte und folglich reell. L~tsst man h die reellen Werte 

yon --or bis or durchlaufen, so erh~ilt man eine reelle Regelfl~iche, ffir welche 

die W-Kurve eine isolierte Kurve und keine wirkliche Doppelkurve darstellt. 

Da die Verbindungsgerade zweier kon.]ugierter Punkte einen reellen Punkt  der 

tV-Kurve enthulten kann, so hat  dessen ungeachtet in Ausnahmef~llen die W- 

Kurve ihre Lage auf der Regelfl~che. Man versteht, wie sich fiir die in der 

5. Nummer ffir das reelle Gebiet definierten verallgemeinerten W-Kurven auch 

diese Art von reellen assoziierten Regelfl~chen, und zwar durch Grenzbetracht- 

ungen herleiten l~sst. In  der Fortsetzung dieses Abschnittes wollen wir nu t  

solche assoziierte Regelfl~chen betrachten, fiir welche der Parameter k reell ist. 

Da aber eine Regelfl~che sowohl eine wirkliche als eine isolierte Doppelkurve 

besitzen kann, so ist zu beachten, dass in solchen Fiillen die Fliiche zu beiden 

Arten yon reellen Regelfl~tchen gehSrt. Wenn man v o n d e r  wirklichen Doppel- 

kurve den Ausgangspunkt nimmt, so bekommt man ja ein reelles k; geht man 

dagegen yon der isolierten Kurve aus, so muss Ik]--  I sein. 

3 4 - - 3 4 4 7 2 .  Acta  mathematica.  64. Imprlm~ le 3 novembre 1934. 
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I z. W i t  wollen untersuehen ,  wie f i ir  dieselbe W-Kurve ( 9 ) A n d e r u n g e n  

m d e r  Reuli t~t  der Doppelkurve  bei Variat ion von /c zu erkl~ren sind. Fiir  die 

Doppelkurve  ist. die Gleichung (I3) best immend.  Diese schreiben wi t  jetz~, in- 

dem wi t  t : t  1 = u setzen, in der Gesta l t  

(24) + U~,(~ . . . . .  ~n,)(  I __ ]~n) _~. u n - - , , ~ ( i ~ n ~ _  It,h) ( i  __ ] ~ n ) -  

__  Un , - -n~  (~n2 __ ~ n ) ( I  --]O n` ) -~- (~n, __ ]on)(I - -  ]g:%) = O. 

Hier  enth~l t  das l inke Glied immer  den F a k t o r  

(u - -  ~)~ (u 7~) (ku --  ~). 

Da (24) eine reziproke Gleichung ist, so t re ten  immer  W u rze ln  u = 1 und 

u = 1-1 gleichzeit ig auf. Sehen wir einstweilen von den F~i.llen ab, wo 1 = • I 

is~, so kommen also die Wurze ln  in Paa re  l, 1-1 vor, und jedem solchen reellen 

Wurze lpaa re  entsprich~ eine wirkliche doppel~ gekr i immte Doppelkurve  der Re- 

gelfl~che. 1 W i r  nehmen nun  an, dass bei Var ia t ion  yon ]c zwei reelle W u rze ln  

der Gle ichung durch zwei kon jug ie r t  imagin~re ersetzt  werden. Beim Uber- 

gange muss man einen ]c-Wer~ h~ben, f i i r  welchen gleiche W u r z e l n  uuf t re ten .  

Da aber  eine Doppelwurzel  1 yon einer  Doppelwurzel  1 1 begle i te t  wird, so muss 

die Anderung  in der Real i t~t  der Wurze ln  durch  einen F ak to r  

vermi t te l t  werden.  Die entsprechende Bedeu tung  fiir die assoziierten Regel- 

fl~chen l~ss~ sich so ausdriicken, dass zwei reeile dopl)elt gewundene Doppelkur- 

ven sich in eine Beriihru~gsdoppelkurve verei~?igen u~d bei weiterer Veriinderung von 

k in zwei konjugiert in~aginiire iibergehen. H a t  man  1 = k, so d~ss k und  k - I  die 

Doppelwurzeln  yon (24) sind, so ist die urspri ingliche W-Kurve eine Beriihrungs- 

doppelkurve.  Da  hier  yon jeder  Doppelwurzel  eine (als = k oder  k - i )  yon vorn- 

herein gegeben is~, so ist mi t  diesem Falle keine Anderung  in  der Real i t~t  der 

Doppelkurve  verbunden.  In diesern Abschnitte werden wir in keinem Falle eiue 

vonder  urspriinglichen W-Kurve verschiedene reelle Beriihrungsdoppelkurve erhalten; 

1 Die L S s u n g e n  1 u n d  1-1  beze i chnen  eben  die Werte ,  we lche  k n n d  k - 1  a n n e h m e n  wfir- 

den,  w e n n  die f rag l iche  D o p p e l k u r v e  a ls  G r u n d k u r v e  a n g e n o m m e n  wird.  M a n  s i eh t  dies ein, 

w e n n  m a n  die Ope ra t i on  der e ing l i edr igen  G r u p p e  in  Be t r ach t  z ieht ,  du rch  we lche  m a n  yon  der  
e inen  zur  a n d e r e n  E r z e u g e n d e n  i ibergeht ,  die in  e i nem P u n k t e  der D o p p e l k u r v e  z u s a m m e n s t o s s e n .  
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man wird ngmlich nie vier reelle von + I und k, k - I  verschiedene Wurzeln der 

Gleichung (24) yon demselben Zeiehen, wie ein Faktor (25) erheischt, bekom- 

men kSnnen. Dagegen spielen im niichsten Abschnitt, wo die Gleichung der 

W-Kurve in der reellen Gestalt (6) gegeben wird, solche Doppelkurven eine 

grosse Rolle. 

Wie bereits erw~hnt, enth~Llt das linke Glied yon (24) immer den Faktor 

(u--I)  ~. Hierzu kann noch unter einer gewissen Bedingung ein zweites Quadrat 

( 2 5 , )  

hinzukommen. Die Bedeutung 

folgende Erzeugende einander 

U ---  I )2  

hiervon ist, dass zwei nnmittelbar auf einander 

treffen oder in anderen Worten, class die Regel- 

fldche abwickelbar ist. Eine andere Doppelkurve als die zu Grunde liegende 

W-Kurve ist. dabei in die Kuspidalkurve iibergegangen; letztere Kurve wird ja 

eine Kuspidalkurve fiir k--+ I. Nun vermittelt der Faktor (251) den Ubergang 

yon zwei reellen zu zwei konjugiert imagin~ren Wurzeln. Letztere miissen of- 

fenbar ein inverses Paar l, 1-1 bilden und mithin den Betrag I besitzen. Wie 

leicht zu verstehen ist, bedeutet also hier die Kuspidalkurve den Ube~iqang 

zwischen einer wirklichen und eider isolierten Do29pelkurve, wobei an der Realitgt 

der Doppelkurve selbst nichts ge~ndert wird. 

Die Bedingung ffir einen solchen neuen Faktor (251) erh~lt man leicht 

durch zwei Derivationen yon (24). Es ergibt sich 

f l l ( n  - -  772) ( I  - -  k n ' - " ~ )  ( I  - -  k n ) _  - (771  - -  n 2 ) ( I  - -  k n - n ~ )  ( I  - -  ~n, )  = 

( 2 6 )  = (- - - - 1  (- k n + - ( - ,  - kn ,  + 

-F 9~ ( ' 1  - -  922) ~n- -n ,  __ "1 ( "  - -  "2) ~n,- -n2 @ q~2 ( "  - -  "1)  = O.  

Dieser Bedingung kann man durch Hinzunahme der Identit~t 

(27) (~n '  - -  ~r ( I  - -  ~n~) - -  (kn= - -  ~n)  ( I  - -  ~r -t- (~n~ - -  ~ 'h )  ( I  - -  ~n)  = 0 

andere Gestalten geben. In (26) hat  man, wie leicht zu verifizieren ist, einen 

Faktor ( k -  i) ~. Die Zeiehenregel lehrt weiter, dass diese Gleiehung keine an- 

dere positive Wurzel als die vierfache k = I besitzen kann. Fiir etwa auftre- 

tende abwickelbare Fliiehen muss demnach k < o sein, was man iibrigens auch 

daraus folgern kann, dass keine Ebene vier Punkte der W-Kurve m i t t  > o ent- 

halten kann. 
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Es l~tsst sich noch welter  behaupten,  dass es fiir jede yon den f i in f  Haupt- 

klassen verallgemeinerter W-Kurven eine bestimmte Anzahl assoziierter RegelflSchen 

gibt, welche abwickelbar sin& W e n n  es, wie bier, sich nu t  um reelle W u rze ln  

handelt ,  kSnnen wir ja  leicht  der Gle ichung (24) eine solche Gesta l t  geben, dass 

dleselbe sich sofor t  auf die vera l lgemeiner ten  W-Kurven  i iberfi ihren l~sst. W i r  

ersetzen in den verschiedenen Potenzen  yon u ganz einfach u durch den Be t rag  

l u[ und fiigen noch den Fak to r  sgn u dazu, falls der  betreffende Exponen t  in 

(24) ungerade  ist. Nachher  kann  man n, n t und n2 durch v, v 1 und v~ ersetzen 

und bekommt  so aus (24) Gleichungen,  welche noch fiir die in der 5. N u m m er  

eingefi ihr ten verat lgemeiner ten W-Kurven  Gii l t igkeit  haben.  Fiir  die f i inf Haupt-  

klassen un te rsche iden  sich diese Gleichungen durch die Glieder,  in denen der 

Fak to r  sgn u auf t r i t t .  Da  nur  die Verh~ltnisse von v, vi und ~2 hier  yon Be- 

deu tung  sind, so kann  man etwa ~ = I setzen. Da man v, v 1 und v~ s te t ig  

vari ieren kann,  so stellen jetzt die Gleichungen (24) fiir jede der f i in f  Hauptklas- 

sen ein Kontinuum dar. Beziiglich der Doppelkurve  der assoziierten Regelfl~chen 

muss offenbar eine gewisse t Jbere ins t immung betreffs der W-Kurven gelten,  die 

derselben Hauptk lasse  angehSren.  _~nderungen hier in  sind nur  dann  m5glich,  

wenn fiir das Auf t re t en  yon Fak toren  (25), (251) und (25~) besondere Bed ingungen  

in ~, vi und v~ erforder l ich s i n &  In  der Ta t  verhal ten  sich die W-Kurven,  die 

der Hauptk lasse  (A4) angeh5ren,  in dieser Hins ich t  verschiedenart ig ,  indem (25e) 

als F a k to r  in (24) au f t r e t en  kann,  aber  nu r  un te r  Bed ingung  einer  gewissen 

Ungle ichung  in n, n 1 und ~,~. 

Die Gle ichung (26) l~sst sich in derselben Weise wie (24) veral lgemeinern.  

W i r  ersetzen demgem~i.ss 1~ mi t  Ikl und ffigen zu einem Gliede mi t  e inem un- 

geraden Exponen t en  den Fak to r  sgn k hinzu. Nachhe r  f i ihren wir  s tar t  der 

ganzen Exponen t en  n, n 1 und ne die a l lgemeinen reellen Exponen ten  ~, ~1 und 

vz ein. Wir  e rha l ten  dann fiir jede Hauptk lasse  eine Gleichung,  durch welche 

die W e r t e  des Pa rame te r s  k fiir die un te r  den assoziierten Regelfl~chen auf- 

t r e tenden  abwickelbaren Fl$chen bes t immt  werden.  W i t  werden finden, dass 

die Anzahl  dieser Wurze ln  sich nicht  ~ndert,  wenn wir in derselben Hauptk lasse  

bleiben. Ftir eine Anderung  w~re n~mlich erforderl ich,  dass im ~bergangsfMle  

das l inke Glied yon (26) e inen  yon den beiden Fak to ren  

+ (k + *, + 

enthiel te .  Bei sSmtlichen Hauptk lassen  wird es sich abet  als unmSglich er- 

weisen eine solche Bedingung  zu erfiillen. 
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Es l~sst sich noch denken,  dass die Anzahl  der  reel len Wurze ln  yon (24) 

durch Vermi t t lung eines Faktors  

(25~) (u + ~)~ 

ge~indert werden kann. Setzt  man in (24) u ~ - -  I, so finder man  fiir die Haupt-  

klassen (A~), (Ae) und (A~) bzw. die Bed ingungen  

(It n'z - -  ]C n ) ( i  - -  k n,) : o ;  (It n ~ -  ]c n , ) ( I  - -  ]c n) : o ;  (]c . . . . .  ]gn) ( I  - -  k " ' )  - - -  o .  

t i l e r  ha t  man  die fes~e LSsung k = -  I u n d  keine reelle LSsung, welche yon 

n, .n~ und ~ abhiingt. Da k und k -x zusammengehSr ig  sind, so l iegt  iiberdies 

k ~ -  i in einem Endpunk te  des Varia t ionsbereiches  fiir k, and  man  sieht ein, 

dass fiir die drei ers~en Hauptk lassen  ein Fak~or (25s) keine Bedeu tung  yon tier 

hier  in l~ede s tehenden Art  haben kann. Fiir die beiden letzten I tauptklas~en 

ist u : = -  I yon vornhere in  eine LSsung der Gle ichang  (24). Es gil t  also hier  

die Bed ingung  fiir einen Fak to r  (u + I) s. W i r  verschieben diese Frage  auf die 

besondere Behandlung  d iese r  Klassen. 

13. W i r  un te rsuchen  je tz t  der Reihe nach die assoziierten Regelfl~ichen 

fiir die noch iibrigen vier Hauptk lassen  (A~) , . . .  (As). Dabei  behandeln  wir zu- 

n~tchst die in der 5. N u m m e r  gegebenen speziellen algebraischen Repr~sen tan teu  

(B.~), . . .  (Bs), um sparer die bei diesen gewonnenen  Ergebnisse auf  die zugehSri- 

gen Klassen zu iiberffihren. 

Es gil t  also die Frage,  un te r  welchen Bedingungen  vier verschiedene P u n k t e  

mit  den Argumenten  t~, k t  1, t~, kt~ in derselben Ebene  liegen. Es l~sst sich hier  

auf  Grund  der eingliedrigen Gruppe  t~ beliebig w~hlen, so dass man  fiir k > o 

kt~2 ~ I und fiir k < o  kt~ ~ -  I setzen kann.  Schreiben wir weifer  t l : t  ~ ~ a, 

so reduzier t  sich die Frage  ffir den Repr~sen tan ten  (B~) und  k > o  auf  die MSg- 

l ichkei t  einer  I d e n t i t ~  

(2s) t 4 + A t e +  B t  + C ~  (t ~ -  ht  + i )( t  2 -  h a t  + a~). 

Man erh~lt  die Bedingung 

(29) 

Die LSsungen a yon (29) sind reell  ffir 

(30) h ~ => 2. 
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Man ha t  

(3 I) h - -  U + k  '~; k + k -1 = h e - -  2. 

Fiir  k > o ist mi th in  

(32) h'~ > 4. 

Gil t  (32), so haben  die beiden Gle ichungen  

(33) t ~ - -  h t  + I = O; t ~ - -  h a t  + a e = o 

reelle Wurzeln .  Dieselben bes t immen zwei Punk tpaa re  auf  der Kurve  (B~), deren  

Verbindungsl in ien  e inander  treffen, und die Tref fpunkte  erzeugen eine neue 

wirkl iche Doppelkurve  der RegelflSche. Fiir h e = 4  erha l ten  wir die abwickel- 

bare _Flffche, welche (B~) Ms Kuspida lkurve  hat.  Gilt  von (30) und (32) nu r  die 

er~'te, so bes t immen die Gle ichungen (33) zwei Paa re  von konjug ie r t  imagingren  

Punkten .  Da  die Verb indungsgeraden  immer  noch reell sind, so ist auch in 

diesem galle  die h inzut re tende  Kurve  eine wirkliche Doppelkurve.  Die zu Grunde  

l iegende W-Kurve  (B~) spielt  aber je tz t  nu r  die Rolle einer  isolierten Kurve.  

Im Grenzfal le  h e - - 2  ha t  man naeh (3I) kS+ I - - o .  Wie bereits  aus der 8. Num- 

mer  hervorgeht ,  ha t  die Regelfl/tche in diesem Falle die LiMe x ~ - w  ~ o als 

Leitgerade.  Die bewegliche Doppelkurve  ist in diese Linie f ibergegangen.  Nun  

wurde jene Kurve  yon den Erzeugenden  in zwei Punk ten  getroffen.  Diese Ei- 

genschaf t  geht  in der Ta t  auf  die Le i tgerade  fiber, und zwar in solcher Weise,  

(lass die beiden Pank~e unmit~elbar auf  e inander  folgen. Es hande l t  sich n~i.m- 

lich um eine Beri ihrungslei tgerade,  auf  welcher  die ebenen Quersehni t te  tier Re- 

gelfl~ehe Berf ihrungsknoten  besitzen. Dies h~ngt  damit  zusammen,  class, wie 

leicht  zu ersehen ist, die Ebene durch zwei Erzeugende,  die in einem P u n k t e  

der Leitl inie zusammenstossen,  auch die Leit l inie enthal ten .  H a t  man  endlieh 

h e <  2, so class auch (30) nicht  gilt, so sind die LSsungen a yon (29) imagin/s 

Da man [k] = I finder, so ist die Regelfl~ehe immer  noch reell. B e i d e  Doppel- 

kurven s ind aber j e t z t  in  isolierte K u r v e n  iibergegangen. Aus (3I) ers ieht  man, 

dass diese beiden F~lle mit  nu r  einer  oder  zwei isolierten Doppelkurven  sieh 

dadurch  unterscheiden,  dass im ersten FMle der reelle Teil  yon k > o und  im 

zweiten < o ist. 

Ffir k < o wird in derselben W e i s e  die Frage auf  Erf i i l lung einer  Iden t i t~ t  

(28~) P + A t  3 + B t  + C =  (t ~ -  h t - -  t ) ( t  ~ -  hc~ t - -  e?) 
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zuri ickgefi ihrt .  Auch  in diesem Fal le  wird a durch  (29) bes t immt .  Gil t  die 

Bed ingung  (30), so wird a reell, und  die Regelflitche ha t  eine zweite wirkliehe 

Doppelkurve. Fiir  h e = - 2  b e k o m m t  m a n  ~ = I, und  die beiden F a k t o r e n  rechts  

in (28,) werden identisch.  Die beiden e inander  schneidenden Sekan ten  tier K u r v e  

(Be) folgen also unmi t t e lba r  auf  einander ,  und  die Regelfldche geht in eine ab- 

wickelbare Flh'che iiber, welche die hinzutrete~de Do2~pelkurve als Kuspidalkurve hat. 

Zuletz~ kann  h e <  2 sein;  als zweite Doppe lkurve  ha t  man  in diesem Fal le  eine 

isolierte Kurve. 

Der  A u s g a n g s p u n k t  yon (28,) ha t  uns  jedoch zu ke inen  e igent l ich neuen  

l~egelfl~tchen gefiihrt .  Wi rd  ngmlich  b ier  die Regelfli~che auf  die zweite wirk- 

liche Doppe lkurve  als Aus gangs ku rve  bezogen,  so muss  m a n  offenbar,  da  diese 

in eine Kusp ida lku rve  i ibergehen kann,  k > o haben.  Wenn zwei wirkliche Do39- 

pelkurven vorkommen, so gilt also k > 0 oder k < o, je ~achdem die Fliiche au f  die 

eine oder a~dere als assoziierte Regelflh'che bezogen wird. Ein Unterschied  bes teh t  

darin,  dass m a n  yon (28j) zu ke inem Falle mi t  zwei isol ier ten Doppe lku rven  ge- 

langen  kann.  Solches war  auch yon vornhere in  zu erwar ten ,  da  die Doppel-  

kurve,  welche beim U b e r g a n g e  in eine Berf ihrungs le i tgerade  i ibergehen sollte, 

b ie r  als fest  a n g e n o m m e n  wird. 

N u n  gi l t  es, in wie weir wir  diese l~esultate fiir den Repr~sen tan t en  (Be) 

auf  die gauze Haup~klasse (Ae) i iberf t ihren kSnnen.  W i r  beschrgnken  uns auf  

reelle k -Wer te  und bes t immen  aus den Zeichenfolgen tier Gl ieder  bei verschie- 

denen Zeichen fiir u und k eine Maximalzah l  der  reel len Wurze ln  der  Gle ichung 

(24). Als Zeichenfolge fiir u < 0 bezeichnen wir dann  diejenige,  welche m a n  

erhiilt, wenn m a n  in der  Gle ichung  u = - - v  einsetzt.  I n  diesem Falle,  wo nl 

und  ~% als unge rade  gauze Zahlen anzusehen sind, finder m a n  dieselben Xn- 

derungen  in der  Zeichenfolge fiir k > 0 und  k < o. Es gent igt  also mi t  den 

Angaben  fiir u > 0 und u < o: ~ 

+ - - +  + - + ( u > o ) ;  

+ + (~ < o). 

Ausser  der Doppelwurze l  I nebs t  den Wurze ln  k und  k -1 g ib t  es mi th in  nur  

die M6glichkei~ yon zwei reellen Wurzeln ,  deren Zeichen fiberdies von dem- 

jen igen  yon k verschieden sein miissen. Die  Regelfl~che kann  also nu r  noch 

Wenn d~s erste Glied mit dem Zeichen - -  ~nfi~ngt, denken wir uns s~mtliche Zeichen 
nmge~ndert. 
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eine reelle Doppelkurve  besitzen, u n d e s  kann  kein F ak to r  (25) in  (24) auf t re ten .  

Ffir (26), welche die abwickelbaren F1Kchen best immt,  finder man ffir k > o und 

k < o dieselben Zeichenwechsel  wie oben ffir u > o und  u < o. Unte r  den as- 

soziierten Regelflgchen fiir k < o kann also hSchstens eine abwickelbar  sein. 

Eine solche gibt  es auch immer,  da ein F a k t o r  (k + I) ~ in (26) h ier  die n icht  

zu erfii l lende Bedingung 7 , ( 7 h -  n 2 ) =  o voraussetzt .  Hie rbe i  ist es yon Bedew 

tung, dass, wie unmi t te lba r  einzusehen ist, die obigen Resul ta te  beziiglich der 

Zeichenfolgen auch ffir die vera l lgemeiner ten W-Kurven  mi t  s tet ig ver~inderlichen 

Exponen ten  ~, ~1 und ~.~ gelten. Ffir die fo lgenden  Hauptklassen  gil t  die ent- 

sprechende Bemerkung.  

W e nn  es sich um wirkliche Doppe lkurven  handel t ,  ist es also zul~ssig die 

oben herge le i te ten  Resul ta te  betreffs der Reprgsen tan ten  (B~) auf  die ganze Haupt -  

klasse (A~) zu f ibertragen.  Da k und k -1 zusammengehSr ig  sind, so kSnnen wir  

dabei die reel len k-Werte  zwischen den Grenzen o u n d +  I annehmen.  W i r  

machen die Zusammenfassung in dem folgenden Satze. 

Fiir ]~ > o hat die Regelfliiche immev noch eine zweite wirkliche Doppelkurve. 

Geht man yon dieser letzteren Kurve  als Grundkurve aus, so wird k ~ o und variiert 

yon o bis - - K ,  wobei f i ir  k = - - K  die Regelfliiche abwickelbar wird und erstere 

A3~rve als Kuspidalkurve hat. Fiir  - - K >  k > -- I hat die _RegelflYehe ~ur ei~e 

wirkliehe Doppelkurve. 

In  der rez iproken Gleichung (24) kann  man die Subst i tu t ion  u + u -1 ~ z 

ausfi ihren;  hande l t  es sich dabei urn die Hauptk lassen  (A4) und (As), so soll zu- 

vor der F a k t o r  u + I ausgesehieden werden.  Man bekommt  in solcher Weise 

eine Gleichung fiir z. Den reellen LSsungen z entsprechen nun  wirkliche und 

isolierte Doppelkurven,  und zwar wirkliche fiir Betr~tge ~ z und isolierte fiir 

Betr~ge < 2. Da ffir eine abwickelbare FKtche z =  2 ist, so geht  hervor,  wie 

eine Kuspida lkurve  den Ubergang  yon einer  wirkl ichen zu einer isolierten Dop- 

pelkurve bildet. Fiir  den Repri~sentanten (B2) haben wir  naeh (I4) 6 als Grad  

der assoziierten Regelfl~ichen. Nur  zwei Doppelkurven,  welche yon den Erzeu- 

genden in zwei Punk ten  getroffen werden,  sind also mSglich, Und fiber diese 

haben wir in der obigen (~bersicht Kla rhe i t  gewonnen.  Es soll hier  n icht  ver- 

gessen werden, dass wir keine al lgemeine Schliisse fiber die Anzahl  der Wurze ln  

yon (24) mi t  ]u]  ~ I oder  - -  2 < u + u -~ = z < 2 gezogen haben.  Ubereinst im- 

mung betreffs der Anzahl der isolierten Doppelkurven fiir die ganze Klasse (As) 

mit  dem Repr~sentanten  (B~) soll also nicht  e rwar te t  werden. Es ist auch nicht  
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bewiesen, dass die isol ierten K u r v e n  gleichzei t ig mi t  den Verh~l tn issen  von 

s ,  sx und ~ immer  gewissen Grenzlagen zustreben.  

W e n n  zwei wirkl iche D o p p e l k u r v e n  sich in eine Ber i ih rungsdoppe lkurve  

vereinigen,  so miissen offenbar  auch die W e r t e  der  zugehSr igen P a r a m e t e r  k 

zusammenri icken.  H ie r  bei (As) ist  aber  dies unmSglich,  da die Zeichen ver- 

sehieden sind. ]4~e,nn man sich au f  reelle Gebilde besehrh'nkt, so k6nnen also bei 

der Hauptklasse (A,~) keine Beriihru~gsdoppelkurven auftreten. 

14. W i r  un te rsuchen  je tz t  die assozi ier ten Regelf l~chen fiir den Repr~isen- 

t au ten  (B3) tier d r i t t en  H a u p t k l a s s e  (A~). W i r  beginnen,  nach  dem Beispiel  der  

vor igen N u m m e r ,  fiir k > o m it  dem Ansa tz  

(34) t ~ + A t  8 + B t  ~ + C =  ( t e - - h t +  i ) ( t ~ - - h a t +  a~)(t+ h(i + a)). 

Fiir die B e s t i m m u n g  yon a e rg ib t  sieh die Rela t ion  

( 3 s )  + - -  = o .  

Die Real i t~ t  yon a e rhe ischt  die Bed ingung  

I 
(36) h 2 ~ " 

4 

Andererse i t s  muss  nach  (3 I)  bei reellem k 

h-"=> 4 

sein, wobei das un te re  Zeichen k ~ I gibt,  so dass wir  die abwicke lbare  Fliiche 

I 
erh~lten.  Fiir k > o gibt es mithi~ keine zweite wirkliche Doppelku~ve. Fiir  h ~ = -  

4 

ha t  m a n  a - - I ,  und  wir  b e k o m m e n  noch e imnal  eine abwickelbare  Fl~che. Fiir  

dieselbe ist  aber  die zu Grunde  l iegende Kurve  eine isolierte Kurve ,  und  die 

Rolle der Kusp ida lkurve  wird yon einer neuen  W-Kurve  i ibernommen.  W i e  

man  je tz t  le icht  einsieht,  behande l t  m a n  bei h ~ =< I denselben Fal l  wie bei h ~ ~ 4- 
4 

Es sind n u t  die A u s g a n g s p u n k t e  verschieden,  indem ~ls G r u n d k u r v e  fiir h e >  4 

die wirkliche Doppe lkurve  und fiir h 2 ~ I die isolierte Doppe lkurve  gew~ihlt wer- 
4 

den. H a t  man  endlich 4 > h ~ >  I - ,  so sind beide Doppe lku rven  isolierte Kurven .  
4 

35--34472. Acta  mathematica. 64. Imprlm4 le 3 novembre 1934. 
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Fiir k < o setzen wir 

(341) t 5-1- A t  3 - t - B t  2 + C ~ -  (t " ~  i)(t  2 - h c ~ t - g 2 ) ( t +  h(i  -t- c~)) 

und bekommen fiir a die Gleichung 

(351) h2( a + I )  ~ + CX = O .  

Da (351) fiir a immer reell 15sbar ist, .s'o gibt  es f i i r  k < o  immer  noch eine zwei te  

wirk l iche  Doppelkurve.  Man hut hier offenbar noch k < o, wenn yon dieser zweiten 

Kurve als Grundkurve ausgegangen wird. 

Unter Voraussetzung der t tauptklasse (A3) erhalten wir fiir (24)die Zeichen- 

folgen: 

+ - + + - + ( u > o ,  k > o ) ;  

+ + - - - - +  + ( u < o ,  k > o ) ;  

+ + - - - - +  + ( u > o ,  k < o ) ;  

+ - -  + + - - +  ( u < o ,  k < o ) .  

Man sieht hieraus, wie in der vorhergehenden Nummer, dass ausser der Grund- 

kurve hSchstens eine wirkliche Doppelkurve denkbar ist, und dass kein Faktor  

(25) im linken Gliede yon (24) auftreten kann. Die Gleichung (26) hat dieselben 

Zeichenfolgen wie (24) ftir k > o. Nun hat fiir den Repriisentanten (B~) (26) 

keine negutiven Wurzeln. Nach der Zeichenfolge sind aber deren zwei erlaubt. 

Bei stetiger Ver~nderung der Exponenten sollte der tdbergang zu zwei negativen 

Wurzeln durch einen Faktor (k + I) ~ vermittelt werden, ttierfiir wiirde aber die 

unm5gliche Bedingung ~7~ ( n -  n l ) =  o n6tig sein. D i e  z~r  Haup tk las se  (As) ge- 

hSrigen assoziierten Begd f ldchen  haben demnach f i i r  k > o niemals,  f i i r  k < o im-  

~ner eine zwei te  wirk l iche  Doppelkurve.  

Es gibt eine reelle assoziierte Regelfiitche, fiir welche die Kurve (B~) eine 

Beriihrungsdoppelkurve darstellt. Nach (2I) wird die Frage auf eine Identit~t 

t:' + A t  ~ + B t  ~ + C - -  ( t - -  ,)~(t ~ - -  h t  + i)(t + h -t- 2) 

zuriickgefiihrt, g ie raus  erhitlt man die Bedingung 

(h + 2) ~ -  I = O. 

Nur die LSsung h = - - 3  ist hier yon Bedeutung. Man bekommt weiter 
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k + k - X = _ 3 ;  k, k - ~ =  - 3 + ] / ~ .  
2 

Auch f i i r  eine allgemeine W-Kurve  der Klasse (A3) gilt es, dass dieselbe als Be- 

riihrungsdoppelkurve f i i r  eine und nu t  eine assoziierte reelle Regelfldehe auftritt.  

Der  Beweis hierfi ir  lgsst sich vielleicht um leichtesten geometr isch  fiihren. Man 

be t rach te t  die beiden Ebenen  durch die P u n k t e  t - o  und t =  ~ ,  welche die 

Tangen te  im 1)unkte t =  I enthal ten.  In  einem W in k e l r au m  schneiden die 

Ebenen  des so bes~immten Biischels zwei Punk te  der  Kurve  mi t  nega~iven Argu- 

menten  aus. Bewegt  man die Ebene yon t = o zu t - -  ~ ,  so wachsen beide diese 

Argumente  nach ihren ]3etr~gen stets, und es gib~ mi th in  eine und nur  eine 

Ebene,  ffir welche das 1)rodukt der Argumente  = I i s t .  

I5. Bei den beiden noch  iibrigen Hauptk lassen  (At) und (As) besi tzt  (24) 

die LiSsung u + I = o  oder  t + t l ~  o. Die W-Kurven sind in diesen FKllen 

symmetr iseh in bezug auf eine Koord ina tenebene  und  die gegeniiberl iegende 

Ecke. Nach  der Dars te l lung  in der  5. N u m m e r  ist diese Ebene z = o  fiir die 

Hauptklasse  (A4). Die Erzeugenden  der assoziierten l~egelfl/~ehen t re ten  dann  

auch in symmetr i sehen  P a a r e n  auf, und mat1 bekommt  in der Symmetr ieebene  

eine Doppelkurve,  welehe von den Erzeugenden  in nu t  einem Punkte getrof- 

fen wird. 

Be t rach ten  wir je tz t  den Repris (B4) ( n - ~ 4 ,  n 1 = 2 ,  n o =  I), so 

ha t  man  naeh (14) 5 als Grad  der assoziierten t~egelfli~chen. Man vers teht  sehon 

hieraus,  dass in diesem Fal le  eine assoziierte l~egelfliiche keine andere Doppel- 

kurve als die Grundkurve  und die ebene Doppelkurve  in z = o, welehe iiberdies 

ein Kegelsehni t t  sein muss, besitzen kann.  

Es ist  die Frage,  in wie weir diese e infaehen Verhis auch fiir  die 

allgemeine Klasse (At) gelten.  Wol len  wir hier  fiir ( 2 4 ) d i e  Zeichenregel  be- 

nutzen, so hat  man, da n -  n ~ -  n~ ungerade  isL ffir u < o zwei Ffille zu unter-  

scheiden, je nachdem n -  ns <> n 1 ist. 

a) n - - n s  > n~. W i r  e rha l ten  die Zeichenfolgen:  

+ - - + + - - +  

+ + + - - - - - -  

+ + - - - - + +  

+ - - - - + + - -  

( u > o ,  k > o ) ;  

(u < o, k > o); 

( u > o , k < o ) ;  

( u < o ,  k < o ) .  
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Sowohl  fiir k > o als k < o b e k o m m e n  wir  mi th in  in sgesamt  fi inf Zeichenwechsel .  

Die Gle ichung  (24) kann  also keine anderen  reellen Wurze ln  als die berei ts  be- 

k a n n t e n  besitzen, nSmlich die Doppe lwurze l  I u n d  die e in fachen  Wurze ln  /c, /c -~ 

und - - I .  H ie raus  folgt ,  dass in diesem Fal le  keine neuen  reel len wirkl ichen 

Doppe lku rven  au f t r e t en  kSnnen.  W e n n  m a n  f i i r  die H a u p t k l a s s e  (A4)n ~ n ~  > nl 

hat, so ex i s t i e r t  sowohl f i i r  lc > o als k < o ausser der G r u n d k u r v e  und  der ebenen 

Doppelkurve  ke ine  w i rk l i che  Doppelkurve.  

b) n - - n ~  < n 1. Fiir  u < o b e k o m m t  m a n  jetzb die Zeichenfolgen:  

+ + - - + - - - -  (u<o,  k>o);  

+ - - + - - + - -  (u<o,  k<o) .  

Durch  die Subs t i tu t ion  u ~ - - - v  wird (24) in 

(37) 
(~+,',-,,~ - i ) ( ~ - ~  - k , , ) ( i  - ~ ~  + 

+ v",-no(~ ~ -n ,+" . - -  i)(k,,~-k-)(~- k~,)- 
- v ,  . . . .  ( v n , - - n +  . . . .  I )  (]~n.. __  ]~n,) ( I  - -  k n) = O 

i ibergefi ihrt .  W e n n  hier  der  F a k t o r  v - -  I ausgeschieden  wird,  so resu l t ie r t  auf  

der  l inken Seite ein Ausdruck,  dessen ~lle Koeff iz ienten  fiir k > o posifliv sin& 

Man beachte  dabei  die I d e n t i t S t  (27). Es ist also auch in diesem Fulle u = - -  I 

die einzige nega t ive  Wurze l  yon (24). H a t  man  k > o, so verhh'It s ich m i t h i n  die 

Doppe lkurve  in  derselben W e i s e  f i i r  n - -  n~ < n~ wie  f i i r  n - -  n~ > n a. 

I m  noch i ibrigen F~lle subs t i tu ie ren  wir  in (37) k ~ -  K ,  wo also K > o 

ist. I n  der  so e rha l t enen  Gle ichung  ist  es e r laubt  die ganzen  E x p o n e n t e n  n, 

nl und  n~ durch  die in der 5. N u m m e r  e i n g e f f h r t e n  s te t ig  ver~tnderlichen v, ~1 

und ~ zu ersetzen. Man  erh~lt  in solcher  Weise  

(3s) - -  v[  '-*~ (v . . . .  +,,2 _ I ) ( K  *' + K *) (I - -  K *,) -~- 

+ v'--*"(v ",+*'~-~- I ) ( K  "2 + K' , ) ( I  - - K * ) =  o. 

Diese  Gle ichung  ha t  die W u r z e l n  I, K und  K -~. Es ist  die Frage ,  un te r  web 

chen Umst~nden  dieselbe noch zwei posi t ive W u r z e l n  besi tzen kann.  N a c h  den 

berei ts  e rha l t enen  Resu l t a t en  k5nnen  keine solche Wurze ln  ffir ~1 + ~2 < ~ auf- 

t re ten .  Auf  Grund  der s te t igen VerSnder l ichkei t  muss  nun  der  (Ybergang yon 

drei zu fi inf posi t iven W u r z e l n  der  Gle ichung  (38) durch  ein Pa~r  gleicher  Wur -  
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zeln erfolgen. Da die Gle iehung reziprok ist, so miissen diese gleiche Wurze ln  

= ~ sein; es hande l t  sich in der Ta t  um einen h inzukommenden  F a k t o r  (25~). 

Die Frage  gil t  also zun~ichst die Bed ingung  fiir eine dreifache Wurze l  v -=  I 

yon (38). Durch  Der iva t ion  bekommen wir hierf i i r  

(39) 
+ - -  - -  (* + K . . . .  ) ( I  - -  K ' , )  ---- 

Diese Gle ichung (39) ha t  eine drei fache Wurze l  K - ~  I,  und dureh  die Zeiehen- 

folge f i n d e n  wir, dass nu r  fiir ~ + ~2 > ~' noch zwei positive Wurze ln  denkbar  

sind. Exis t ieren nun wirklich Fiflle mit  solchen Wurzeln ,  so muss es auf  Grund  

der  s tet igen Veriinderl ichkeit  yon v, v 1 und v~ aueh einen (Ybergangsfall mit  zwei 

neuen gleichen Wurze ln  geben, welehe, d~ die Gle iehung reziprok ist, nu r  ~ I 

sein kSnnen. Nach  dreimal iger  Der iva t ion  erh~lt  man  als Bed ingung  ffir eine 

fiinffache Wurze l  K =  I 

(40) 3 ~-~ = ~' + ~l. 

Bei der  En twiek lung  des l inken Gliedes yon (39) nach K - -  I ha t  auf  Grund  

des Fak~ors 3 r ~ - - ~ - - ~ L  der  Koeff lz ient  fiir  ( K - -  I) a versehiedene Zeichen fiir 

3~2--  ~ - ~  > o  und 3 ~ - - ~ - - ~ ' ~ < o .  Man vers teht  leieht  hieraus,  dass im 

einen FMle (39) zwei neue reelle Wurze ln  hat,  im anderen aber  nicht.  Nun  ist 

oifenbar,  da ~ ~ ,  fiir ~2 + ~ 1 - - ~ o  die Ungle ichung 3 ~ ' e - - r ~ - - ~ o  

eine Voraussetzung.  t I ie raus  ist ersichtl ich,  dass, falls 

(4o~) 3 ~'~ < ~' + ~'l 

gilt, (39) ausser der dre i fachen  Wurze l  K ~ - I  keine reellen Wurze ln  besitzen 

kann.  Es kann  mi th in  in diesem Falle  keine neue Doppelkurve  h inzukommen.  

H a t  man ~ndererseits 

(4o~) 3 ~ > ~ + ~1, 

so gibt es einen W e r t  K ~  K o < I ,  fiir welehen (39) befr iedigt  wird. GehSr t  K 

zum Interval le  I > K > K o (oder zu dem damit  :,iquivalenten rez iproken  Inter-  

vMie I ~ K < Kol ) ,  so ha t  die Gle ichung (38) noch zwei positive Wurzeln ,  und 

die assoziierte Regelfl~ehe ha t  als neue Doppelkurve  eine doppel t  gekr i immte 

Bahnkurve.  Fiir K - - K  o wird letztere Doppelkurve  in zwei unmit te lb~r  uuf 
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e inander  fo lgende  K u r v e n  deformier t ,  welche sich der ebenen  Doppe lkurve  in 

Z---~ o unbegrenz t  nghern.  Diese K u r v e  kSnnen wir dann  als eine Oskulations- 

doppelkurve bezeichnen,  da  die ebenen Querschni t te  in den S c h n i t t p u n k t e n  mi t  

derselben 0 s k u l a t i o n s k n o t e n  bekommen.  

N u t  unter der Bedingung (4o~) u~d f i ir  k < o gibt es mi th in  assoziierlc Regel- 

fldchen, welche ausser der Grundkurve  und der ebenen Doppelkurve in z = o .noch 

eine dritte Dopioelkurve besitzen. ~Tir den Parameter k muss dann die Beschrdn- 

kung - -  I < k < - -  K o (oder die &tuivalente - -  I > k > - -  K ~  ~) gelten, wo K o u~d 

K o  1 LSsungen yon (39) bedeuten. Fib" die Grenze k = -  K o, --K771 ist  die ebene 

Doppelkurve in eine Oskulationsdoppelkur~:e iibergegaugen. 

I n  der  Gle ichung (24) t r e t en  u und k symmet r i sch  auf.  Dies ist  unmit te l -  

bar  ersichtl ich,  wenn  man  dieselbe in der  Ges ta l t  

(4i) (U n -  I) (,unl---n~-- I) (]~n* - -  I)(]~ n - n '  - -  I)]Cnv--n~ - -  

- - ( U  ~ -  I ) (U n - n ' -  I) U~h--n~(]~ n -  I ) ( k  n~-n~ - I ) =  O 

schreibt .  Die P a r a m e t e r  fiir die fes te  und die bewegl iche D0ppe lkurve  im [nter -  

valle von - - K  0 bis - - I  werden  m i t  ]c bzw. u bezeichnet.  Aus den obigen Ent-  

wicklungen geh t  hervor ,  dass die W e r t e  k ~ - - K  o und u - ~  - -  I e inander  ent- 

sprechen. Dasselbe  gi l t  folgl ich auch  fiir k - - - - -  I und u = -  K 0. H ie r aus  

lgsst  sich schliessen, dass, falls  k sich yon - - K  o zu - -  I bewegt ,  so geh t  u den 

u m g e k e h r t e n  W e g  yon - -  I zu - -  K0, und zwar  monoton ,  da  e inem W e r t  u nu r  

ein W e r t  k entspr icht .  Man  erh~tlt also e inmal  u n d  nur  e inmal  u - ~  k. I n  die- 

sere Fal le  fo lgen die feste  und die bewegl iche Doppe lkurve  u n m i t t e l b a r  auf  e in-  

ander.  Gilt  also f i i r  die Hauptklasse (A4) die U~gleichung (4o2), so gibt es eine 

reelle assoziierte RegelflSche, f i i r  welche die W-Kurve  die Bedeutung einer Be- 

riihrungsdoppelkurve hat. Von In t e re s se  ist es vielleicht zu beobaehten ,  wie die 

Fli~che verseh iedenar t ige  E i gens cha f t en  bekommt ,  je n a c h d e m  m a n  fiir die feste  

Doppe lkurve  ]~ = - - K 0  oder  k ~ - - I  hat .  I m  ers ten Fal le  r i iekt  die bewegl iche 

Doppe lkurve  in die Ebene  z = o, im zweiten aber,  wo die Regelfli~che ein Kege l  

wird, in die gegeni iber l iegende Ecke  x = y - ~  w = o. Offenbar  sind sonst  i m m e r  

zwei Flgchen,  fiir welche u und k die W e r t e  weehseln,  mi t  e inander  p ro jek t iv  

i~quivalenf.. W e n n  man  sich den Grenzen  - - K  o und  - -  I ni~hert, wird  aber  die 

D e t e r m i n a n t e  der dazu er forder l iehen T r a n s f o r m a t i o n  gegen  o oder  ~ s treben.  

I6. Auch  bei der noch i ibrigen g a u p t k l a s s e  (As) h a t  (24) die Wurze l  

u = -  I ,  und  die assozi ier ten Regelfli~chen besi tzen demen t sp rechend  i m m e r  eine 
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ebene Doppelkurve .  Diesetbe liegt, wenn wir  yon der  Darst .ellung in der  5. l~um- 

mer  ausgehen,  in der Ebene  w -  o. Wie  bei den Klassen  (A2) und  (As) f t ihren 

wir zun~chst  die Unt .ersuchung fiir den Repr~tsentanten (Bs) aus. 

Fi i r  k > o gil t  es eine Identi t~t .  

(42) t S + A t ~ + B t +  C : ( t 2 - - h t + i ) ( t ~ - - h a t + a ~ ) ( t + h ( i + a ) ) .  

Als Bed ingung  ffir a b e k o m m e n  wir  

Da  der LSsung  a ~ -  I die eben erw~hnte  D o p p e l k u r v e  in der Ebene  w = o 

entspr ichL so bleibt, i ibrig die Bed ingung  

(43) c~ ~ + a(h  ~ -  , ) +  I = o  

zu diskut.ieren. 

(44) 

reelle 

kurve.  

D a  (43) ffir 

h ~ 3  

LSsungen  hat., so ist  (44) die Bed ingung  ffir eine neue wirkl iche Doppel-  

Die G r u n d k u r v e  ist aber  nu r  ffir h 2 ~  4 eine wirkl iche Doppe lku rve ;  

fiir h ' ~ : 4  ist  dieselbe die Kusp idMkurve  einer abwicke lbaren  Fl~che und fiir 

h~ < 4 eine isoliert.e Kurve .  Hat. m a n  insbesondere  h ~ -~ 3, so b e k o m m t  m a n  in 

(43) dre Doppel lSsung a ~  - -  I .  D e r  dre i fachen LSsung  a : - -  I ,  welche m a n  

e rh i l t ,  wenn  man  die fr i ihere L5sung  m i t n i m m t ,  entspr icht ,  wie in der  vor igen  

l~ummer,  eine ebene Oskulationsdoppelkurve; dabei  ist aber  hier, zum Unte r sch iede  

vom FMle der  vor igen N u m m e r ,  die G r u n d k u r v e  eine isol ierte  Kurve .  Fiir  h ~ < 3 

sind beide Doppe lku rven  in isolierte K u r v e n  f ibergegangen.  

H a t  man  dagegen  k < o, so kSnnen wir  yon einer Ident.it~tt 

(421) t 5 + A t  3 + B t  + C =  ( t ~ - - h t  - I ) ( t ~ - - h a t  - a~) ( t+  h(i  + a)) 

ausgehen.  Bet.reffs der B e s t i m m u n g  yon a wird je tz t  (43) durch  

(43 ) C~ 2 -  ~ ( h  ~ + I)  + I ~ o 

ersetzt.. N u r  ffir h ~  I e r h i l t  m a n  hier  reelle W u r z e l n  und also eine zweite 

wirkl iche Doppelkurve ,  welche fiir h ~ = I in  eine Kusp ida lku rve  und  ffir h 2 < I 

in eine isoliert.e Kurve  fibergeht.  Diese F~lle haben  wir  jedoch schon fr i iher  

mit. clem Ausgangspunkt .e  yon (42) hergele i te t .  N u r  ist h ier  die dor t  bewegliche 
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Doppelkurve  als feste Grundkurve  gewiihlt. Als solche kunn dieselbe sich nicht  

doppel t  zusummenbiegen und mit  der ebenen Doppelkurve  vereinigen.  Durum 

liisst sich bier  der t}bergung zum Falle  mi t  zwei isolierten K u rv en  such  nicht  

ausfiihren. 

W e n n  wir  je tz t  fiir die Gle ichung (24) die Zeichenfolgen bes t immen wollen, 

so ist zu bemerken,  dass, da n,  ~1 und ~ als ungerade  gauze Zahlen anzunehmen  

sind, bei einer  Zeichengnderung von k die Koeff iz ienten nur  die entgegengesetz-  

ten Zeichen annehmen.  W i r  bruuchen durum nicht  besondere Folgen  fiir ]~ > o 

und /c < o anzugeben.  W i r  e rha l ten  die Zeichenfolgen:  

+ - -  + + - - +  ( u > o ) ;  

+ - - - -  + + - -  ( u < o ,  n - - ~ > n , ) ;  

+ - -  + - -  + --  ( u < o ,  n - - ~ < ~ ) .  

Die fiinf Zeichenwechsel  in der letzten Folge kSnnen jedoch hSchstens drei reelle 

Wurze ln  bedeuten.  Schreiben wir ngmlich n . . . .  v, so geht  (24) in 

( / )nq-n , - - , , ,_  i )  (]~n, __ ~:n)( I __ ] ~ , , , ) -  

(4S)  __ V'h--n.., ( v n - - n , + , , ~ _  i ) ( / ~ n , _  ~cn) ( i  __ /~nl) -~ 

+ - - -  - k " )  = o 

Verkiirzt  man  bier  mi t  v - - I ,  so erhulten (fiir k > o) die ers ten und  

Gl ieder  das Zeichen + und  die nach beiden Seiten angrenzenden  das 

Zeichen - - ;  die mit t leren Glieder  verschwinden uber auf G ru n d  der Iden t i tg t  

(27). Fiir /c < o gilt  dusselbe bei ~nclerung der Zeichen. Nach  der Verkfirzung 

sind somit  bloss zwei Zeichenwechsel  iibrig, so dass also durch  dieselbe deren 

drei  besei t igt  worden sind. 

Die hSchste Anzahl  der Wurze ln  von (z4) ist mi th in  im Fulle (As) sieben, 

und zwar sowohl fiir n - -  ~ > n~ als n - -  n~ < n 1. Wi r  kennen bereits  fi inf Wur-  

zeln, niimlich die Doppelwurzel  I und  die e infachen Wurze ln  k, k-1 und  --  I .  

Es kann  also nur  eine bewegliche doppel t  gekri immte Doppelkurve  exist ieren,  

und die Bed ingung  hierf i i r  ist, duss (g4) noch zwei reelle W u r z e l n  besitzt. 

Es gil t  je tz t  klarzulegen,  in wie weit  die Verhgltnisse bei den Mlgemeinen 

W-Kurven der Klasse (As) sich in  i ihnlicher Weise gestal ten wie bei dem Re- 

p rgsen tan ten  (Bs). Ohne weiteres ist ersichtlich, dass auch bier  kein F ak to r  (25) 

in (24) auf t re ten  kann. Die ngchste F rage  ist, ob die Gleichuno' (26) ftir die 

a b e t .  

l e tz ten 
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abwickelbaren F15chen immer  dieselbe Anzahl  yon LSsungen mit  k < o hat.  Fi ir  

den Repr~sentan ten  (B,~) ist diese Anzahl  drei, n~mlich - -  i und - - 3  +- ] / 5  Da  
2 

n, n~ und  n2 sich dureh die s tet ig ver~nder l ichen v, ~, und v~ ersetzen lassen, 

so vers teht  man, dass beim ( lbe rgange  zu einer  anderen  Anzuhl ein Fak to r  (k + I) ~ 

au f t r e t en  muss. Dies ist aber  ausgeschlossen, da man  als Bed ingung  hierf i i r  

(~ - -  ~)(~ - -  ~.~)(~, --  ~.~) - -  o erhal ten  wiirde. Zuletzt  ist zu entscheiden,  ob (24) 

einen F a k to r  (25~) enthal ten  kann.  Fiir  k < o ist dies offenbar unmSglich,  da 

wir  oben gefunden  haben,  dass hSchstens drei negat ive  Wurze ln  yon (24), also 

in diesem Falle keine anderen  als - - I ,  k und k-* auf t re ten  kSnnen. Fiir  k > o 

erhSlt  man die Bedingung  durch  Der iva t ion  des l inken Gliedes yon (45). Nach- 

dem wir n, n~ und n.~ dureh die stet ig ver~tnderliehen ~, v, und v~ ersetzt  haben,  

laute t  diese 

(46) 

, ~ ( k  ~,-*~ - k . . . .  ) ( ,  - k ~ . ~ ) - , ~ ( ~  - 7 ~ - ~ ) ( 1  - ~ , )  + , ( 1  - k ' , - * : ) ( 1  - k~) = 

( ,  - , , )  k ~ + ~ . - ~  - ( ,  - , ~ ) k ~  + ( ,~ - ,~)  ~ .  + ( , ,  - , ~ ) k ~ - - -  ( ,  - ,~)  ~ - ~  + ,  - , , -  o .  

Man sieht sofort,  dass diese Gleichung k = I als Doppelwurzel  hat.  Da  die An- 

zahl der Zeichenwechsel  vier ist, so en ts teh t  die Frage,  ob noch zwei positive 

Wurze ln  auf t re ten  kSnnen. Nun  ist dies fiir den Repr~sentan ten  (Bs) n icht  der  

Fall.  Sollen je tz t  zwei neue positive Wurzeln  auf tauchen,  so miissen diese an- 

f~nglieh gleich und auf  Grund  der Reziprozi ta t  der Gle ichung = I sein. Eine  

zweimalige Der ivat ion yon (46) f i ihr t  aber hier  noeh einmal zur Bed ingung  

( ~ -  ~ 1 ) ( ~ -  ~ ) ( ~ 1 -  ~2)= o, welche sich nieht  erfiil len l~sst. Ein  t Jbergang  yon 

einer  wirkl ichen zu einer  isolierten Doppelkurve,  indem im Zwischenfal le  die- 

selbe sich mit  der ebenen Doppelkurve  zu einer  Oskula t ionsdoppelkurve ver- 

einigt, ist also nicht  mSglieh, es sei denn, wie wir beim Repr~tsentanten (B~) 

gefunden  haben, dass die feste Grundkurve  eine isolierte Kurve  fiir die Regel- 

fl~che bedeutet .  

Bei der Hauptklasse (A~) haben also die assoziierten l~egelflh'ehen f i ir  k > o 

immer eine zweite wirkliehe doppelt gekriimmte Doppelkurve. F~Tr k < o gilt dies 

nut  fi'ir - -  k ~ K < 1 (oder, was h iermi t  ~[quivalent ist, - -  k ~ K - *  > I ) .  Fib" 

k - = - - K ,  - - K  -1 erhalten wir als Ubergang.+fall eine abwickelbare l+'lh'che, welche 

als Kuspidalkurve die bewegliche Doppelkurve hat. Man beaehte  hierbei  die ~ber -  

e ins t immung zwischen den Hauptk lassen  (A~) und (As). Der  einzige Untersehied  

bes teht  darin,  dass bei der Klasse (A5) noeh eine ebene Doppelkurve  existiert .  
36--34472.  Acta mathematica. 64. Imprlm~ le 3 novembre 1934. 
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Es hut auch der Beweis, den wir ftir die Klasse (A2)ausgefiihrt haben, dass 

sich hie zwei wirkliche Doppelkurven in eine Beriihrungsdoppelkurve vereinigen 

kSnnen, fiir die Klasse (A.~) Giiltigkeit. 

Der besondere ausgezeiehnete Fall. 

17 . Wir  haben in der 3. Nummer gefunden, class die ausgezeiehneten 

W-Kurven in zwei wesentlieh verschiedenen Weisen auf reelle Gestalt gebraeht 

werden k5nnen. Von besonderem Interesse sind hier die ausgezeichneten alge- 

braisehen W-Kurven, welehe wir im vorhergehenden Absehnitte fiir n =-nt  + n,~ 

erhalten haben. Fiir dieselben haben wir bereits in (6) eine zweite reelle Dar- 

stellung gefunden, welehe wir leicht auf die Gestalt 

(47) x : w : y : z -  cos (nl + "~)0:sin (n a + n~)0: cos (n 1 -- n,,)0: sin (nl -- n2) 0 

bringen kSnnen. Die W-Kurven in der reellen Darstellung (47) bezeichnen wir 

als den besonderen ausgezeichnete~ ~'all. Fiir die Kurve (47) ist alas Verhgltniss 

~2:% bestimmend, Wenn dieses Verhgltniss kommensurabel ist, bekommt man 

eine algebraische Kurve, und wir wollen in einem solehen Falle n2 und n~ als 

teilerfremde ganze Zahlen > o annehmen. Wie man unmittelbar finder, liegt 

jede Kurve des Systems (47) ~uf der _F,a 

(4s) X'Z ~_ w2__yS__ Z ~ O .  

Eine algebraisehe Kurve (47) hut auch in  reeller I [ ins ich t  die Ordmmg n 1 + %. 

Ffir die Schnittpunkte mit einer Ebene x -  a w  = o gilt j~ 

tg (n~ + ,~) 0 -- a = o, 

und diese Gleichung besitzt (rood z) % + n 2 inkongruente LSsungen. {~brigens 

schneider jede Beriihrungsebene tier Flgche (48)die Kurve in n 1 + n~ reellen 

Puakten. In der Tat enthglt jede Erzeugende des einen Systems n 1 Punkte und 

jede des anderen Systems n~ Punkte der Kurve. Die Schnittpunkte mit den 

Erzeugenden lassen sieh ja bzw. durch Gleichungen 

tg n 10--  a, tg n 20 = fl 
bestimmen. 
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Dagegen hat  jede Ebene y - -  a z  ~ o, nur ~1 -- ~ Sehni t tpunkte  mit der 

Kurve. Es l~sst sich aueh beweisen, dass die Kurve den I~dex  ~ -  n~ hat, d. h. 

da.ss jede Ebene mindeste~s n ~ -  ~ Sch~zittpunkte mit der Kurve besitz~. Diese 

Frage l~tsst sieh offenbar auf die Diskussion der Wurzeln einer Gleichung 

o o s  + + - c o s  - + b] = o 

in irgend einem Intervalle x0 ~ x < x 0 + n zuriickfiihren. ~quivalent  hiermit 

ist die Bestimmung der Schnittpunkte der beiden Kurven 

und 

Fiir das fragliche Intervall  1/~sst sich nun die zweite Knrve durch die Schnitt- 

punkte mit tier X-Aehse in n 1 - -ne  H~lbperioden zerlegen, und in gleicher Weise 

bekommt man fiir die erste Kurve ~ + ~ Halbperioden. Unter  diesen letzteren 

gibt es n t -  n~, deren Anfangspunkte und Endpunkte zu zwei verschiedenen yon 

den ersteren ~ i -  ~ Ha lbpe r ioden  gehSren, und fiir ein solches Teilintervall 

haben die Kurven offenbar einen und nur einen Schnit tpunkt gemeinsam. Wenn 

es dagegen fiir noch andere yon den n~ + ~ Halbperioden Schnit tpunkte gibt, 

so miissen dieselben augenscheinlieh paarweise auftreten. Mit leiehten Ab- 

anderungen lasst sieh diese Schlussweise auch auf die Ausnahmefis iibertragen, 

wo die betreffenden Kurven einander auf der X-Achse schneiden. Der Index 

kann nicht grSsser aIs n -  2 sein. Diesen Index erhalten wit fiir ~ = I. 

Ist andererseits die Kurve (47) transzendent, d. h. sind ~1 und n 2 inkom- 

mensurabel, so ist ihre Ordnung unendlich. In  der Tat  definiert in diesem Falle 

die Kurve eine auf der Fl~che (48) iiberall dichte Punktmenge. Dies folgt ganz 

einfach daraus, dass, falls n 1 und ne inkommensurabel sind, man bei beliebig 

gegebenen a und ~ (mod ~r) die Kongruenzen 

mit irgend welcher gewiinsehten Genauigkeit gleichzeitig 15sen kann. 

Fiir eine algebraisehe Kurve (47) gilt noch die Eigenschaft,  dass jede 

Schmiegu~gsebene nl - -  n~ + 2 reelle Punkte  der Kurve  enthg'lt, wobei der Beriihrungs- 

punkt dreimal gez~hlt wird. Da si~mtliehe Punkte  der Kurve mit einander pro- 

jektiv iiquivalent sind, so geniigt es, wenn wir den Beweis fiir den Punkt  0 = o 

ausfiihren. Als Bedingung fiir drei Wurzeln 0 = o einer Gleichung 
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Co cos (hi + n2) 0 + c, s in (n~ + n2) 0 + c2 cos (nl - -  n2) 0 + c~ s in  (~h - -  n~) 0 = o 

f inder  m a n  

C O = C 2 = O; el  ( n l  -~- "2)  -~- C8 (~'t 1 - -  "2)  = O. 

Als S e h m i e g u n g s e b e n e  b e k o m m t  m a n  m i t h i n  

(~1 + "2 )  ~ - (~ ,  - "2 )  w = o ,  

u n d  es h a n d e l t  s ieh u m  die A n z a h l  der  r ee l l en  W u r z e l n  der  G l e i e h u n g  

(49) (nt + n3) s in (n 1 - -  "2)0 - -  (n 1 - -  n2) sin (nl + n2)0 = o 

fi ir  o < 0 < ~. Die  A n t w o r t  u n s e r e r  P r a g e  b e r u h t  da r au f ,  wie  s ieh die A n z a h l  

de r  g e m e i n s a m e n  ree l len  P u n k t e  e ine r  E b e n e  

(5o) z - a w = o 

u n d  der  K u r v e  (47) m i t a  is W i r  wissen,  class diese  A n z a h l  f i ir  a = o n ~ - - n  2 

is t  u n d  f i i r  a = ~o n~ + n 2 ist.  Es  is t  a u c h  ev iden t ,  dass  bei  s t e t i g e r  V a r i a t i o n  

yon a e ine  X n d e r u n g  der  A n z a h l  n u t  d u r c h  e ine  Z w i s e h e n l a g e  v e r m i t t e l t  w e r d e n  

kann ,  bei  we leher  die K u r v e  (47) be r i i h r t  wird .  S u c h e n  wi r  j e t z t  d e m e n t s p r e e h e n d  

die B e d i n g u n g  f i i r  e iue  D o p p e l w u r z e l  de r  G l e i c h u n g  

sin (n, - -  ~'2) 0 - -  a s in (nl + n2) 0 = o, ( ~ I )  

so e r g i b t  s ieh 

(Ttl + ?b2) ~ g  (~1 - -  ~t2) 0 - -  (~1 - -  ~'~2) t g  (~1 ~- ~I~)0 = O. 

Es sei 0 = 0 o e ine  LSsung ,  f a r  we lehe  die be iden  G l i ede r  yon  (52) wede r  ver-  

s e h w i n d e n  n o e h  u n e n d l i c h  werden .  F i i r  die E b e n e  (5o), we lche  d u r c h  den K u r v -  

p u n k t  m i t  d e m  P a r a m e t e r  00 geh t ,  ha~ m a n  d a n n  

N a e h  (52) m u s s  

sin (nl - -  n._,) 00 _ (nl - -  n2) cos (n, - -  n2) 0o 
sin (n I + n3) 0o - -  (nl + n2) cos (n 1 + n~) 0 o " 

I t~  (-1 - .2) Oo I < I tg  (-1 + -3)Oo I 

sein. I l i e r a u s  erhis m a n  

I s i n ( , h  - ~,2)0o ] < Is in  (,,1 + n2)Oo I; ] cos(n1 - n2)Oo ] > ] cos(n1 + -2)0ol .  
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Man bekommt folglich fiir den P u n k t  0 = 00 

Anderersei ts  geht  es auch aus den obigen Ungle ichungen hervor,  dass man 

a I < I 

hat.  

0==-o 

Nun haben wir bereits gefunden,  dass fiir die Schmiegungsebene im P u n k t e  

a - -  

ist. W e n n  wir dieses Resul ta t  mit  den obigen Ungle ichungen vergieichen,  so 

vers tehen wir, dass fiir o < a - -  die .Anzahl der Schn i t tpunk te  n u r  n l - - n  ~ 

n I - -  ,'n, 2 is~, und dass ersfi ffir a ~ , d. h. fiir die Sehmiegungsebene,  diese Anzahl  
n t + n 2 

noch mit  2 erhSht  wird. I s t  dagegen a < o, so erh~lt  man  d~s erste mul eine 

Doppelwurzel  yon (51) fiir - - a  > n : - - n ~  W e n n  fiir eine Doppel lSsung yon (51) 
~1 + ~u 

die beiden Glieder  yon (52 )unend l i ch  werden, so muss offenbar J sin(n~-n~)OoJ = 

= I sin (n~ + n~)0 o ] = I  sein, und man  bekommt  [ a l = I .  Fiir die Anzahl  e der  

Schn i t tpunkte  der Ebene (50) mit  der Kurve  (47) haben wir je~zt die fo lgendea  

Resul tute:  

:)  e = ' : - - ' ~  flit l a l < - " ' -  "~"  
n 1 + ~t 2 ' 

2) Q = n  x + n ~  fiir ]a]=> I; 

3) n 1 - -  n~ =< # ~ n 1 + n 2 fiir n,  - -  **~ __< ] a l < :. 
n 1 + n~ 

I8: W i r  be t rachten  je tz t  die assoziierten Regelfl~chen einer  W-Kurve,  fiir  

welche (47) die reelle Dars te l lung bedeu~et. Im  ausgezeichneten Falle geh t  man  

yon (9) zu (47) durch die Subs t i tu t ion  

t ~ e T M  

fiber, und  in ~3bereinstimmung h ie rmi t  wird (12) durch 

(53) 0 ' =  0 + z 
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ersetzt.  Es ist  also k =  e 2~i zu setzen, und  man  ha t  ]k] = I, falls die W-Kurve  

eine wirkliche Doppe lkurve  der Regelfl~tche bedeuten  soll. Die ausgezeichneten  

I ~ - K u r v e n  ges ta t t en  noch,  wie MOH~A~I~ he rvorgehoben  hat ,  eine Sehar  yon 

involu tor i schen  Kol l inea t ionen  in sich, welche sich dureh  die Subs t i tu t ionen  

(I21) t' = k t  -1  

ausdrf icken lassen, und  bei denen die singul~tren P u n k t e  t = o und t = o ~  ver- 

t ausch t  werden. Bei der  reellen Dars t e l lung  (47) geh t  (I2~) in 

(531) 0 ' =  - - 0  + z 

fiber. Fiir  die Regelflgchen,  welehe m a n  erhiflt, wenn man  en t spreehende  P u n k t e  

der  Kurve  bei einer T r a n s f o r m a t i o n  (I21) oder  (531) verbindet ,  ist  die tV-Kurve 

nat i i r l ieh nur  eine e infaehe Kurve .  

Auch bei der  reellen Dars t e l lung  (47) g ib t  es reelle assoziierte Regelfl~ichen, 

fiir welche die W-Kurve  eine isolierte Doppe lku rve  bedeutet ,  und  zwar  h a t  m a n  

dabei  k reell  und  > o. Setzt  m a n  n~mlich  k = e  2~', so erh~Llt (53) die Ges ta l t  

0' ~ 0 - -  z l i .  

Die  kon jug ie r ten  P u n k t e  0 + z~i en t spreehen  also einander ,  und  ihre Verbindungs-  
2 

gerade  ist  eine reelle Erzeugende  der  Regelfl~tehe. Dagegen  b e k o m m t  m a n  hier  

ffir k < o keine reellen assozi ier ten Regelfliiehen. 

Die bes t immende  Gle iehung  ( 1 3 ) f i i r  die Doppe lkurve  einer  assozi ier ten 

Regelfli~ehe ve re in faeh t  sieh ffir n = n 1 + n.,, besonders  wenn m a n  naeh  den obigen 

Subs t i tu t ionen  t, tl u n d k  dureh 0, 01 und z ersetzt.  Eine leiehte U m f o r m u n g  

yon (I3) ergib t  zun~tehst 

( t  n ,  - t , - , )  ( t  - ( k n '  - -  k n )  ( I  - -  - -  

- -  t n ' - n *  t n ' - ' ' ~  ( t  n~ - -  t~ '~) ( t  n - ' '  - -  t] ~ - n ' )  (]c n* - -  ]c n) ( I  - -  k 'h) = O. 

Setzt  m a n  hier  0 -  01 = 9, so e rg ib t  sich sofor t  fiir n - - n l  + n2 

(54) sin ~ n 1 9 sin ~ ns z - -  sin '2 n,2 9 sin 2 nl z = o. 

Insbesondere  erhi~lt man  ffir z--~ o, d. h. fiir die abwickelbare  Fl~che 

(5 5) n~ sin ~ n 1 9 - -  n~ sin ~ n2 9 = o. 
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Wie  man sieht, lSssg sich (54) in zwei verschiedene Gleiehungen auflSsen: 

(541) sin nl 9~ sin n2 z - -  sin ne 9 sin n 1 z = o; 

(54~) sin ~ ~ sin ne z + sin n.2 9 sin ~ z ~ o, 

mid man ha~ insbesondere fiir (55) die Zer legung:  

(55 ) n~ sin n 1 ~ - -  n~ sin n~ q~ --- o; 

(55 ) ~ s i n  n~ q~ + n 1 s i n  n2 ~0 = o .  

Wiinscht  man jetzt  die Anzahl  der reellen W-Kurven  zu bestimmen, welche 

als Doppelkurven einer assoziierten Regelfl~che auftreten,  so hat  man  ffir o ~ 9 ~ < 

die Anzahl  der reellen Wurzeln yon (54) festzustellen. In  den Tei lgleichungen 

(54L) und  (54-,) haben wir ein P~ar  

(56) sin n,2 9~ ~ a sin nl ~ - -  o, 

wobei wir a ~ o annehmen kSnnen. Fiir gleiche Wurzeln einer Gleichung (56) 

gelangen wir zur Bedingung  

(57) n, tg  n2 ~ - -  n~ tg ~1 ~ ~ O, 

welche wir in 

(ss) (n~ + n~) s i n  (n  1 - -  Tt2) 99 - -  ("1 - -  T~2) s i n  (T~ 1 -~ ~v~2) ~ = O 

umformen  kSnnen. Letztere  Gleichung weicht yon (49) nur  in der Bezeichnung 

ab, und wir k5nnen also aus der Diskussion der vorigen N u m m e r  entnehmen,  

dass dieselbe eine dreifache Wurzel  ~ = o und n~ - -  n 2 - -  I Wurze ln  fiir o < 9 ~ < z 

besitzt. Wi r  kSnnen jetzt  beweisen, dass, falls a yon o bis ~ w~chst, die Anzahl  

der reellen Wurze ln  fiir jede der Gleichungen (56) niemals verminder~ wird. Fiir 

a - ~ o  ha t  ja jede Gleichung im bezeichneten Interval le  n~ Wurze ln  und  fiir 

a - o  ~ deren ~i. Eine E r h S h u n g  um 2 (n~ --n2) reelle Wurzeln ha t  also statt-  

gefunden. Nun  geh5ren zu den LSsungen yon (58) n l - - n ~  a-Werte  1, bei denen 

eine yon den Gleichungen (56) eine Doppelwurzel  bekommt,  und  in jedem yon 

diesen F~llen miissen also, um die E r h 5 h u n g  der Anzahl  der reellen Wurze ln  zu 

Wie u n t e n  im Fal le  3 he rvo rgehoben  wird, fa l len  diese a-Werte ,  abgesehen  yon a = -  

und  a :  I, paarweise  zusammen .  
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erkl~ren, bei s te igendem a zwei kon jug ie r t  imagin~re in zwei reelle W u r z e l n  

i ibergehen. Dabei  sind drei besondere F~lle zu beriicksichtigen, welche wir in 

den fo lgenden N u m m e r n  n i h e r  un te r suchen  wollen. 

I) Fiir  a ~ - -  t r i t t  beim Zeichen - -  in (56) zur fes ten Wurze l  ~ = o noch 

eine Doppelwurzel  hinzu. Es hande l t  sich um eine abwickelbare Fl~iche, ftir 

welche die Doppelkurve  KusTidalkurve ist. 

2) W e n n  n~ und ns beide ungerade  Zahlen bedeuten,  ist q~ = - e i n e  LSsung 
2 

yon (58). Man hat  in (S6) a = ~, und  die Doppelwurzel  t r i t t  beim Zeichen - -  

ffir ~ h - - ~ s s ~ o  (rood 4) und beim Zeichen + ffir n l - - s ~ 2  (rood 4) auf. Es 

ist hier  eine Doppelkurve in eine Beriihrungsleitgerade f ibergegangen.  

3) Die i ibrigen LSsungen yon (SS) t r e t en  paarweise ~ = ~0, z - - ~ 0  auf. 

Sind ~l und .n~ beide ungerade  Zahlen,  so gehSren die en tsprechenden  Doppel. 

wurzeln zu demselben Zeichen ffir a in (56), und  die Anzahl  der Paa re  ist 

Is~ aber eine yon den Zahlen n~ und  ~.~ gerade, so gehSren die 
2 

Doppelwurzeln  eines Paares  zu entgegengese tz ten  Zeiehen fiir a, und man  be- 

kommt  ~z~- n~- -~  P ~ r e .  Man beweist naeh  der Schlussweise am Ende  der 
2 

vorigen l~ummer,  class man  hier  immer  ~ - -  ~ a ~ ~ hat.  Dieser  Fall  bedeute t  die 

Vere in igung zweier Doppelkurven in eine Beriihr~gsdoppelkm've. 

Zuletzt  mSge hier  daran  e r inner t  werden,  dass fiir sin ~h• = o bzw. 

sin ~ z = o  (x r o) die assoziier~e t~egelfli~che sich auf  die eine oder  andere  

Regelschar  der Fl~tche (48) reduziert .  Die Schar  wird dabei ~h-fach bzw. ~2-fach 

gezihl t ,  doch fiir k = - - ,  was hier  involviert ,  dass n 1 bzw. n. 2 gerade ist, nur  
2 

) ! - f a c h  bzw. n~--fach. Wie man sieht, i~ndert der Durchgang  durch  eine s01che 
2 2 

Regelschur  nichts  in der Realiti~t der Doppelkurve.  

19. Die Kuspidulkurve  einer abwickelbaren Fl~che bezeichnet  den t Jbergang 

yon einer wirkl ichen zu einer  isolierten Doppelkurve.  Es t r i t t  dabei eine -~n- 

derung in tier R e , l i t e r  der Schn i t tpunkte  mi t  den Erzeugenden  ein, indem diese 

zuerst  auf tier Kuspidalkurve  zusammenfal len  und dann kon jug ie r t  imagin~,tr 

werden. An der  Reali~/~t der  Doppelkurve  selbs~ wird aber  niches ge~ndert .  
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Als ]3edingung fiir eine abwiekelbare  Fl~tehe haben  wir  im vo rhe rgehenden  

A b s c h n i t t  ( 26 )e rha l t en .  Dieselbe lis sieh aueh aus den E n t w i c k l u n g e n  der  

vor igen  N u m m e r  herleiten.  Als Resu l t a t  erhitlt  man ,  dass ffir eine abwiekelbare  

Flitche die eine oder  andere  yon den beiden Re la t ionen  

(59,) nt sin n,,. z - -  n 3 sin nl z = o; 

(593) n l s i n n 3 z  + n 3 s i n n l z = o  

erfiillt  werden muss.  Die LSsung  z = o bedeute~ hier,  dass als Kusp ida lku rve  

der  abwickelbaren  Flis die G r u n d k u r v e  (47) auf t r i t t .  N u n  ha t  jede yon den 

Gle ichungen  (59~) und (59~) fiir o < z < z  n 3 - - I  verschiedene LSsungen.  Dieselben 

ver te i len sich in Paa re  z, z -  • und  diesen n 3 - - I  P a a r e n  sind n 3 - - I  abwickel-  

bare  Fli~chen zugeordnet .  Unter den zu einer algebraischen Kurve (47) gehSrenden 

assoziierten Begelfldchen gibt es mithin n 3 reelle abwickelbare ~'ldchen, wenn rnan 

diejenige mitziihlt, f i ir welche (47) die Kuspidalkurve bezeichnet. 

Es soll fiir die verschiedenen  LSsungen  von (591) und (59~)entschieden  

werden,  ob bei wachsendem • eine wirkl iche Doppe lkurve  in eine isolierte fiber- 

gehL oder  die Ver i inderung in der  u m g e k e h r t e n  R i c h t u n g  verliiuft .  Die  Ent -  

scheidung hieri iber be ruh t  nach  den Ause inande r se t zungen  der vor igen  N u m m e r  

darauf ,  ob bei s te igendem z der B e t r ag  

sin n 3 x [ 
(60) I d n  .~ ~ I 

zunimln~ oder  abnimmK D e m e n t s p r e c h e n d  gi l t  die eine oder  andere  MSgl ichkei t  

je nach  der  Ung le ichung  

(6I) n 3 cot n ez  - -  n 1 cot n 1 z X o. 

Es  ist nun  leicht  zu beweisen,  class das erste yon beiden Gl iedern  in (6I) den 

grSsseren Be t r ag  hat .  Da  eine yon den Re la t ionen  (591) oder  (593) Gi i l t igkei t  

haben  muss,  so fo lger t  m a n  

Ioos 3 l > IoOS.l  I, 

was fiir den Beweis ausreicht .  Bei dem fi'aglichen (Tbe~yauge wird also eine wirk- 

liche Doppelkurve gewonnen bzw. verloreu, je nachdem tg  n2 z > o bzw. tg  n 3 z < o. 

3"/- -34472.  Acta mathematica. 64. l mp r i m6  le 4 novembre  1934. 
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20. Bei einer Berfihrungsdoppelkurve gehen zwei reelle Doppelkurven in 

zwei zusammenfallende (d. h. unmittelbar auf einander folgende) und dann in 

zwei konjugiert imagin~re fiber. Die Bedingung daffir, dass die Grundkurve eine 

Beriihrungsdoppelkurve bedeutet, haben wir bereits in (23)gegeben. Dieselbe 

erh~lt im Parameter z den einfachen Ausdruck 

(62) n~ tg n,~ z -- n~ tg n~ z = o, 

der sich in 

(63) ( . ,  + ( - 1  - - ( - 1  - + = o  

umformen l~sst. 

Letz~ere Gleichung unterscheide~ sich yon (49), durch welche die Punkte 

in der Schmiegungsebene bestimmt werden, nur dadurch, dass hier 0 durch z 

ersetzt wird. Diese t~bereinstimmung finder ihre ganz natfirliche Erkl~rung darin, 

dass, wenn im ausgezeichneten Falle die W-Kurve eine Berfihrungsdoppelkurve 

der Regelfl~che ist, so mfissen die Erzeugenden in den Schmiegungsebenen ihrer 

Stfitzpunkte liegen. Aus der Diskussion fiber die Gleichung (49) wissen wir 

bereits, dass (63) nl -- n_.-- I Wurzeln ffir o <  z < ~r besi~zt. Unter diesen hat 

z 
man, wenn nl und n~ beide ungerade sind, die LSsung z . . . . . .  Dieselbe bezeichnet 

2 

aber die assoziierte Regelfl~iche mit k ~ -  I, welche die W-Kurve bloss als ein- 

faehe Kurve enthi~lt. Die fibrigen Wurzeln verteilen sich in Paare z, ~ -  z, 

welche je dieselbe assoziierte Regelfliiche definieren. Die Auzahl der reellen 
assoziierten BegelflYchen, fiir welche die Grundkurve (47)eine Beriihrungsdoppelkurve 

darstellt, i s tm i th in [n ' - -2~ - I  ]. IndenbeidenFh' l lenn~=nl-- iu~d,n~=nl--z  

gibt es also derartige reelle Fldchen nicht. Man vers~eht leicht, dass das Zu- 

sammenfallen einer bewegliehen Doppelkurve mit der festen Grundkurve keinen 

t~bergang yon zwei reellen zu zwei konjugiert imagingren Doppelkurven ver- 

mitteln kann. 

Ffir zusammenfallende Doppelkurven einer assoziierten Regelfl~che haben 

wir bereits in (57) und (58) die Bedingungen gegeben. Nur in der Bezeichnung, 

indem • durch ~v ersetzt wird, weichen (57) und (58) von (62) und (63) ab, und 

die LSsungen mfissen also in beiden F~illen iibereinstimmen. Wie wir oben ge- 

funden haben, is~ ffir o < ~ v < ~ r d i e  Anzahl der LSsungen [ n ~ - - ~ - - I ]  
2 2 
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W i r  bezeichnen dieselben m i t  ~ ,  ~.~, . . .  ~ .  Es ist  e r laubt  ~ < q~.2 < " "  < q~ an- 

zunehmen.  Wol len  wir  j e tz t  die assoziierten Regelf l~chen mi t  e iner  anderen  

Berf ihrungsdoppelkurve  als der  G r u n d k u r v e  aufsuchen,  so sind zun~chst ,  wenn  

~ ,  eine beliebige yon diesen v L5sungen  bedeutet ,  die Wurze ln  z der  Gle ichungen 

(64) sin n 1 q~ sin n~ x T sin n~ ~ sin nl z = o (tt = I, z, . . . v) 

zu bes t immen.  Man  ha t  b ier  die Doppelwurze ln  z - - ~ ,  z - - ~ t ~ .  Dieselben 

t r e t en  beide bei dem Zeichen - -  auf, wenn n I u n d  n2 unge rade  ganze Zahlen  

sin& W e n n  aber  eine yon den Zahlen n 1 und n~ gerade  ist, so gehSr t  die 

Doppe lwurze l  z = ~ - - ~  zum Zeichen + .  Durch  diese LSsungen b e k o m m e n  

wir  offenbar  nur  die oben besprochenen  v F~lle wieder,  in denen die feste  Grund-  

kurve  sich mi t  einer anderen  Doppe lku rve  in eine Ber i ih rungsdoppe lkurve  ver- 

e inigt  hat .  

U m  die Anzahl  der  assoziierten Regelf l~chen zu bes t immen,  bei denen eine 

Ber i ih rungsdoppelkurve  aus der  u  zweier beweglichen D o p p e l k u r v e n  

herri ihrt ,  ha t  m a n  also fiir die v P a a r e  yon Gle ichungen  (64) die Anzahl  der yon 

~ ,  verschiedenen LSsungen mi t  o < z < z ~- zu ermit te ln .  Die  A n t w o r t  h i e rau f  
2 

kSnnen wir  sofor t  aus den En t w i ck l ungen  am Ende der  18. N u m m e r  en tnehmen.  

I n  den v Gr5ssen 

haben  wir  j a  eben die zwischen u2 und I ge legenen  a -Wer te ,  fiir welche eine 
n 1 

yon den Gle ichungen (56) eine Doppelwurze l  besitzt.  Das  P a a r  (56) h a t  nun  fiir 

a--* o 2 ( n ~ - - I )  LSsungen  zwischen o und n, und  diese Anzahl  erhSht  sich ffir 

a > n~ u m  2. Jedesmal ,  wenn ffir i rgend  einen t t -Wer t  a den Ausd ruck  (65)fiber- 
n~ 

steigt,  wird die Anzahl  noch um 4 vergrSssert .  Unte r  diesen Wurze ln  l iegt  eben 

die H~lf te  zwischen o und  J~. Die gesuchte  Anzahl  von assozl ier ten Regelf l~chen 
2 

mi t  e iner  anderen  Ber i ih rungsdoppe lkurve  als der  G r u n d k u r v e  wird h ie rnach  

(66) ~ + (n~ + 2) + ' "  ( ~  + 2 (V--  I ) ) = r ( n ~  + v - -  I). 

Dieses Resu l t a t  l~sst sich in dem fo lgenden  Satze zusammenfassen :  
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Z u  einer festen W-Kurve  gibt es, wenn sowohl n 1 als n 2 ungerade sind, 

(661) 
(n~ - n .  - 2)  ( ~  + n .  - 4)  

4 

assoziierte Regelfliichen mit  der Eigenschaft ,  dass zwei  reelle bewegliche Doppelkurven 

sich in eine Beriihrungsdoppelkurre vereinigt haben, urn bei weiterer Verh~derung 

des Parameters ~ in zwei  ko~jugiert imaginh're zu iibergehen. ~Venn abet eine yon 

den Zahlen n~ und n2 gerade ist, so hat man 

(662) ("1 - -  n2 - -  I ) ( ' 1  -~ n2 - -  3) 

4 

derartige Flh'chen. 

Wie man sieht, existieren f i i r  n~ = n 1 - - I  und n 2 = n 1 - - 2  keine reellen Be- 

riihrungsdoppelkurven. Es sei noch an die Bedeutung der Summanden in (66) 

erinnert. Dieselben stehen zu den r Regelflgchen, welche die feste ]~CKurve als 

Berfihrungsdoppelkurve haben, in Beziehung. In der Tat werden durch diese 

Summanden die Anzahlen der reellen gewShnlichen Doppelkurven ausgedriickt, 

welche die fraglichen Regelfl~chen ausser der Grundkurve noch besitzen. In der 

Tat sind es die ~ friiheren Regelfl~chen, welche hier wiederkehren. Nur haben 

wir als Grundkurve nicht die Beriihrungsdoppelkurve sondern eine yon den ge- 

wShnlichen Doppelkurven gewShlt. 

Wenn man also bei wachsendem • gewisse Parameterwerte iiberschreitet, 

se gehen entweder zwei konjugiert  imagin~re Doppelkurven in zwei reelle oder 

zwei reelle in zwei konjugiert imagin~re fiber, und beim Ubergange hat  man eine 

Berfihrungsdoppelkurve. Die Entscheidung, welche yon den obigen beiden MSg- 

lichkeiten zutrifft, beruht auf die Ungleichung (61), welche in dem betreffenden 

Yalle Gfiltigkeit hat, und letztere Frage ist damit ~quivalen~, welches yon den 

beiden Gliedern 

n 2 t g n i x ,  n l t g n , 2 z  

den grSsseren Betrag hat. Nach (64) hat man 

(67) Isin n2z]: Isin n~ F~] = Isin ~tl~{ I �9 Isin ~1 ~tl  = h, 

Wir  betrachten ganz allgemein Wertepaare a, fl, ffir welche man 
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]sin r  ]sin fll = ]sin n 2 ~ . ] : l s  in n ~ ]  = Q 

hat.  Solche Wer tepaare  sind n 2~ und n l• Wi r  bekommen 

I tg  a l  = V I - Q2 s i n  s fl 

t t i e raus  ergibt sich 

t g ~ ]  V I + 

V q~ cos '~ t / +  I --  q* 

I 

I - -  Q~ 

~2 COS 2 

Da nach (57) Q < I, so n immt  o zu oder ab, je nachdem Icos fll zu- oder ab- 

nimmt,  und  fiir a = n~99~, f l =  n 19~ ist a ~--n~. t t ie raus  Ktsst s ich die Folge- 

rung  ziehen, da s s  fiir h > I das erste Glied in (6I) und f i i r h  < I das letzte 

Glied den grSsseren Betrag besitzt. I s t  also in (67) h > I, so gehen bei wachsen- 

dem ~ f i ir  tg  n~ :r > o zwei konjugiert imagin&'e Dodopelkurven in zwei reelle und 

f i ir  tg  n~z < o zwei reelle in zwei konjugiert imagin&'e iiber. H a t  man aber 

h < o, so gilt entsprechendes, je  nachdem t g n  1• < o oder > o .  Fiir u = q g ,  be- 

komm~ der Ausdruch (60) einen Extremalwert ,  was im Zusammenhange  damit  

steht,  dass in diesem Falle keine Xnderung  in der Anzahl  der reellen Doppel- 

kurven stattfindet.  

2 I .  I m  

die Gleichung 

so ergibt sieh 

(68) 

noch iibrigen Falle sind n 1 und n~ ungerade ganze Zahlen, und  

(58) besitzt die LSsung ~% ~ - .  
2 

Ffihren wir diese in (64)ein,  

sin n~z T sin n l •  o. 

7g 
Fiir eine yon den Gleichungen (68) ist ~ = -  eine Doppelwurzel, und zwar gilt  

2 

dies bei dem Z e i c h e n -  fiir n 1 -  n~ = o (rood 4) und  bei dem Zeichen + fiir 

n l -  n 2 ~ 2 (mod 4). Durch Zerlegung erh~lt man  aus (68) 

sin nl T nl + n2 ~ ~-- -O;  COS - -  ~ ~ O .  
2 2 

Jede LSsung yon (68) geniigt  also der einen oder der anderen yon den Re- 

lat ionen 
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(69) sin (n~ + n~) • = o; sin (n~ . n ~ )  x ~--- o. 

Hier ist yon der gemeinsamen LSsung z - - -  abzusehen. Indem wir (68) mi~ 
2 

(54) kombinieren erhalten wir jetzt die bestimmenden Rela~ionen fiir die Dop- 

pelkurve. Die Gleichungen in  ~, welche wir dann bekommen, haben dieselbe 

Gestalt wie (58). Man gelangt also auch fiir ~0 zu einer yon den Relationen 

(7 o) s in  (nt + n~) q~ = o ;  s i n  (n~ - -  n~) q~ = o .  

Wir wissen bereits aus den Entwicklungen der 8. 51ummer dass die Regel- 

fl~che die Gerade x - - w  : o bzw. y = z = o als Lei'tlinie besitzt, je nachdem der 

Parameter z die erste oder die zweite yon den Relationen (69) befriedigt. Wenn 

wir etwa den ersten von diesen Fdllen nh'her in Betracht nehmen, so liegen die 

Erzeugenden, fi ir welche die Differenz O - - 0 1  =qD der ersten yon den Gleichungen 

(70) geniigt, in derselben Ebene dutch die Leitgerade. Die Doppelkurven, welche 

der zweiten Gleichung (7 o) entsprechen, m~ssen dann offenbar mit  der Leitlinie zu- 

Sammenfallen, wds sich natiirl~'ch auch leicht direkt nachweisen ldsst." die zusammen- 

gehSrigen Erzeugenden treffen also einander in einem Punkte der Leitgeraden. 

Vertauscht man die Rollen der in (69) und (7 o) auftretenden Gleichungen, so erhdlt 

man hieraus die Resultate im zweiten Falle. 

ist aber beiden Gleichungen (7 o) gemeinsam, zwei Er- Die LSsung ~ = ~  

zeugende, fiir welche die Differenz O - - O ~  = ~ is~, gehSren mithin sowohl zu 
2 

derselben Ebene als demselben Punkte  der Leitlinie. Hierin liegt die Bedeutung, 

dass im Treffpunkte dieser Erzeugenden zwei Schalen der Regelfl~che einander 

beriihren. Im allgemeinen wird ja eine Duppelkurve yon den Erzeugenden in 

zwei verschiedenen Punkten getroffen. Diese Punkte folgen aber in diesem 

Ubergangsfalle unmittelbar auf einander und werden bei weiterer Ver~nderung 

des Parameters  z konjugiert imagin~r. Die Schalen der Begelfldche, welche die 

Leitgerade durchdringen, beriihren also einander paarweise. Man hat die Sache so 

aufzufassen, dass es unter den verschiedenen Doppelkurven, die sich in die Leitlinie 

zusammengezogen haben, eine gibt, welche in eine Beriihrungsdoppelkurve iibergefiihrt 

worden ist. I-Iier ha~ man noch eine MSglichkeit fiir die Beseitigung einer 

wirklichen Doppelkurve, indem dieselbe sich in zwei H~lften aufteilt, welche 

beim tJbergange unmittelbar auf einander folgen. In solcher W e i s e  werden 
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zwei reelle H~lften in zwei konjugiert  imagin~re fibergeffihrt; so dass die Dop- 

pelkurve nach dem t~bergange null~eilig wird. 

L~s gibt n 1 - -  2 assoziierte Regelfl6"chen mi t  einer derartigen Beriihrungslelt- 

linie. Man hat  niimlieh, w e n n  man yon o und ~ absieht, 2(n 1 -  2) (mod z) 
2 

verschiedene L5sungen yon (69), und diese verteilen sich in n 1 - - 2  Paare x, 

z - - z ,  welche je zu derselben Regelfl~che gehSren. . . . .  

Auf die Frage, ob bei steigendem u eine wirkliche Doppelkurve gewonnen 

oder verloren wird, erh~lt man die Antwort  durch die am Ende der vorherge- 

henden Nummer benutzten Methode. Hier  hat man aber die Vereinfachung, 

dass auf Grund yon (68) das letzte Glied yon (6I) immer den grSsseren Betrag 

hat. J~ine wirkliche Doppelkurve wird mithin fib" t gn~z  < o gewonnen und fi~r 

tgnl  z > o verloren. Es l~sst sich auch j e t z t  eine einheitliche Antwort  ffir die 

in s~mtlichen drei Nummern I9, 20 und 2I behandelten F~lle formulieren. H a t  

man in (67) h > I, so ist tg n~ ~ > o die Bedin~ung f i ir  den Ubergang zu Wirk~ 

lichen Doppelkurven bei wachsendem ~. H a t  man dagegen h < I, so ist die ent- 

spreehende Bedlngung tg  n 1 ~ < o. Geiten abet f i ir  tg n.2 x bzw. tg  n L z die ent- 

gegengesetzten Zeichen, so gewinnt  man wirkliche Doppelkurven bei fal lendem z. 

In  der 19. Nummer ist aber stets h > I, ebenso wie man in dieser 2~ummer 

immer h < I hat. 

22~ Bei Anderung des Parameters x wird also ffir die assoziierten Regel- 

fl~chen die Anzahl der wirklichen Doppelkurven in, wie es scheint, ziemlich 

unregelm~ssiger Weise immer wieder entweder vergrSssert oder vermindert. Um 

einen Uberblick fiber diese Var ia t ion  zu gewinnen, genfigt es das Intervall  

0 ~  ~ = - z u  untersuchen; ffir da.s In~ervall zwichen z und z erh~lt man ja 
2 2 

dieselben Anderungen in der umgekehrten Reihenfolge. Fiir die Durchffihrung 

der Untersuchung empfiehlt sich die Zerlegung in Teilintervalle, welche yon den 

Nullstellen der Funktion sin n~ x begrenzt werden. Je  naehdem in einem solchen 

Teilintervalle sin ~72 • eine Nullstelle hat  oder nicht, b ekommen  wir verschiedene 

Arten yon Teilintervallen. 

Ffir sin n~z ist x~= ~ eine Nullstelle; wenn n~ eine gerade Zahl bedeute~, 

Zwischen o und ~ hat man dann nl . . . .  I Nullstellen yon sin ~ z, und die Anzahl 
2 2 
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n 1 - -  I 
der Teilintervalle ist n~. I s t  aber ~, eine ungerade  Zahl, so ha t  sin ~ x - - - -  

2 2 

Nullstellen zwischen o und  -~, und  man  hat  neben n ~ - - I  vollstiindigen Teil- 
2 2 

interval len noch ein halbes Teilintervall  fiir ~ I - -  z < z ~ .... I n  entsprechen- 
2 ~  1 2 

n 2 n 2 -  I - ,  je der Weise besitzt sin n2 x --  -- I b z w .  Nullstellen zwisehen o und z 
2 2 2 

nachdem n 2 eine gerade bzw. ungerade Zahl darstellt, und im ersteren Falle ist 

noch z ~---- eine Nullstelle. 
2 

AIs Teilintervalle oder kiirzer Intervalle der zweiten Art bezeichnen wir die- 

jenigen, fiir welche sin n~z weder im Inneren noch in einem Endpunkte eine 

~Nullstelle besitzt. Alle iibrigen fassen wir als Intervalle der ersten Ar t  zusam- 

men. Ein Interval] ,  das weder an x ~ o  noch an x = - h i n a n r e i c h t ,  nennen  
2 

wir ein inneres Intervall .  Das ~ussere Intervall ,  welches x = o  als E n d p u n k t  

hat,  gehSrt  offenbar immer zur ersten Art.  Man finder leicht die An twor t  

auf  die Frage,  wie viele Interval le  yon jeder  Ar~ es in den verschiedenen F~tl- 

len gibt. 

a) n x und n~ sind beide ungerade  Zahlen. Von den inneren In terva l len  

sind n~--  I - -  ~ 2  yon tier ersten Ar t  und ~a I yon der zweiten Art.  ~ber-  
2 2 

dies existiert ein halbes ~usseres In te rva l l  der zweiten Ar t  mit  einem Endpunk te  

7g 
in x = - .  

2 

b) Von den Zahlen n 1 uud  n2 ist n 1 ungerade  und  n~ gerade. Man ha t  

- - - - I  innere Interval le  der ersten Ar t ;  hierzu kommt  das halbe Interval l ,  das 
2 

in x : - - -  einen E n d p u n k t  hat.  Von der zweiten Ar t  ha t  man 
2 2 

innere Intervalle.  

c) Von den Zahlen n I und ns ist ~h gerade und ~ ungerade.  Die Gesamtzahl  

der Interval le  yon der ersten Ar t  is~ m_ + ~  und diejenige yon der zweiten Ar t  
2 

n l -  ~ I Hierbei  ist das In te rva l l  mit  dem Endpunk te  z ~ -  yon der ersten 
2 2 

oder zweiten Art,  je nachdem n 1 <> 2 ~2. 
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Wie  man  sieht,  ha t  man  fiir die doppel te  St recke  o =< z < z stets  n~ + I 

vol ls tandige In te rva l l e  der  ers ten A r t  und  n ~ - - n  2 - - I  der zweiten Art .  Ff i r  

jedes In t e rva l l  der zweiten Ar t  muss  offenbar  der  Ausd ruck  

(60,) sin n 2 

s i n  n I X 

mindes tens  einen E x t r e m a l w e r t  besi tzen.  Als E x t r e m a l b e d i n g u n g  erh~tlt m a n  

zuniiehst  

~2 C O t  ~/2 ~ --~ n l  c o t  Tt 1 ~: ~ O~ 

wora~s sich wei ter  die Re la t ion  

(@ (n~+ n~ ) s i n (n  1 - n ~ ) z -  (n 1 - n ~ ) s i n ( n l  + n ~ ) z = o  

her le i ten  l~isst. N u n  ist  die Anzahl  der  Wurze ln  yon (63) fiir o < z < ~r die- 

selbe wie die Anzahl  von In t e rva l l en  der  zweiten A r t  oder  n~ - - n ~ - -  I .  Durch  

die Min imalwer te  des Ausdruckes  (6o) in diesen I n t e r v a l l e n  werden  also die 

Ex t r ema lwer t e  yon (5%) ersehSpft .  

2 3. Betreffs der  In t e rva l l e  der ersten A r t  kSnnen  wir  j e tz t  behaup ten ,  

dass der Ausdruck  (602) in einem solchen mono ton  var i ier t ,  und  zwar  in e inem 

inneren  In te rva l l e  en tweder  yon + oo bis - -oo  oder  u m g e k e h r t  v o n -  00 bis 

+ oz. Fiir  das ~ussere I n t e r v a l l  mi t  dem E n d p u n k t e  x ~ o e r s t reck t  sich der  

Var ia t ionsbere ich  nu r  von n~ bis + oz. W e n n  n~ eine gerade  Zahl  ist, ha t  (6ol) 

7g 
im P u n k t e  z . . . . .  den W e r t  o. Dieser  P u n k t  bedeu te t  aber  dann  den Mit te l-  

2 

punk t  eines vol ls t~ndigen In terva l les ,  so dass der  Ver l au f  e igent l ich derselbe wie 

in e inem inneren  In t e rva l l e  ist. 

W i r  e rha l ten  je tz t  le icht  eine t Jbers icht  fiber die Ande rungen  in der  An- 

zahl der wirkl ichen Doppe lku rven  bei wachsendem x in einem In t e rva l l e  der  

ers ten Art.  Aus den Ause inande r se t zungen  in den vo rhe rgehenden  N u m m e r n  

wissen wir, dass nur ,  wean der  B e t r ag  (6o) zun immt ,  wirkliche D o p p e l k u r v e n  

h inzukommen,  und nur,  wenn  derselbe abn immt ,  wirkl iche Doppe lku rven  weg- 

fal len kSnnen.  Es ist  uns  auch berei ts  bekannt ,  dass keine solehe Ande rungen  

s ta t t f inden kSnnen,  wenn der  f ragl iche  Be t r ag  en tweder  > I oder  < n~ ist, und  

3 8 - - 3 4 4 7 2 .  Acta mathematiczl. 64. I m p r i m 6  le 5 n o v e m b r e  1934. 
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wir haben die Maximalzahl  yon n 1 - - I  bzw. Minimalzahl  von ~ -  I doppel ten 

W-Kurven,  je nachdem der Bet rag  > I bzw. < ~j ist, wobei die Grundkurve  
n~ 

mitgez~thlt wird. F i i r n  2 = I kann  natfirlich letzteres nieht  gelten. Dann  un- 

ters teigt  auch der Bet rag  niemals n~, weft es keine inneren In terval le  der ersten 
n~ 

Ar t  gibt, und die Minimalzahl  yon wirkliehen Doppelkurven ist ~ .  Die W e r t e  

des Betrags  (5o), welche Anderungen  in der Anzahl  der wirkliehen Doppelkur-  

ven vermitteln,  sind diejenigen, welche man  bekommt,  wenn man ffir x die 

LSsungen yon (53) einfiihrt. Offenbar muss man durch sis diese Wer te  

passieren, wenn der Ausdruck  (60) yon ~ bis o oder yon o bis ~ variiert. 

~t 2 
Dabei wird beim Durchgange  yon - eine Doppelkurve gewonnen oder verloren; 

nl 

dasselbe gilt fiir ungerade Zahlen n 1 und n.2, wenn der Betrag  (5o) durch I pas- 

siert. Beim Durchgange  der fibrigen W e r t e  werden abet  zwei wirkliehe Doppel- 

kurven gewonnen oder verloren; die Anzahl  der letzteren Wer t e  ist naeh der 

20. N u m m e r  nl - -  n~ nj - -  n 2 - -  I I bzw. , je nachdem die Zahlen nj und  n 2 
2 2 

beide ungerade oder eine yon denselben gerade ist. I-Iieraus ist ersichtlich, dass, 

wenn zundchst vom ersten Intervalle abgesehen wird, in der ersten Hdlf te  jedes In- 

tervalles der evsten A r t  n ~ - - n  2 wirkliche Doppelkurven ve~'loren werden, uud dass 

in der zweiten Hdlfte eben dieselbe Anzahl  wieder gewonnen wird. Das erste Tn- 

tervall, wo man fiir x - ~ o  mit  der abwickelbaren Fldche an.fdngt, welche die Grund- 

kurve als Kuspidalkurve hat, wird in der ~'aglichen H i m i c h t  nicht in zwei Hall f -  

ten aufgeteilt. JEs werden in diesem Intervalle n 1 - - n ~ -  I wirkliche Doppelkurven 

gewonnen. 

Bei dem besonderen Falle n 2 ---~ n 1 - -  I gibt  es keine Interval le  der zwei~en 

Art,  und unter  den drei Ar ten  yon i3bergangskurven t re ten nur  Kuspida lkurven  

aber keine Ber i ihrungsdoppelkurven oder Beriihrungsleit l inien auf. Ffir n ~ U l - - 2  

ha t  man  sowohl Kuspida lkurven  als Berfihrungsleit l inien aber keine Beriihrungs- 

doppelkurven.  Von der zweiten Ar t  ist nur  das halbe ln te rva l l  mit  dem End- 
7g 

punkte  z ~ - .  Da  (60) in diesem halben In te rva l l  nu t  yon ~ bis I herunter-  
2 

geht,  so gilt die Maximalzahl  yon u ~ -  I wirklichen Doppelkurven.  

I n  einem Interval le  der zweiten Art  ha t  der Be t rag  (5o )e in  Minimum, 

welches fiir eine yon ~Null verschiedene LSsung der Gle ichung (63)erre icht  wird. 
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In jedem Intervalle der zweiten ~_rt liegt also eine LSsung dieser Gleichung; 

dagegen liegt, wenn man yon z ~ o absieht, keine LSsung in den Intervallen 

erster Art. Ffir dieses Minimum hat die Regelfl~che die Grundkurve als Be- 

rfihrungsdoppelkurve, ttierbei gelten jedoch besondere Verhiiltnisse ffir die 

~ (oder k = -- I), welche man erh~lt, wenn n 1 und ~2 ungerade Zah- LSsung 

~rg 
len sind, indem man ffir z ~ - e i n e  doppelt fiberdeckte Regelfl~che bekommt; 

2 

da das Minimum yon (60) dann I ist, so hat  die Regelfl~iche sonst im Intervatle 

die Maximalzahl von n 1 - - I  wirklichen Doppelkurven. 

Wir betrachten jetzt n~her ein Intervall der zweiten Art, ffir welches das 

Minimum < I i s t .  Die Werte des Betrags (60), ffir welche die Regelfl~che eine 

Beriihrungsdoppelkurve bekommt, sind dieselben wie in einem Intervalle der 

ersten Art. yes werden nut die]enigen yon diesen Betrh'gen, welche das Minimum 

untersteigen, nicht erreicht. Fib" solche Betrh'ge abet, welche grSsser als das Mini- 

mum sind, bekommt man je zwei Regelflh'chen mit einer Beriihrungsdo2opelkurve, 

nhmlich eine bei fallendem Betrage und die andere bei steigendem Betrage. Ins- 

besondere gilt es, wenn n 1 u,~d n 2 beide ungerade sind, dass man in jedem solchen 

Intervalle zwei RegelflYchen mit einer Beriihrungsleitlinie bekommt. In der arith- 

metischen Reihe (66) beziehen sich die einzelnen Glieder auf die verschiedenen 

Betr~ge (60), zu denen Berfihrungsdoppelkurven gehSren. Die Differenz 2 hat 

dann ihre Erkl~rung darin, dass jeder folgende Betrag in einem neuen Inter- 

valle der zweiten Art erreicht wird. 

Wenn man die ~-quivalenz yon (62) und (63) berficksichtigt, so ersieht man 

nach der Schlussweise am Ende der 17. Nummer, dass man fiir den Betrag (6o) 

eine wachsende Folge erh~lt, indem man die LSsungen yon (53) nach steigenden 

Betrggen ]sin n2ul einfiihrt. Diese Bemerkung kSnnen wir mit den obigen Aus- 

einandersetzungen fiber die Eigenschaften der assoziierten f~egelfl~chen in den 

verschiedenen Intervallen der zweiten Art zusammenstellen. Wir  betrachten 

besonders das Beispiel n 2 --- I. Die Intervalle sind dann, wenn man das erste 

ausnimmt, s~imtlich yon der zweiten Art, und fiir die zugeh5rige LSsung yon 

(63) ist der Ausdruck (60) grSsser in einem folgenden Intervalle als in einem 

vorhergehenden. Die Anzahl der assoziierten Regelfl~chen mit einer Berfih- 

rungsdoppelkurve wird also vermindert, je l~nger man in den Intervallen fort- 

schreitet. 
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w  

Quadratische W-Kongruenzen. 

24. t t a t  man ein System yon W-Kurven, welche s~mtlich derselben ein- 

gliedrigen projectiven Gruppe angehSren und eine Fl~che erfiillen, so bezeichnen 

wir die Kongruenz, welche yon den Tangenten der I4r-Kurven erzeugt wird, als 

eine 14r-Kongrueuz. Die Fl~che selbst nennen wir eine W-Flh'che. Offenbar geht 

jede W-Fl~che bei den Operationen der zugehSrigen eingliedrigen Gruppe in sich 

fiber. In den folgenden Entwicklungen wollen wir haupts~chlich solche W- 

Fl~chen in Betracht ziehen, welche eine zweigliedrige Gruppe gestatten, b.ei der 

das System der W-Kurven invariant wird, die einzelnen W-Kurven aber in ein- 

under fibergehen. Beachtet man die verschiedenen eingliedrigen Untergruppen 

der zweigliedrigen Gruppe, so versteht man, wie derartige W-Fl~ichen in der 

obigen Weise durch versehiedene Systeme yon W-Kurven erzeugt werden k5n- 

hen. Dementsprechend l~sst sich der W-Fl~che ein ~l-System von W-Kon- 

gruenzen zuordnen, und der Komplex, welcher durch die Tangenten der W- 

Fl~che erzeugt wird, besitzt die Eigenschaft, dass derselbe in ein System von 

W-Kongruenzen zerlegt werden kann 1 

Aus einer W-Kongruenz lassen sich nnmittelbar andere W-Kongruenzen 

herleiten. )/[an braucht n~mlich hierzu bloss die abwickelbaren Fl~tchen der zu- 

gehSrigen W-Kurven durch die ussoziierten Regelfl~chen bei einem beliebigen 

Parameter k zu erzetzen. Man erh~lt ja dann stets eine neue Kongruenz, welche 

die Operationen der eingliedrigen Gruppe zul~sst, und die W.Fl~che finder man 

in der Brennfl~che dieser Kongruenz. Die Tangenten der auf dieser Fl~iche 

gelegenen W-Kurven erzeugen die W-Kongruenz. 

Geht man yon einer W-Fl~che aus, so ist nicht zu erwarten, dass dieselbe 

die vollst~ndige Brennfl~che der zugehSrigen W-Kongruenz bedeutet. Hierffir 

hat man ja die Bedingung, dass die W-Fl~tche sich aus den W-Kurven nicht 

nur als Ort der Punkte sondern aucb als Enveloppe der Schmiegungsebenen er- 

zeugen l~sst. Im allgemeinen erh~lt man aber als Enveloppe einen anderen 

Tell der Brennfl~che. Es lh'sst sich ein besonderer Fall angeben, wo diese beiden 

Brennfl(ichen sich in eine doppelte Brennfliiche vereinigt haben. Das charakteris- 

1 Beide Systeme von Kurven, welche einer solchen Kongruenz angehSren, sind ~V-Kurven. 
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tisehe fiir diesen Fall besteht darin, dass die W-Kurven ein System yon asympto- 

tischen Kurven der W-Flh'che bedeuten. ~ 

2 5 . W i r  be t raeh ten  zuniichst den Fall,  wo als 

2-Grades ( =  F o) 

(7I) x w - - y z = o  

W-Fl~ehe die Fl~che 

T~ 2 
auftr i t t .  Auf  dieser F~ liegt, bei beliebigem Verh~ltniss yon - -  

Tt 1 

W-Kurven  

, das System der 

(72) x : y : z : w - = a b t  ~ + ~ : a t  n , : b t  ~ :  I ,  

welche offenbar die ganze Fl~iche erfiillen und  zu derselben eingl iedr igen Gruppe  

gehSren. 

In  dieser N u m m e r  setzen wir voraus, dass wir  in (7 I) eine reelle Darstel-  

lung  der F2 haben. Zuerst  be t rach ten  wir den Fal l  yon nlgebraischen W-Kur- 

ven. Wi r  kSnnen dann n2 und  nl ganz und te i le r f remd mit  o < n~ < n~ anne]a- 

men. Unter  den Zahlen nl, n 1 + n,2 und n~ ist immer  eine und nur  eine gerade. 

Diesen F~llen en tsprechend  gehSr t  die W-Kurve  zu den Typen  I, 2, 3 der 4. 

Nummer .  Da man ffir t fiber einen Propor~ionalit~itsf~ktor verfiigt,  so ist es 

in (72) er laubt  den Koeff iz ienten fiir das Glied mi t  dem geraden Exponen ten  

entweder  = + I oder  - -  I Zll schreiben. Je  nachdem das eine oder  andere  von 

diesen Zeichen gilt, zerfiillt das System (72) in zwei besondere Schuren. Man 

sieht leicht, dass durch  die Koord ina tenebenen  aus der Fe ein Viersei t  aus- 

geschni t ten  wird, durch  welches die Fl~che in vier  verschiedene Bereiche zertei l t  

wird. Die eine Schar  yon W-Kurven  erffillt  zwei yon diesen Bereichen und die 

andere  die beiden iibrigen. ~ u n  lassen sich vier Bereiche in drei verschiedenen 

Weisen in zwei Paare  yon je zwei zerlegen, und diesen drei MSglichkeiten ent- 

sprechen offenbar die drei Typen  yon W-Kurven.  

Als Repr~sentan ten  des Systems (7 2) nehmen  wir  die Kurve ,  fiir welehe 

man  a = b = I hat.  Suchen wir je tz t  die Schmiegungsebene  dieser Kurve ,  so 

ergibt  sich die Gle ichung 

(73) ( .1 - .2)  x - (~I + .~) t"~y + (nl  + ~2) t ~1 ~ - -  ( .  - n2) tn,+~o w = o.  

1 In  anderen F~llen kann  die Schmiegungsebene  die W-Fl~che in einem vom Ausgangspunk te  

verschiedenen Punk te  beriihren. 
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Schreibt  man  die Zwischenform in der GestMt 

~ x + v y + ~ z +  ww, 

so finder man,  dass die Ebene  (73) immer  die Fl~che 2. Klasse 

(.~ + ~)~  ~ - (,~ - ,~)~ ~ = o 

beriihrb. In  Punk tkoo rd ina t en  bekommt  man fiir diese Fl~che die Gle ichung 

(74) (~1 - -  T/2) 2 Z W  - -  (~1 "~ Tl2) 2 y z  = o .  

Dieses Resul ta t  lSssg sich unmi t te lba r  auf  das ganze Kurvensys t em (72) fiber- 

fiihren. 

Die Tangenten des Systems (72) erzeugen mithin eine Kongruenz, fiir welche 

die beiden FlSchen 2. Grades (7 t) und (74) die Bren~fldehen darstellen. Vertauseht 

man in (72) y und z, so bekommt man offenbar eine zweite Kongruenz mit denselben 

Brennfldchen. Die so erhal~enen W-Kongruenzen  sind in der L i t t e r a t u r  un te r  

dem Namen  yon HIRSTsChen Kongruenzen wohlbekannt .  

Es hande l t  sich hier  a l lgemeiner  um solche Paare  yon W-Kongruenzen,  

fiir welche i rgend zwei Fl~ichen des Bfischels 

(75) x w  - @ z  = o 

die Bedeu tung  yon Brennfl~chen haben.  W i r  kSnnen also zwei Fl~chen (75)mi~ 

beliebigen P a rame te rn  Z 1 und Z.2 als Brennfl~ichen ausw~hlen. Fi ir  die charak- 

ter is t ische Kons tan te  n~ - - ~  v der zugeh5rigen Systeme von W-Kurven  erh~lt  man  

dann durch Nebeneinanders te l lung  von (71) und (74) die Bed ingung  

wobei wir  

sieht man, 

sein muss. 

Rollen der 

�9 W-Kurven,  

zun~chst ;~l und  Z 2 reell  und  ~L>Z~ annehmen  wollen. Aus (76) er- 

dass fiir algebraische W-Kurven L das Quadrat einer rationalen Zahl 

Der  Fall  L < I  l~ss~ sich auf  L > I  zuriickfiihren, indem man  die 

Glieder  xw und  yz vertauscht .  Die beiden singul~ren Stel len der 

welche den P a r a m e t e r w e r t e n  t ~ o, oc entsprechen,  l iegen dann in 

den be idea  anderen Ecken des Vierseits,  also in x = y = w = o  und x - ~ z ~ - w = o .  
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Dabei werden auch die Rollen der beiden Brennfl~chen vertauscht. Wenn man 

z .B .  eine W-Kongruenz mit den Brennfliichen (7 I) und (74) betrachtet, so ent- 

hitlt dieselbe noch ein zweites System yon abwickelbaren Fl~chen. Zum Un- 

tersehied yore Systeme (72) is~ es jetzt (74), auf welcher die Kuspidalkurven 

liegen, sowie (7i), die yon den Schmiegungsebenen beriihrt wird, und die singu- 

l~ren Punkte liegen in den beiden anderen Ecken des windschiefen Vierseits. 

Im allgemeinen bekommt man in (7 5) irrationale LSsungen v, und die ent- 

sprechenden transzendenten Kurven sind reell nur fiir positive t-Werte definiert. 

Eigentlich enth~lt eine reelle algebraische W-Kurve zwei Bahnkurven, n~mlich 

eine fiir positive und die andere fiir negative t-Werte. Fiir die transzendenten 

W-Kurven ergibt sich aber zun~chst keine solche unmittelbare Zusammenpaarung 

yon je zwei Bahnkurven. Im ausgezeichneten Falle, um welehen es sieh hier 

handelt, l~sst sich eine solehe in drei verschiedenen Weisen ausfiihren, wodurch 

die Haupttypen (A~), (A~) und (A3) der 5. Nummer herauskommen, und fiir trans- 

zendente W-Kurven hat  man keinen Grund eine yon diesen Typen vor den 

beiden anderen zu bevorzugen. Wenn wir in der n~ichsten Nummer die I-IIRsT- 

schen Kongruenzen vermittelst assoziierter Regelfl~chen erzeugen wollen, so ha- 

ben diese Erweiterungen der transzendenten W-Kurven auf negative t-Werte 

ihre Bedeutung. 

26. Unter den Verfassern, welche sich mit den HiRsTschen Kongruenzen 

besch~iftigt haben, sei in erster Instanz 14. G. ZEUTH~ genannt. 1 Man hat 

drei verschiedene Erzeugungsweisen dieser Kongruenzen in Betracht gezogen. 

Eine von diesen kennen wir bereits, n~mlich durch die gemeinsamen Tangenten 

zweier F~, welche einander in einem windschiefen Vierseit schneiden. Die bei- 

den Kongruenzen, welche man in solcher Weise bekommt, gehSren je zu zwei 

linearen Komplexen. Man kann also die Kongruenz auch als Schnitt des Tan- 

gentenkomplexes einer F 2 mit einem linearen Komplexe erhalten. Endlich l~sst 

sich die Kongruenz durch die Verbindungsgeraden der bei einer Kollineation 

einander entsprechenden Punkte einer T' 2 erzeugen, wenn die Kollineation jede 

der beiden Geradenscharen der T'~ in sich iiberfiihrt. Unseres Wissens ist bei 

letzterer Methode friiher keine Rede yon den die F~ erffillenden Bahnkurven 

der eingliedrigen Gruppen gewesen, zu welcher die Kollineation gehSrt. Es ist 

1 Man sehe seine Arbeit ,Theorie des figures pr(~ectives sur une surface du second ordre% 
Math. Ann. 26 (I886), p. 247--274. Man vergleiche auch R. STURM, ))Die Gebilde ersten und 
zweiten Grades der Liniengeometrie in synthetischer Behandlung)~ II (i892) , p. 2o8--213. 
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aber eine unmittelbar evidente Tatsaehe, dass bei dieser dritten Methode die 

Kongruenz durch assoziierte Regelfl~tchen eben dieser Bahnkurven erzeugt wird. 

Bei der Kollineation gehen yon jeder Regelschur der T'~ je zwei Erzeugende 

in sich fiber. Legen wir diese Erzeugenden zu Grunde, so kSnnen wir die 

Gleichung tier F~ in der Gestalt (7 I) schreiben. Man sieht dann sogleich ein, 

dass bei der Kollineation sogar jede Fl~che des Bfischels (75) in sich fiberge- 

fiihrt werden muss. Es gibt allgemeiner eine zweigliedrige projektive Gruppe 

(77) x '  : y '  : z '  : w '  = c~flx : a y  : flz : w ,  

bei welcher die Fl~chen des Bfischels (75) invariant bleiben. Dieselbe enth~lt 

oo 1 eingliedrige Untergruppen. In der Tat bekommt man zu jedem die Bahn- 

kurven charakterisierenden Verh~ltniss n~ eine solche. Da die Gruppe (77) ffir 
31 

die Punkte  jeder Fl~che (75) transitiv ist, so muss dieselbe die auf einer solchen 

Fl~che gelegenen Bahnkurven einer beliebigen eingliedrigen Untergruppe in ein- 

under transitiv fiberfiihren. Dabei gehen offenbar auch die zu einem beliebigen 

Parameter  k gehSrenden assoziierten Regelfl~ichen in einander fiber. Wir  ver- 

stehen jetzt, dass der lnbegriff dieser Regelfl~chen eine Kongruenz bedeutet, 

deren Linien bei der Gruppe (77) transitiv in einander fibergehen. Von einer 

besonderen Linie dieser Kongruenz mfissen nun zwei Fl~chen des Biischels (75) 

beriihrt werden. Auf Grund der soeben besprochenen Transitivit~tseigenschaften 

schliessen wir hieraus unmitteibar, dass sh'mtliche L i n i e n  der Kongruenz  dieselben 

zwe i  Flh'chen des Biischels (75) beriihren mi~;ssen, dutch welche Eige~schaf t  die Kon-  

gruenz  als eine tIIRSTsche Kongruenz  charakleris iert  wird.  Offenbar geschieht 

dabei die Berfihrung nach den Bahnkurven der eingliedrigen Gruppe, indem die 

Berfihrungspunkte der Erzeugenden einer assoziierten Regelfl~che auf derselben 

Bahnkurve liegen. Im allgemeinen schneider eine assoziierte Regelfl~che eine 

Fl~che des Bfischels (75) nach je zwei Buhnkurven. Enth~tlt aber die Fl~che 

eine Doppelkurve der Regelfl~che, so vereinigen sich beide Bahnkurven in diese, 

indem dann jeder Schnittpunkt sowohl den Anfangspunkt als den Endpunkt 

einer Sehne bedeutet. 

Wir  betrachten jetzt eine beliebige tIIRsTsche Kongruenz, welche die Gruppe 

(77) zul~sst. Insbesondere wollen wir die Sehnen in Betracht nehmen, welche 

die Linien dieser Kongruenz aus einer beliebigen Fl~che des Bfischels (75) aus- 

schneiden. Es gibt eine bestimmte Operation (77), welche den Anfangspunkt in 

den Endpunkt jeder solchen Sehne fiberffihrt, und diese Operation gehSrt zu 



15bet die W-Kurven im dreidimensionalen Raume. 305 

einer gewissen e ing l i ed r igen  Gruppe. Es ist je tzt  evident,  dass die Kongruenz 

sich in Regelfl5chen zerlegen lffsst, welche in bezug auf  diejen~qen Bahnkurven der 

eingliedrigen Gruppe, wdche die F.e erfiillen, assoziiert sind. Nimmt man umge- 

kehrt diejenigen Bahnkurven einer beliebigen eingliedrigen Untergruppe yon (77), 

welehe eine beliebige Flffche (75) erfiillen, so erzeugen fiir einen beliebigen gegebenen 

Parameter k die in bezug auf diese Bahnkurven assoziierten Regelfld'chen eine Hirst- 

sche Kongruenz. Fine zweite Hirstsche Kongruenz erhd'lt man hieraus, wenn man 

y und z, d. h. die Rollen der Regelscharen der F.~, vertauscht. 

W i r  fixieren die ~uf der Flgehe (70 gelegene W-Kurve (72) mit  a = b - ~ I .  

Wir  wollen die beiden Fl~chen des Biisehels (75) bestimmen, welche durch die 

Erzeugenden der in bezug auf  diese Kurve assoziierten Regelfl~ehe mit  dem Pura- 

me~er k beriihrt  werden. Wir  br~uehen die Bereehnung nur  fiir die Verbindungs- 

linie der Kurvpunkte  mit  den Parumetern  t =  I und t = k  uuszufiihren. Fiir  die 

Punkte  dieser Linie haben wir 

x : y : z : w = t t + k  n,+ .... . t t + B ' ~ : t t  + k  "~ I ,  

wo tt frei beweglieh ist. Durch Einsetzung in (75) bekommen wir hieraus 

(78) (l~t ~ "~- ]cn~+n2)(I - -  Z) -t- ~ t ( I  -t- ~nlI-n~--Z(~n' Jr ~n~))=O. 

Soil nun (78) eine doppelte Wurzel  besitzen, so sieht man sogleieh, dass diese 

nur  tt = L k 2 sein kann.  Ftir die zugehSrigen L W e r t e  erh~lt m~n 

/ . , + n ~ \  U ~, +n~ - -  {*q+~b) 
/i k-T l k + T (79) )'1 

k ~ ? k  T k " + k  2 T 2  

Wie n~eh der vorigen Nummer  zu erw~rten ist, bekommt man fiir k---~ I ~2 "---> I 

und ~i--~ ( nl +n~ /~  �9 Dieses Result~t  bleibt giiltig, wenn wir als W-Kurve eine 
Uli -- ns/ 

beliebige Kurve des Systems (7 s) w~hlen. In  dieser Weise bekommen wir ein 

System yon Regelfl~chen, durch welche eine Hm~sTsehe Kongruenz mit  den 

Brennflitehen (79) erzeugt wird. Die andere Hm~sTsehe Kongruenz  mit  denselben 

Brennfi~iehen erh~lt man  hierans, indem nmn in (72) y mi t  z vertanscht .  

Benutz~ man ffir die Koordinaten einer geraden Linie die gewShnliehen 

Bezeichnungen 

39- -34472 .  Acta mathematica. 64. Impr im6  le 5 novembre  1934. 
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P l a  ~ X l W ~  - -  X ~ W ~ ;  P u s  - -  Y l Z ~  - -  y ~ Z ~ ,  . . . ,  

so bekommt man fiir die linearen Komplexe, welche die hier in Rede stehenden 

Hi~sTschen Kongruenzen enthalten, die Gleichungen 

(so) ( k  nl --- kn~)p14  T (k ~h+n2 - -  I)p~3 = O. 

Wie man sieht, liegen diese beiden Komplexe in Involution. 

2 7. Nach einer Bemerkung yon TH. I~EYE I hat  man in reeller }Iinsicht 

zwischen vier F~llen yon l~'2-Biischeln mit einem gemeinsamen windschiefen Vier- 

seit und also auch zwischen vier Arten yon Iti~STschen Kongruenzen zu unter- 

scheiden. Man hat n~mlich erstens drei F~lle, wo ein Fl~chenbiischel mit reellen 

Erzeugendenscharen ein gemeinsames windschiefes Vierseit besitzen kann. Die 

beiden Paare gegeniiberliegende Seiten k5nnen ja erstens beide reell, zweitens 

beide konjugiert imagin~tr, und drittens kann ein Paar reell und das andere kon- 

jugiert imagin~r sein. Der vierte Fall gehSrt zu Fl~chen ohne reelle Geraden- 

scharen; die Fl~chen des Biischels beriihren einander in zwei reellen Punkten, 

und das Vierseit besteht aus zwei Paaren konjugierter Linien, welche in diesen 

Punkten einander treffen. Wir wollen hier sogleich die Vervollst~ndigung ma- 

chen, dass die Fh'lle I und 3 in zwei Untelfh'lle zu zerlegen sind, indem bei reellen 

Linien der Kongruenz die BrennflSchen auch konjugiert imaginl9" sein kSnnen. 

Den ersten Fall erhalten wir, wenn wir in (75) x, y, z und w als reelle 

GrSssen voraussetzen. Fiir reelle W-Kurven ist in diesem Falle ~ eine reelle 

Zahl. Hat  man entweder k > o oder ]k I :  ~, so finder man, dass in ( 7 9 ) ~  

und ~.2 stets reell und > o sein miissen. Ffir k < o denken wir uns zuerst n~ 

und n~ als teilerfremde ganze Zahlen. i~Ian finder dann, dass Z~ und Z2 reell 

oder konjugiert imagln~r sein miissen, je nachdem nl und n 2 beide ungerade 

sind, oder eine yon denselben gerade ist. Diese Eigenschaft kSnnen wir sofort 

auf die verallgemeinerten reellen ausgezeichneten W-Kurven fiberfiihren. Bei 

Benutzung der Bezeichnungen der 5. Nummer kSnnen wir also behaupten, dass 

f i ir  k < o die BrennflSchen nur f i ir  die Hauptart (A,2) reell, f i ir (A~)und (A~) aber 

konjugiert imagiuh'r sind. Man entnimmt hieraus leich L dass, wenn die abwickel- 

baren Fl~chen einer Hi~sTschen Kongruenz zur Hauptar t  (A~) geh5ren, die Kon- 

, , W ~ B s R . F e s t s c h ~ i f t  ,, (Leipzig, I912), p. 283. 
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gruenz sich in assoziierte Regelfl~chen fiir sowohl k > o als k < o zerlegen l~sst, 

dass aber  bei (As) und (As) eine solche Zerlegung n u r  ffir k > o ausff ihrbar  ist. 1 

Gel ingt  anderersei ts  die Zerlegung einer  HI~sTschen Kongruenz  in Regelfl~chen, 

welche fiir k < o in bezug auf ein System yon W-Kurven,  die en tweder  zu (A1) 

oder  (As) gehSren, assoziiert  sind, so ist eine Zer legung der Kongruenz  in asso- 

ziierte Regelfl~chen fiir k > o nicht  m5glich. 

W e n n  die Brennfl~ichen konjug ie r t  imagin~r sind, so miissen die Linien 

der Kongruenz  jede Fl~iche des Bfisehels (75) in zwei ge t renn ten  r e e l l e n P u n k t e n  

schneiden. Sind aber  in (79) ~1 und  ~,~ reell, so hat  man keine reellen Schnit t-  

punkte  fiir das eine In te rva l l  zwischen ~1 und L2. Dieses In terval l  kann  weder 

)~ ~ o noch s ~ ~ enthal ten ,  da die /~'~ fiir diese L W e r t e  in Ebenenpaare  de- 

generieren,  welche reelle Schn i t tpunkte  mi t  den Lin ien  besitzen mfissen. Hier-  

aus ha t  man  die Folgerung,  dass im Falle y o n  reel len 2~ und ~,2 die Zeichen 

i ibereinst immen miissen. Das In te rva l l  zwischen ~ und  L2, fiir welches die Fl~- 

chen yon den Linien der  Kongruenz  in reellen P u n k t e n  nicht  getroffen werden,  

bezeichnen wir als das innere  Interval l .  Fiir k > o  ha t  man  sowohl ~l als ~ >  I, 

so dass die Fl~che (75) fiir ~ = I im ~usseren In terval le  mi t  reellen Sehnit t-  

punkten  liegt. Dies war  auch zu erwar~en, da wir  ja  bei der Erzeugung  der  

Kongruenz  yon assoziierten Regelfl~chen in bezug auf  W-Kurven,  welche auf  

dieser F~ liegen, ausgegangen  sind. Be t rach ten  wir anderersei ts  den Fall  k < o 

bei der H a u p t a r t  (A_~), so gil t  in (79) fiir ~1 und  ~., das Zeichen -- .  Es geniigt,  

wenn wir den Beweis fiir den Fal l  mi t  ganzzahligen Exponen ten  ausffihren. Man 

hat  dann n~ und n.2 als ungerade  Zahlen zu nehmen,  woraus folgt,  dass un te r  

den Zahlen n~ + n 2 und rt~-- n 2 eine gerade und  die andere  ungerad  e sein muss. 
2 2 

In  (79) bekommen mi th in  fiir sowohl ~1 als ~ der Z~hler und der Nenne r  ver- 

sehiedene Zeichen. Fiir I k ] = :  I muss dagegen die Fl~tehe (75) mi t  s ~ I im in- 

neren Interval le  liegen, da dieselbe in diesem Falle keine reellen Schn i t tpunk te  

mi t  den Linien der Kongruenz  hat.  Setzt  man  in (79) k--~ e ~ '~ ,  so ergibt  sich 

I + C O S T ~ ( ~ t  1 + ~2) 

I -+- e o s ~ x ( n  1 - -  n,2) 

1 Man  beach te  hier ,  dass ,  da  m a n  fiir die v e r a l l g e m e i n e r t e n  W - K u r v e n  die H~l f t en  ffir t >  o 

u n d  i < o in  drei ve r sch i edenen  W e i s e n  z u s a m m e n p a a r e n  kann ,  ffir d iese lbe  HInSTsche  K o n g r u e n z  
die abwickelba.ren Fli~chen zu  e iner  be l ieb igen  der  K l a s s e n  (A1) , (A2) oder (As) gehSren  kSnnen .  
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Man erh~lt hier~us 

~i~  ~ ( - ,  + .~) ~ ( . ,  + .~) COS ~ 
2 2 

s i ~  . ~  (~, - n,~)'  c o s ~  ~ (~, - n~) 
2 2 

Aus der Darstellung (8I) k~nn man unmittelbar den gewfinschten Schluss ziehen, 

dass unter den Gr5ssen Z~ und L~ eine > I und die andere < I sein muss. 

Aus den obigen Ausein~ndersetzungen l~sst sich schliessen, d~ss es keine 

HiRswsche Kongruenz mit reellen Linien gibt, ffir welche zwei F15chen (75) mit 

verschiedenen Zeichen fiir ~ die Brennfl~chen darstellen. Dies hat seine Er- 

klSrung darin, dass ffir ein solches Fl~chenpa~r die Beriihrungsebene in einem 

ausserhulb des gemeinsamen Vierseits gelegenen Punkte der einen Fl~iche die 

~ndere Fl~che immer in einem Kegelschnitte schneidet, fiir welchen der innere 

Bereich den Beriihrungspunkt der ~nderen Fl~che enth~ilt. Es l~sst sich diese 

Eigenschaft etwa. am Beispiele der beiden F15chen 

studieren. 

28. In den Rel~ionen (4), (5), (6) und (y) tier 3. Nummer huben wir Dar- 

stellungen fiir W-Kurven, welche den vier reellen F~llen entsprechen, die zu 

Anfang der vorigen Nummer hervorgehoben wurden. Insbesondere gehSrt (7) 

zu dem Falle, wo zwei gegeniiberliegende Seiten des windschiefen Vierseits reell 

und die beiden iibrigen konjugiert im~gin~r sind. Durch die beiden reellen 

Seiten wird jede F~ des Biischels (75) in zwei verschiedene Bereiche zerlegt, 

ebenso wie mun vier Bereiche erh~lt, wenn s~mtliche vier Seiten reell sind. In  

den noch iibrigen beiden F~llen d~gegen treffen die /~  des Biischels ein~nder 

entweder g~r nicht oder dieselben beriihren ein~nder in zwei Punkten, so d~ss 

eine Zerlegung der F~ in verschiedene Bereiche nicht stattfindet; die zu einer 

eingliedrigen reellen projektiven Gruppe gehSrenden Bahnkurven, welche die ~'~ 

erfiillen, bilden dementsprechend ein einziges zus~mmenh~tngendes System. An- 

ders in den beiden ersteren F~tllen, wo man fiir .]eden besonderen Bereich ein 

System yon B~hnkurven hat. Freilioh haben wir jedoch im ersten F~lle nach 

dem Beispiele der fiber~ll dicht ~uftretenden algebr~ischen W-Kurven die Exi- 

stenz der Bahnkurven im ~llgemeinen auf zwei verschiedene solche Bereiche er- 

streckt. Die Gleichung (7) bedeutet aber nie eine algebraische Kurve. 
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Die Gleichung einer beliebigen W-Kurve (7) kSnnen wir in die Gestalt 

(71) x: y :z: w = t ~ cos (log t): t ~ sin (log t): t -~ cos (log t): t -~ sin (log t) 

fiberfiihren. Diese Kurve liegt ~uf der F2 

X W  - -  ~ t Z  ~ O .  

Wollen wir in diesem F~lle fiir das F~-Biischel eine Gleichung in reeller Gestalt 

geben, so erhalten wir leicht hierfiir 

(750 x w - - y z  -- )~(xz + yw )~ -o .  

Wie vorhin hervorgehoben worden is~, liisst sich eine H1RSTSChe Kongruenz 

durch eine Projektivit~t bestimmen, welche die Fl~chen eines F~-Biischels in sich 

iiberfiihrt. Das Biischel hut dabei ein gemeinsames windschiefes Vierseit, und 

ffir die festlegung der Kongruenz bruucht m u n n u r  noch ein Puar entsprechender 

Punk~e bei der Projektivi~ii~ (d. h. eine Linie der Kongruenz) zu ]~ennen. Wenn 

diese zwei Punkte in ~ngrenzenden Bereichen der F,~ liegen, welche yon einander 

durch reelle Linien des windschiefen Vierseits ~bgegrenzt werden, so sieht man 

leicht, d~ss ~uf der Verbindungslinie durch die Fl~ichen des Biischels eine ellip- 

tische Involution ausgeschnitten wird. Die beiden Fl~tchen des Biischels, welche 

die Linie beriihrt, sind somit konjugiert imaging~r. In dieser einfachen Weise 

l~tsst sich beweisen, dass man in den beiden reellen FSllen, wo zwei oder vier reelte 

Linien des wi~dschiefen Vierseits existieren, Unte~fh'lle mit konjugiert imagin&'en 

BrennflScheu hat. 
Eine neue Methode, um eine HIRsTsche Kongruenz in Regelfl~ichen zu zer- 

legen, erh&lt man folgendernmssen. )/[~n nehme zu einer beliebigen eingliedrigen 

U~erg ruppe  yon (77) die auf einer Fs des Biischels (75) gelegenen Bahnkurven. 

Der ~us dieser F~ yon einer Linie der Kongruenz ~usgeschnittene Anf~ngspunkt 

wird durch eine gewisse in (77) eingehende Pro~ektivit~t jedesmal in den End- 

punkt iibergefiihrt. Diese Projektivit&t vertuuscht die oben besprochenen Bahm 

kurven unter einander. Die Zerf~lhng der Kongruenz in Regelfi~chen l~sst sich 

d~nn in solcher Weise ausfiihren, dass ~ls Leitkurven der Regelfl~chen je zwei 

ein~nder entsprechende B~hnkurven auftreten. D~ die eingliedrige Untergruppe 

beliebig war, so sieht man wohl in dieser Weise am klursten, in wie munnig- 

f~ltiger Weise die Zerfillung der Kongruenz in Regelfl&chen gelingt. 
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2 9. Nach R. STURM ist >~die Brennfl~che jeder reell-strahligen Kongruenz 

(2, 2) reell-punktig>~.l Diese Behauptung steht in Widerspruch mit unserem Resul- 

tare, dass es HIRSTsche Kongruenzen mit reellen Linien und nullteiliger Brenn- 

fl~tche gibt. In dem Beweise, den STCR~ ffir seinen Satz gegeben hat, entdeckt 

man aber leicht eine Liicke. Die Methode yon STU~M zielt zun~chst darauf die 

quadratische Kongruenz auf eine Fl~che 3. Ordnung abzubilden. Es gilt dies 

die bekannte Abbildung des linearen Komplexes auf den Punktraum, vermittelst 

welcher insbesondere S. L ~  hSchst merkwiirdige Resultate gewonnen hat. Eine 

quadratische Kongruenz ohne singul~re Linien geh5rt n~mlich stets zu einem 

linearen Komplexe, und die obige Abbildung derselben auf eine T'~ l~sst sich 

immer reell ausffihren, wenn die Kongruenz reelle Linien enth~lt. Ein auf der 

/~.~ gelegener Kegelschnitt spielt bei dieser Abbildung eine fundamentale Rolle. 

Die Brennfl~che der quadratischen Kongl:uenz wird n~mlich in die Kongruenz 

iibergefiihrt, welche durch die yon diesem Kegelschnitt ausgehenden und die /~3 

anderw~rts berfihrenden geraden Linien erzeugt wird. Nach STURM soll letztere 

Kongruenz immer reelle Linien enthalten. Wird dies zugegeben, so muss frei- 

lich auch die Brennfl~che der quadratischen Kongruenz reell sein. Die frag- 

liche Annahme begrfindet nun STUR~I in solcher Weise, dass er darzulegen sucht, 

dass durch einen beliebigen Punkt  des Kegelschnittes immer eine Ebene gelegt 

werden kann, welche die _F8 in einer einzfigigen C8 schneider; dies w~re auch 

hinreichend, weft bekanntlich yon jedem reellen Punkte einer einziigigen C~ stets 

zwei anderw~rts beriihrende reelle Tangenten ausgehen. ~un  gibt es aber eine 

zweiteilige Gattung yon kubischen Fl~ichen, welche durch drei reelle und zwSlf 

Paare yon punktierten ger~den Linien charakterisiert wird. Es ist n~mlich zu 

dem immer vorkommenden unpaaren Teile der I~ ein neuer paarer Tell hinzu- 

gekommen, der yon eine geraden Linie nur in o oder 2 Punkten getroffen wer- 

den kann. Die reellen Kegelschnittsysteme werden aus der /~  dutch Ebenen. 

biischel ausgeschnitten, welche als Achse eine yon den drei reellen Linien der 

/~'~ haben. Die in solcher Weise erhaltenen Kegelschnitte k5nnen entweder auf 

dem unpaaren oder paaren Teile der _F 3 liegen. ~Venn letzteres f i ir  den funda- 

mentalen Kegelschnitt eintrifft, so ist die F~ die Abbildung einer quadratischen 

Kongruenz mit reellen Linien, deren Brennflh'che nullteilig ist. 

Fiir die Hi~sTschen Kongruenzen sind die vier Doppelstrahlen des wind- 

schiefen Vierseits charakteristiseh. Diese Strahlen werden bei der obigen Ab- 

1 ,,Liniengeometrie,, II, p. t94. Doch gibt es, wie wir sparer gefunden haben, in ,)Linien- 
geomelrie,, III, p. 312 eine Berichtigung der obigen Aussagc. 
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bildung in Knotenpunkte  der T~ fibergeffihrt. In  den beiden F~llen, wo die 

vier Knotenpunkte  entweder s~m~lich reell oder zwei reell und die beiden fibri- 

gen konjugiert  imagin~r sind, bezeichnet die ~ den Ubergang yon einer zwei- 

teiligen zu einer einteiligen kubischen Fl~che, indem die F S zwei Teile enth~lt, 

welche nur  in den reellen Knotenpunkten mit einander zusammenhs Liegt 

dann der fundamentMe Kegelschnitt  auf dem.~enigen yon diesen Teilen, der yore 

paaren Typus isL so haben wir das Bild einer II1RsTschen Kongruenz mit reellen 

Linien und nullteiliger Brennfl~iche. In  diesem Zusammenhange erinnern wir 

daran, dass es nach RODENI3EI~G zwei Hauplfdlle yon zweiteiligen kubischen Flh" 

chen gibe, indem entweder s{imtliche Ebenen des SYLVESTE~schen Pentaeders reell 

oder zwei unter denselben kon]ugiert  imagins sein kSnnen. Im ersten Falle 

gibt es einen stetigen t lbergange zu einer 2~' S mit vier reellen Knotenpunkten 

und im zweiten zu einer Fa mit zwei reellen und zwei konjugier~ imagin~ren 

Knotenpunkten.  1 

In  seiner Aufzs der verschiedenen reellen Typen der K v ~ E ~ s c h e n  

Fl~che, d. h. der Brennfl~che einer quadratischen Kongruenz, hatte bereits K. 

RoRN unser obiges Resultat gefunden, dass die Brennfls einer reel]-strahligen 

Kongruenz nullteilig sein kann. ~ ROH~ ha~ in der Tat zwei Typen nullteiliger 

K u ~ E ~ s c h e r  Fl~chen gefunden. Dieselben unterscheiden sich von einander 

durch die Eigensch~ften der vier isolierten reellen Doppeltangenten, welche nach 

einem Satze yon H. G. ZEUTHEN jeder ebene Querschnitt  besitzen muss. Unter 

den sechszehn nach Kegelschnitten beriihrenden Ebenen kSnnen ngmlich ent- 

weder vier oder keine reell sein. Im ersten F~lle sind die vier isolierten Doppel- 

tangenten Spuren yon diesen Ebenen, und unter  den sechs quadratischen Kongru- 

enzen, welche die Fl~che als Brennfl~che haben, kann keine reell-strahlig sein. 

Im zweiten Falle dagegen gehSren die vier isolierten Doppeltangenten zu zwei reell- 

strahligen quadratischen Kongruenzen. 

3 0. Allgemeine Untersuchungen fiber Schliessungssdtze, zu denen man bei 

den HiRsTschen Kongruenzen kommt, hat  man y o n  Z E U T H E N .  S Hier  wollen wir 

nur den speziellen Fall in Betracht  nehmen, wo die Linien des geschlossenen 

Vielseits sukzessive aus einander durch dieselbe Projektivit~it hervorgehen. Die 

1 C. RODENBERG, ,,Zur Classification dcr Fliichen dritter Ordnung,,, Math. Ann. I4, (I879), 
p. 6o, 65. 

,,Die verschiedenen Gestalten der KUMMERschen Fliiche,, Math. Ann. I8 (I881), 13. 12o. 
Man sehe ausser der bereits zitierten Arbeit (Math. Ann. 26) ,,Lehrbuch der abzghlenden 

Methoden der Geometrie,, (I914), p. 268. 
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Ecken  sollen demen~sprechend auf  einer Fl~che des Biischels (75) l iegen und  die 

Seiten zwei andere  Fl~chen desselben Bfischels berfihren.  D a  ]k I =  I sein muss,  

so miissen, falls wir  reelle Seiten der  Po lygone  wiinschen, die B a h n k u r v e n  zu 

dem besonderen  Fal l  gehSren,  den wir im vor igen  Abschn i t t  behande l t  haben.  

Wiinsch~ m a n  die Gle ichung  in reel ler  Ges ta l t  zu geben,  so ist  demnach  (7~) 

durch  (48) zu ersetzen.  Fiir  das Bfischel (75) erh~l t  m a n  also hier  in reel ler  

Schreibweise  die Gle ichung  

(75,a) x ~ + w ~ -  ~(y~ + z ~ ) =  o. 

Man  sieht  leich~, dass bei endl ichen Schl iessnngss~tzen nj und  n 2 k o m m e n s u r a b e l  

sein miissen. W i r  kSnnen mi th in  n 1 und n.~ ganz und te i le r f remd annehmen .  
2~i~ 1 

Soll das Po lygon  r Sei ten besi~zen, so kSnnen wir k ~ e r setzen, wo • eine 

zu r t e i l e r f remde  ganze  Z~hl bedeu~et. L iegen  nun  die Ecken  des Po lygons  auf  

der Flgche (75,~) mi~ ~ = I ,  so erh~lt  m a n  u n m i t t e l b a r  aus (8I) die beiden Fl~,- 

chen, welche yon den Seiten ber i ihr t  werden.  Fiir  z = x~ ergibt  sich h ie rnach  
r 

(811) )~ = 
sine ~ ,  (-, + -~) cos~ ~ (::~ %;~! 

2 r  2 r  

sinT"27177ZZ ;-(2~jlT__~/f,2) ; Z.~. = C0S2 . . . . . . . . . . . .  :7~'2g 1 (7//1 "go)'_ 
2~" 2 r  

Es lassen sich hier  je nach  den MSglichkei ten yon geme insamen  Tei lern  

zwischen r und  einer der Zahlen nl,  n~, n~ + n 2 und  n, - -  n 2 mehre re  Fi~lle unter-  

scheiden. .Erstens kann  r Tei ler  yon  en tweder  nl oder  n~ sein. Man  erhiilt dann  

)~1 = ) ~  ~ ~. Die Ecken  eines Po lygons  lieg.en auf  einer  und derselben Erzeu- 

genden  der  F~, so dass m a n  als K a n t e n  Abschnit~e dieser  E r z e u g e n d e n b e k o m m t .  

Nach  dem Ende der  I8. N u m m e r  werden ja  auch in diesem Fal le  die assozi ier ten 

Regelf lgchen auf  die eine oder  andere  Rege l scha r  der  T'~ reduziert .  

Es sei zweitens r e i n  Teiler  yon en tweder  n 1 + n,~ oder  n~ - -  n 2. Dabe i  sind 

zwei MSglichkei ten in Be t r ach t  zu nehmen,  je n a c h d e m  2r  Tei ler  yon z~(n~ + n2) 

bzw. zt(nl--n.)~ ist  oder  n i c h t  Bei der  ers ten MSglichkei t  e rg ib t  sich ~ = o  bzw. 

~1-~ ~ und  bei der zweiten L, = o bzw. L, = ~ .  I m  Biischel (75~) bedeute t  nun  

i ~ = o  die Gerade  x = w - - - - o  und  ~ - - z r  die Gerade  y = z = o .  Eine von den 

BrennflSchen ist also in eine Brennh'nie ~ibergegangen, und die Polygone liegen in 

den Ebenen dutch die Brennlinie. Dass die ~ssozi ier ten Regelfl~tchen, welche die 
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K o n g r u e n z  erzeugen, fiir k ~ : I ( n  hier  - -  nl q- n~) bzw. k n*-n~- : I die obigen 

Geraden  als Lei t l inien besitzen, wurde i ibr igens berei ts  in der 8. N u m m e r  hervor-  

gehoben.  Fi ir  die andere  Brennfl~tche b e k o m m e n  wir eine endliche Anzahl  yon 

MSglichkeiten.  De r  P a r a m e t e r  h ffir dieselbe wird ja  aus (8I,) (als 2~ oder  he) 

bes t immt.  Man b e k o m m t  zweierlei Ausdr i icke fiir die mSgl ichen Zusammen-  

s tel lungen yon h~ und Z2, ngmlich 

_ i . h z  
(82) o,  c o s ~ h  ~ ,  ~ '  e~  ......... r 

r 

Dabei  soll die ganze Zahl  h zu r p r im sein. Fiir  r = 3  g ib t  (82) die LSsungen  

Ebenso finder m a n  fiir r - ~ 4  

und fiir r :  6 

I 
o, 4; cr - �9 

4 

I 
O,  2 ;  ~ ,  - 

2 

0 , 4 .  ~ , 3 .  
3 '  4 

Da  die Erse tzung  yon h durch  r - - h  keine A n d e r u n g  veranlasst ,  so erh~lt  m a n  

_ h ~  
in (82) ~( r )  verschiedene m5gliche W e r t e  fiir cos ~ - - .  

2 Y 

Dri t tcns  sei r Tei ler  yon keiner  der Zahlen n~, n~, n, + n2 und  n , -  us. Die  

K o n g r u e n z  ha t  dann i m m e r  zwei  wirkl iche Brennflh'chen. Fiir  r =  3 wird dieser  

Fall  n icht  ver t re ten ,  so dass also eine Brennfl{iche der  K o n g r u e n z  immer  in eine 

gerade  Linie degener ie ren  muss. F i i r r  = 4 ha t  man  die LSsung,  dass n~ (bzw. n2) 

ungerade  und ne (bzw. n,) durch  z aber  n ich t  durch  4 te i lbar  ist. Man  finder 

hierzu 

h,, Z~ : 3 + 2 1/2. 

Fiir  r - - 6  ha t  man  zun~chs t  drei MSglichkei ten.  Eine von den Zahlen ~/1 und  

n~ ist bei der ers ten durch  3 und  bei der zweiten durch 2 tei lbar,  die andere  

aber  soil zu 6 pr im sein. Bei der  dr i t ten  MSglichkei t  ist eine yon diesen Zahlen  

durch 3 und die andere  durch  2 tei lbar.  Fiir  die P a r a m e t e r  hi, 22 der  ]~renn- 

flgchen erhgl t  man  die W e r t e  

40-- -34472 .  Acta mathematlca,  64, I m p r i m ~  le 5 n o v e m b r e  1934. 
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I .  2a ) 2(2  + 1/-3) ; 22) 2 + 1 / 3 .  3) 7 + 4 1 / 3  -. ~) 3, ~ ,  -- ~ - - '  - -  

Is t  hier  r eine Primzahl ,  so miissen sowohl nl Ms n,~ zu r pr im sein. Fiir n~ 

hat  man  dann die Wah l  zwischen r - - I  Restklassen (mod r). I s t  diese W a h l  

getroffen,  so sind fiir  ne nu r  noch r - -  3 Restklassen zuli~ssig, d~ die Kombina-  

t ionen n~ + n~ ~ o zu vermeiden sin& Ver tausch t  man  nun  n~ mi t  n~, oder er- 

setzt man  n~ und n,~ durch  r - -  n 1 und r - -  n2, so wird offenbar in (811) das Para-  

mete rpaar  Z~, Z~ unge~ndert .  -In solcher Weise bekommt man, wenn r eine Prim- 

zahl ist, 

(83) ( r - -  I ) ( r - -  3) 
4 

Fldchenpaare im Biischel (75~), welche die Brennfldchen je zweier Hir~STschen Kon- 

gruenzen darstellen, wobei die Linien der Kongruenzen sich in geschlossene r-Seite 

zerlegeu, deren Ecken au f  einer bestimmten Fldche des Biischels liegen. Fiir  den 

Fall,  class r keine  Pr imzahl  ist, h~t  man einen en t sprechenden  Satz, wenn m~n 

sigh uuf  solche Vielseite beschr~nk~, fiir welehe n~ und n,~ zu r prim sind. 

Man hat  dabei nur  (83) durch 

(83,) ~ (~:)_ [~_ ( , ) .  2] 
4 

zu ersetzen. 

LSsungen Zl, Z~ 

Zum Schluss geben wir fiir r :  5 und  r ~  8 die beiden Paa re  von 

r = 5: i) 3__~_V-5- 7 - -  3 1/5 -. 2) 3 - -  ~ 5  7 + 3 1/5 - 
2 2 ' 2 2 

~-=8: ~) 2+_Vd; 2) z + l / ~  
2 

Bei diesen Unte r suchungen  fiber geschlossene r-Seite in den HiRsTschen 

Kongruenzen  hat  es sich erwiesen, dass die lV-Kurven, welche die Ecken ent- 

halten,  n icht  v511ig bestimm~ sind, indem man n 1 und  n2 beliebig nehmen kann,  

falls nur  gewisse Kongruenzbed ingungen  (mod I")erfi i l l t  werden. In  underen  

W o r t e n  bedeute t  dies, class die eingliedrige Gruppe,  welche die Projektivit~tt  yon 

der Per iode  r als Gin Elemen~ enthi~lt, sigh n icht  e indeut ig  bes t immen l~tsst. 

Dies h~ingt damit  zusammen,  dass das gemeinsame Viersei t  der Fl~chen (752), auf  
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denen die B a h n k u r v e n  liegen sollen, aus zwei Paa ren  konjugie r t  imagin~trer 

Linien besteht.  Es gibt  also keine Erzeugenden  der F~, welche ffir die Bahn- 

kurven uni ibers te igbar  sind. Eine gewisse Projekt ivi tKt  bes t immt auf  einer  F~ 

zwei entsprechende Punkte ,  aber man erhKlt unbegrenzt  viele diese P u n k t e  ver- 

b indenden Bahnkurven,  und die u  dieser Bahnkurven  l~sst sich 

auf  UmlKufe nach dem einen oder anderen  Erzeugendensys teme reduzieren.  

3 I. Mit  den HIRSTsChen Kongruenzen  sind aber  die quadra t i schen  W- 

Kongruenzen  noch nicht  erschSpft,  indem man auch solche erhal ten  kann,  welche 

einen Kegel  2. Grades als Brennfl~che und  einen diesen Kegel  doppel t  beriihren- 

den Kegelschni t t  als Brennkurve  besitzen. Bei verschiedenen Bedingungen  kann 

eine W-Kurve (9) ~uf einem K~ liegen, wie ftir 2 n  1 ~ n + ~7~; n = 2  n~; n = 2  n~; 

n~ = 2 ~2,z, Diese F~lle lassen sich iibrigens durch Xnderung  der Beze ichnungen 

auf e inander  zuriickfiihren. Wir  wollen letztere so w~hlen, dass man als Gle ichung 

des Kegels  

xz--y~=o 

bekommt.  Die Gleichung der W-Kurve l~tsst sich dann  auf die Gesta l t  

(84) X : y : Z : '~l) = t 2 ~'~+'''-' : t ~+~ '~  : t ~e : I 

bringen. Da man offenbar den Exponen ten  einen Proport ionuli t~t tsfaktor  hinzu- 

fiigen kann,  so ist hier das Verh~ltniss r~ die einzige wesentl iche Kons tan te .  I s t  

dieses Verh~ltniss rat ional ,  so haben wir  eine algebraische Kurve,  und wir k5nnen  

fiir v,z und v 1 zwei ganze te i ler f remde Zahlen w~hlen. I s t  dabei v2 > o, so kSnnen 

wir auch v~ und  vl > o annehmen.  Die Kurve  ist dunn yon der Ordnung  2 v 1 + ~  

und geht  durch die Spitze des Kegels. Letz teres  t r i f f t  auch zu, wenn die Zeichen 

fiir r,2 und  vl verschieden sind und  ]~21>1 2vl];  in diesem Falle ha t  man  Ivy] 

als Ordnung  der Kurve.  I s t  dagegen bei verschiedenen Zeichen ] v e I < [ z  ~ ], s o  

geht  die Kurve  nicht  durch die Spitze des Kegels,  und  man  erh~ilt z ] ~ ]  als 

Ordnung  der Kurve.  

Auf  demselben K,2 wie die Kurve  (84) l iegt  jede W-Kurve  der Schar  

(85) x : y : z : w =- t 2~1+~ : c t ~,+~'~ : c ~ t~: I, 
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und wir kSnnen durch eine leichte Trans format ion  die Gleichung einer beliebigen 

yon  diesen Kurven  auf  die Gesta l t  (84) iiberfiihren. Nach  den Ausf i ihrungen in 

der 8. N u m m e r  sehen wir leicht, dass fiir einen beliebigen Pa rame te r  k die 

Erzeugenden  einer  in bezug auf  die Kurve  (84)assozi ier te  Regelflgche einen 

gewissen Kegel  des Biischels 

x z  - -  ~ y ~  = o 

beriihren, und die Ebene w = o in einem gewissen Kegelschni t t  des Biischels 

x z  - -  t r y  ~ ~ -  0 

treffen, und man finder sofort,  dass diese Eigenschaf t  noch ffir jede Kurve  der 

Schar  (85) giiltig bleibt. In  dieser Weise erhal ten wir eine quadrat ische Kon- 

gruenz,  deren Brennflgchen sich reduzier t  haben,  und zwar die eine auf  einen 

K, 2 und die andere auf  einen diesen Ks doppel t  ber i ihrenden Kegelschni t t .  1 

H ie r  wollen wir die Berechnungen nur  fiir k = I, d. h. fiir die Tangen ten  

der Kurve  (84), ausfi ihren.  Fi ir  die Gle ichung einer Tangen te  bekommen wi t  

das System 

X~ y~ Z~ "W 

0 , 'V 1 t ~*+''~ , 2 V 1 t ~'-', 2 V 1 q-  'V,~ 

- -  O. 

Die Bes t immung  des Schni t tpunktes  mi t  

Gle ichungen 

(v, + ~2) x - -  (2 v, + "2) t", y - -  o; 

der Ebene w =  o erfolgt  durch  die 

~ Y --  (~1 + ~) t ~1 z = o. 

Derselbe l iegt  also auf  dem Kegelschni t te  

( 8 6 )  ( , 1  + " - -  o .  

1 I n  e inem spezie l len  F a l l e  rf icken die be iden  B e r f i h r u n g s p u n k t e  z u s a m m e n ,  so dass  m a n  vier  
au f  e inande r  fo lgende  g e m e i n s a m e  P u n k t e  erh~l$. :Noch spezie l ler  i s t  der  Fal l ,  wo der K e g e l s c h n i t t  

du rch  die Spi tze  des  Kege l s  geht ,  do r t s e l b s t  e ine E r z e u g c n d e  ber i ih r t  und  dabei  in der  Ber f ih rungs -  
ebene  des  Kege l s  l iegt .  
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Be t rach ten  wir umgekehr t  die Brennkurve  (86) als gegeben,  so kSnnen wir 

den P a r a m e t e r  r.~ = u  fiir die zur Kongruenz  gehSrenden W-Kurven (85) be- 

st immen. W i r  bekommen hierffir  

U(U "-I- 2)--[d,(~r q- I ) 2 - ~ - ( I  - - f t ) ( U  -~ I) 2 -  I = O .  

Als LSsung dieser Gleichung ergibt  sieh 

u , ,  u2 = - -  I • ~ �9 

Den Wurze ln  ul, u.2 entsprechen zwef verschiedeue quadratische Kongruenzen, welche 

fibrigens aus e inander  durch Ver tausehung  yon x und z hervorgehen.  Fiir  # ~ I  

werden die Wurze ln  u~, u2 konjug ie r t  imagin~tr. In  diesem Falle erh~lt  man eine 

reelle Darstel lung,  indem man in (84) sowohl x und z als ~,z und ~ + 2 ~ kon- 

jug ie r t  imagin~r  annimmt.  Erse tzen wir  e twa x und  z durch  x +_ iz  sowie v2 

und v~ + z'~L durch r T i, so ergib~ sich als reelle Gle ichung einer  W-Kurve 

(84,) x : y : z : w -~ t ~ cos (log t): t ~ : t ~ sin (log t) : I. 

In  dieser Gestal t  sind die reellen W-Kurven n icht  mehr  a lgebraisehen K u r v e n  

{thnlich. Dieselben ver laufen in unbegrenz t  vielen Umg~ngen  um den Kegel  

x ~ + z ~ - y ' ~ : o .  

Fiir t - -*o  und t--* ~ n~hern die Wind lungen  sich unbegrenz t  en tweder  der 

Kegelspi tze  oder  der  gegeni iber l iegenden Ebene  w ~ o. Ob die eine oder  andere  

MSglichkeit  eintrifft ,  wird durch  das Zeichen yon v entschieden.  

Die in dieser N u m m e r  be t rachfe te  quadrat ische Kongruenz  untersche ide t  

sieh yon den Hi~sTschen Kongruenzen  auch dadurch,  dass dieselbe zu keinem 

l inearen Komplexe  gehSrt.  Diese Kongruenz  t r i t t  als Glied in e inem al lgemeinen 

System yon Kongruenzen  auf, welches yon STURM in seiner Monographie  be- 

hande l t  wird; die besonderen Kongruenzen  des Systems haben zwar noeh die 

Ordnung  zwei, unterscheiden sich aber  du tch  die Klasse, welche beliebig sein 

kann. Die Linien tier Kongruenz  umhii l len stets einen Kege l  2. Grades,  die 

Brennkurven  aber  var i ieren ' .  

1 STUR.~[, ,,Linie~geomelr~e,, II ,  p. 335. 
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w  

H~Jbere l~-Kongruenzen. 

32. In diesem Abschnitte wollen wir hauptsgchlich einen allgemeinen Typus 

von W-R'ongruenzen betrachten, unter denen die Hi~STschen Kongruenzen nur 

einen speziellen Fall bedeuten. Wir nehmen dabei unseren Ausgangspunkt yon 

einer Fliiche 

(87) x ~w ~ - y  ~ z ~ = o  ( p +  q = , ~ + , ) .  

Es seien p, q, r und s kommensurabel und > o. Wit  kSnnen dana die Exponenten 

als ganze Zahlen ohne einen allen vier gemeinsamen Faktor voraussetzen. Es 

ist auch erlaubt p ~ r ~ s ~ q anzunehmen. Man sieht leicht ein, dass hier neben 

(87) als ErgEnzung 

( 87 l )  x P  - -  y r  z~ w q  - ~  o ( p  = r + s + q; p > r >= s >= q > o)  

zu stellen ist. 

Jede Flgche yon den Typen (87) und (87~) besitzt eine zweigliedrige Gruppe 

yon projektiven Transformationen in sich. Wenn wir die Bedingung daffir auf- 

suchen, dass eine Operation 

(88) x':y':z':w' = a x : f l y : T z : & v  

zu dieser Gruppe gehSrt, so erhalten wir 

(89) aP 3q -- flrys --- O 

bzw. 

( 8 9 0  a*' - -  fl~ 7 ~ ~q = o .  

Die Operation ist mithin durch den Punkt  der Flgehe (87) bzw. (87~) eharakteri- 

siert, in welchen der Einheitspunkt iibergefiihrt wird. Es leuchtet noch ein, dass 

bei der zweigliedrigen Gruppe jede Fl~iche des Btischels 

(90) x p w q  _ ~ y r  zs  ~ 0 

bzw. 

(9ol) xV - -  ;t y~ z ~ w q = o 

in sich iibergehk 
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Suchen wir  in e inem P u n k t e  xl, y~, zl, w~ die Ber i ih rungsebene  einer Fl~che 

(90) oder  (9o~) so e rha l ten  wir  

bzw. 

x p - - + q - - - -  
x l  

w y z 
r - -  - - 8 - - ~ 0  

wl Yl zl 

x r u z w 
P - - - -  - - 8 - -  q ~ O .  

X 1 y :  Z: W 1 

Ident i f iz ieren wir  diese Gle ichungen  mi t  

~ x  + v y  + ~z  + c o w = o ,  

so bekommen  wir  die Gle ichungen  der Biischel in Ebenenkoord ina ten ,  und  zwar  

in den Ges ta l t en  

bzw. 
p p q q ~ s  _ ( _  i)p+q~rr Ss~po3q = 0 

p ~  v~ ~ ~o ~ - -  ( -  ~ )~ X rr s" q~ ~P = O. 

Die  B~Tschel (90) und (901)  si~d son, i t  zu sich selbst rez~p?'o]~l;  u~d die yon uns 

betrachteten W-FIKchen haben Ordnung und Klasse gleich. 

33. I n  reeller Hins icht  haben  wir  hier  drei verschiedene F~lle. I m  ers ten  

Fal le  sind in tier vor igen N u m m e r  s~mtl iche vier GrSssen x, y, z, w reell, im 

zweiten Falle sind zwei un te r  denselben reel l  und  die beiden i ibr igen kon jug i e r t  

imagin~r ,  im dr i t t en  Fal le  endlich ha t  m a n  zwei Paa re  yon konjt~giert  imagin~ren  

GrSssen. I n  den beiden le tz teren F~llen sind Bed ingungen  fiir die vier  Expo- 

nen ten  zu erfiillen. De r  dr i t te  reelle Fal l  kann  nur  in (87) , n ich t  uber  in (871), 

v o r k o m m e n  und e r forder t  p -  r, q ~ s. W e n n  wir  bzw. fiir x, y und z, w P a a r e  

yon kon jug ie r t  imagin~ren  GrSssen einfiihren, kSnnen wir  der Gle ichung die 

Ges ta l t  

(9 I) (x -~ iy)P (z ~- iw)q ~- (x - -  i y)p (z - -  dw)q : o 

geben. Der  zweite Fal l  l~sst sich sowohl bei (87) als bei (871)vertreten.  I n  (87) 

ha t  m a n  hierff ir  die Bed ingung  r ~  s. Erse tz t  m a n  dann  y, z du tch  y • i z ,  so 

b e k o m m t  man  die Gle ichung 

( 9 2  ) X p W q - -  (V 2 "~- Z2) r : O. 

1 E i n e  E b e n e  be r t ih r~  a l s o  n u r  eine  Fl~iche d e s  B t i s che l s .  
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In  (871) gibt  es hier  die beiden MSgliehkeiten r - - s  oder  q - - s .  

Gleichung in reelle Gestal t  i iberfiihren, so erhal ten  wir 

(921) 

Diesen 

Kurven,  

Wolien wir die 

x P  - -  (y~ + z~) r w~ = o; x~' -- y~ (z ~ + w'~) ~ = o. 

drei FSllen entsprechen offenbar die drei Hauptk lassen  yon reellen W- 

welche wir in der 2. N u m m e r  eingefi ihrf  haben.  Wir  bemerken noeh, 

dass die M5glichkeit ,  dass in (87)x ,  w u n d  y, z kon jug ie r t  imagin~tre Paa re  

bedeuten,  hier  ausgeschlossen ist, da dieselbe uuf p = q  = r----s ~ I, also auf  

Hi•swsche Kongruenzen ,  f i ihren wiirde 1. 

In si~mtlichen Fi~llen gib~ es fiir j eden  reellen P u n k t  der Fl~iche, der in 

keiner  Koord ina tenebene  liegt, eine reelle Opera t ion  (88), welche den Einheits-  

punkg in diesen P u n k t  iiberfiihrt.  Hieraus  fo lger t  man, class, wenn yon den 

Pu nk t e n  in d e n  Koord ina tenebenen  abgesehen wird, die Fl~tche engweder nu r  

hyperbolisehe oder  nur  elliptische Punk t e  enth~ilt. Man finder ja  auch leicht  

direkt,  dass die parabolische Kurve  nur  in den Koord ina t enebenen  ver t re ten  wird. 

D~ (91 ) offenbar eine Regelfl~iche mit  den Lei t l in ien x ~ y  ~ o und z = w ~ o 

bedeutet ,  so kSnnen im dr i t t en  Falle  nu r  hyperbol ische P u n k t e  vorkommen.  

In  nicht  homogener  Schreibweise kann m~n die Fl~chen (92) und (921) als Urn- 

drehungsfl~chen deuten.  M~n finder leicht, dass fiir (92) die Meridiankurve  in 

der Rich tung  nach der Umdrehungsaxe  konkav, fiir (92~) dagegen konvex sein 

muss. Hieraus  schliesst man, dass im zweiten ree l l en  Falle sowohl Fl:,ichen mit  

hyperbol ischen als solche mit  el l iptischen P u n k t e n  auf t re ten,  indem die P u n k t e  

yon (92) elliptisch, diejenigen aber yon (921) hyperbol isch sin& 

Nich t  so unmi t te lbar  evident  erseheint  die Sache im ersten Falle. I m m e r  

h~t man die Methode,  dass man  untersucht ,  ob die Schni t tkurve  der Beriihrungs- 

ebene im Einhei tspunkte ,  dortselbst  einen gewShnlichen Doppelpunkt  oder  einen 

isolierten P u n k t  besitzt. Man kann  aber aueh, da hier  nur  reelie Gr5ssen in 

Be t rach t  genommen werden, verallgemei~mrte W-Fl~chen einfiihren, so class in 

(87) und (87~) die Exponen ten  p, q, r~ s stet ig wr i i e r en  kSnnen, wie es in der 5. 

N umm e r  fiir die W-Kurven entwickelt  wurde. Bei solcher s tet iger  Var ia t ion 

muss der Ubergang  yon hyperbol isehen zu el l ipt ischen P u n k t en  durch eine 

Zwisehenstufe mi t  parabol ischen Punk t en  vermi t te l t  werden. Le tz te re r  Fall  t r i t t  

uber h ier  nur  ein, wenn einer  der Exponen ten  verschwindet  (d. h. q = o), wobei 

die FSiehe in einen Kegel  iibergeht.  Hie raus  l~sst sich schliessen, dass der 

W e n n  wir  we i t e rh i n  in  dieser  Arbe i t  von  )4~-Fliichen sp rechen ,  so m e i n e n  wir  F l~chen  yon 
e inem der h ier  a n g e g c b e n e n  T ypen ,  doch ge lcgen t l i ch  m i t  E r w e i t e r u n g  auf  t r a n s z e n d e n t e  Fi~lle. 
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Typus (87) oder (87~) dafiir entscheidend ist, ob die Fl~iche hyperbolische oder 

elliptische Punkte enth~lt. Man finder, dass die Punkte der Fl~chen vom Typus 

(87) hyperbolisch sind, da unter diesen Fl~ichen Regelfl~chen auftreten. Anderer- 

seits sind die Punkte der Fl~chen (87,) elliptisch, wie man etwa am Beispiele 

x 3 --- y z .w  

best~igen kann, welche, wenn man yon den drei geraden Linien in der Ebene 

x = o m i t  par~tbolischen Punkten absieht, lauter elliptische Punkte enthiilt. 

Wenn ~ a n  die Exponenten > o annimmt, enthalten also die Eldchen (87), 

(9I) und (92,) hyperbolische Punkte, die Fldchen (87t) und (92) dagegen elliptische 

Punkte ~. 

34. Durch die zweigliedrige Gruppe (88)wird eine gerade Linie in ~2  

verschiedene Lagen iibergefiihrt. In solcher Weise l~isst sich der Linienraum in 

~ W-Kongruenzen zerlegen. Fiir diese Kongruenzen treten als Brennfl~chen 

je zwei Fl~chen des Biischels (90) bzw. (90,)auf.  Da dieses Biischel zu sich 

selbst reziprok ist, so sind Ordnung und Klasse tier Kongruenzen gleich. Um 

die Klasse zu bestimmen, hat man zu untersuchen, wie viele Linien einer Kon- 

gruenz in einer beliebig gegebenen Ebene 

ex  + e,w + f y  + f l z = o  

liegen. Eine Linie der Kongruenz sei 

y : Q x  + aw; z ~ Q l x  + atw. 

Durch (88) erhalten wir hieraus als die allgemeine Linie 

fly ~ e ~ x  + ~aw; 7z ~- c~Q~x + da~w. 

Fiihren wir diese Ausdriicke fiir y und z in die Gleichung der Ebene ein, so 

bekommen wir 

[~Te .3[- r  A c ~ f l  Q1)I X _~ [~])2 e 1 .+ (~ (~]fo" -~ /~f l  (~1)] w = 0 .  

Da das linke Glied hier identisch verschwinden soll, so erhalten wir die Be- 

dingungen 

1 V e r m u t l i c h  ex is t ie r t  m i t  A u s n a h m e  der  Fli~che (871) bei  u n g e r a d e m  p ke ine  reel le  Fli iche 
yon unge rade r  Ordnung ,  die ke ine  hype rbo l i sche  P u n k t e  enth~I t .  

41--34472. Acta mathematica. 64. lmp~im6 le 5 novembre 1934. 
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7e + a(TfQ + f l A 0 1 ) - - o ;  

+ ( r f  G = o .  

t t i e raus  kSnnen wir die Ausdriicke ffir a und (i in (89) bzw. (89,)einf i ihren,  und 

es ergibt  sich so als endgiil t ige Bedingung fiir das Verhgl tnis  fl- 
7 

(93) eP eq fls 7r __ (__ I)P+ q ( r f  e + flfl  el) p ( r f  O" -~- flfl  (~1) q = 0 

bzw. 

(931) eP fl~7 " (Tf  a + flfl  a,)q --  (-- I)P+q el q (Tf(~ + flf~ Q1)v- o. 

Als Ordnung und Klasse der Ko~gruenz bekommt man hiernach p + q bzw. p. Die 

W-Fldchen und die zugeh&'igen W-Kongruenzen, welche wi t  hier behandeln, haben 

mithin dieselbe Ordnung und Klasse. 

Dass die Anzahl  der F l ~ c h e n  eines Biischels (90) oder (9Ol), welche yon einer  

geraden Linie beri ihrt  werden, zwei ist, li~sst sich leicht  bestiitigen. Die Schnit t -  

punkte  der Linie mi~ den Fliichen des Biischels sind Elemente  in einer  Involu- 

t ion yore Grade p + q bzw. p. Nun  wird zwar diese Involu t ion  2(p  + q - -  I) 

bzw. 2 ( p -  I) Doppe lpunkte  besitzen. Un te r  diesen Doppe lpunkfen  geh/Srt aber  

eine Anzahl  von p - -  I + q - -  I + r --  I + s - -  I ,  alSO 2 (p + q - -  2) bzw. 2 ( p - -  2), 

zu den P a r a m e t e r w e r t e n  ;~= 0 und ~ - -  o~. Es bleiben mi th in  nur  noch zwei 

Doppe lpunk te  iibrig, welche zu zwei W-Flgehen gehSren, die yon der Linie  be- 

r i ihr t  werden. W e n n  die Linie vermit te ls t  der zweigl iedrigen Gruppe  in andere  

Lagen  versetzt  wird, so bleibt diese Ber i ihrung offenbar bestehen,  und die frag- 

l ichen beiden W-Flitehen sind also die Brennfl~chen der dabei e rzeugten  Kon- 

gruenz.  

35. Es gilt  j e tz t  die Frage,  wie viele verschiedene Kongruenzen zwei be- 

stimmte Fldchen yon einem der Biischel (90) oder (9o l ) a l s  Brennfldchen habem 

Die fragl iche A n z a h l ' m u s s  offenbar mit  der Klasse eines ebenen Querschni t ts ,  

also mit  dem Range  einer  der Brennflgchen i ibereinst immen.  In  der Tat,  yon 

einem P unk t e  der einen Fl~tche muss zu jeder  Kongruenz  je eine Linie aus- 

gehen. Diese Linien l iegen in der Beri ihrungsebene und sind Tangen ten  der 

anderen  Flgche.  

Bei einem al lgemeinen Querschni t te  einer  Fliiche (9o) sind vier singuliire 

Punk t e  zu untersuchen,  niimlich die Schn i t tpunkte  der Ebenen  x = o und  w : o  
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mi t  den Ebenen  y = o und  z = o. I t a n d e l t  es sich dagegen  u m  eine Fl~iehe 

(9Ol) , so ha t  m a n  in den S c h n i t t p u n k t e n  der Ebene  x : o m i t  y : o, z ~ o und 

w = o drei s ingulgre Punk te .  U m  die Klasse  des Querschni t t s  zu b e s t i m m e n ,  

sind die ~qu iva len te  dieser  P u n k t e  in gewShnl ichen D o p p e l p u n k t e n  und Spi tzen 

zu ermit te ln .  Es geniig~ durch  ein Beispiel  zu beleuchten,  wie dies ausge- 

ff ihrt  wird. W i r  be t rach ten  fiir e inen Querschni t t  yon (87)den  Punk~ x = y = o .  

Bei n icht  homogene r  Dar s t e l lung  kSnnen wir  z durch  I ersetzen.  Es ist  dann  

w ein l ineare r  Ausdruck  in x und  y, der  fiir x = y = o  nicht  verschwindet .  

H i e r m i t  ist die Gle ichung  der  K u r v e  auf  die Ges ta l t  

y r _ _ x  p ( a  ~ + al  x _ k  a~y) q = O  

gebracht .  Es sei r 1 

lente des Punk~es x = y - ~ - o  in D o p p e l p u n k t e n  

nach bekann ten  Fo rme ln  yon CAYLEY bes t immen.  

hat man 

der grSsste gemeinsame  Teiler  von r u n d  p. Die ~qu iva -  

und  Spi tzen lassen sich nun  

Fiir  die Anzahl  der  Spi tzen 

r 1 - - -  I ~ I "  - -  I "  1 . 

Als ~qu iva len te  in D o p p e l p u n k t e n  b e k o m m t  man ,  wenn  m a n  jeden der r 1 

Zweige fiir sich be t r ach t e t  

- - -  - -  I - -  3 = - -  ( r  - -  r l ) ( _ ~ )  - -  3 ~ ' 1 ) .  
2 2 r I 

D a  diese Zweige 

noch 

Doppe lpunk te .  

gemeinsame  P u n k t e  init e inander  haben,  so k o m m e n  hierzu 

r ~ ( r , - -  I) r p _ q - I  

2 r I r I 2 r I 
r p  

W i r  bezeichnen noch mi t  sl, ql, q.~ und qa bzw. die grSssten geme insamen  

Tei ler  yon s und p,  q und  r, q und s und q und  p. Fiir  e inen Querschni t t  

e iner  F]gche (90) e rha l ten  wir dann  die ~qu iva l en t enzah l  z in Spi tzen 

x ~ -  r - -  r l  + 8 - - 8 1  Ac q - - q 1  + q - -  q~ = P + 3 q - - r 1  - -  sl  - -  ql - -  q~. 

Es erg ib t  sich wel ter  fiir die Aquiva len tenzahl  6 in D o p p e l p u n k t e n  



324 A. Wiman. 

l~ "-- L (,. __ r l  ) ( jo - -  3 r l )  -~- r l - - - - - - I  r p  + _ _ I  (8 - -  81)(/'~) --- 3 s l )  + ,9, - -  x 
2 F 1 2 r 1 2 81 2 81 

s p +  

I I 
+ - - ( q  - -  ql)( r -  3ql) + q l - -  I q r  + - - ( q  - -  q~)(s  - -  3q2) + q 2 - -  I q s  = 

2 ql 2 q~ 2 q~ 2 q,2 

_ 3 - - ( P  + q)2(r + 8 ) _ . ( p  + 2r  + 28 + 3q) + 2 (rl + 81 + ql + q~)= 

_ ( p  + q)~ 3 (3 p + 5 q) + ~ (,'1 + 8, + q, + q,~). 

Benutzen  wir  jetz~ die F o rm e l  

I 

fiir das Geschlecht  P einer Kurve ,  wo die Ordnung  n hier  - - p  + q ist, so be- 

k o m m e n  wir  

�9 I 
(94 )  P = p -{- q -~- I - - -  ( r  I -{- 81 -~- q l  "~- q2).  

2 2 

Fiir  die Klasse  k der  K u r v e  haben  wir  die Fo rme l  

k =  2(n + P -  I ) - z .  

I m  hier  be t r ach t e t en  Falle e rg ib t  sich hieraus  

(95) k : 2 p .  

B e t r a c h t e n  wir  andererse i t s  e inen Querschnit~ einer Fl~che (9oa), so e rg ib t  

sich in g le icher  Weise  

z ~ r - - r l  + s - - s  1 + q - - q s ~ p - - r l - - s l - - q s .  

Man  erh~l t  wei ter  als ~qu iva l en t e  in D o p p e l p u n k t e n  

( ~ =  I ( r - -  r l ) ( P - - 3  ~'1) + r l - - I  
2 r 1 2 r 1 

I 
, ' p  + - - -  (s - -  s l)  ( p  - -  3 s l)  + 

2 81 

- -  I + ~ ' ~  ~ ~p + ~ q  (q - q.~)(p - 3 q~) +q~-~q. q p =  

3 / 
- -  2 - -  3 P + ---2 ( r l  "~ 81 + q])"  
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Fiir das Gesehleeht P ergibt sich jetzt 

(941) P ~P q- I - -  - ("1 "~- 81 "{- q$).  
2 2 

Als Endresultat finder man denselben Ausdruck fiir die Klasse wie in (95). 

E s  g i b t  m i t h i n  i r n m e r  z p W - K o n g r u e n z e n ,  w e l c h e  z w e i  be l i eb ig  gegebene  W -  

l" lh 'chen  (90) oder  (9ol)"als B r e n n f l h ' c h e n  bes i t z en .  

36. Damit eine W-Kurve 

(96) x : y : z : w = t " : t '~, : t ~ : I 

auf der Flgche (87) (oder (87~)) liegen soll, muss fiir die Exponenten die Be- 

dingung 

(97) p n  = r n  i + sn~ 

gelten. Dabei kSnnen natiirlich die Zeichen yon ~, n 1 und n~ verschieden sein. 

Dutch die Operationen (88) der zweigliedrigen Gruppe wird (95) in andere La- 

gen iibergefiihr~, so dass die ganze Flgehe iibergedeckt wird, und fiir eine ein- 

gliedrige Untergruppe sind die Kurven des so erhaltenen Systems die Bahn- 

kurven. 

Als Gleichung der Schmiegungsebene der Kurve (95) bekommen wir 

,,1 ~ (-1 - .~)  x - . . ~  (1 ,  - .~ )  t~--n' V + 
(98) 

+ - - ~  ( -  - 1,1) t " - ~  ~ - ( . -  . ~ ) ( .  - - 1 ) ( . ~  - - , )  t " ~  = o .  

Fiir die Beriihrungsebene der Flgche im Kurvpunkte haben wir die Gleichung 

(99) P 
x r y  s z  

Xl Yl ~i 
+ q w  =-_ P x - -  r t n-  nl y _ s t n - '~  z +_ q t" w = o. 

Wl 

Fiir das letzte Glied gilt dabei das Zeichen + oder -- ,  je nachdem es sich um 

die Fliiche (87) oder (871) handelt. Man sieht unmittelbar ein, dass d i e  a s y m p t o -  

t i s c h e n  K u r v e n  dieser Fliichen eingliedrige Gruppen gestatten miissen. Dieselben 

sind also W-Kurven. Ihre Bestimmung erfolgt dadureh, dass man die Gleichungen 

(98) und (99) identii{ziert, da bekanntlich die Schmiegungsebene einer asympto- 

t i schen Kurve mit der Beriihrungsebene der Fli*che zusammenfgllt. Man erhiilt 

in solcher Weise die Bedingungen 
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( IOO) P r __ - -  8 __ + (/ 
Ttl 122 ("1 - -  Tt2) ~ q 2  (12 - -  "2)  /~t$ I (Tt --- ~/21) (Tb - -  112)(9~ - -  ~ / ] ) ( ' 1  - -  J?2) 

Unter diesen Bedingungen ist aber nur eine neu, da sich zwei auf 

p + q = r + s; p n  ~ r n  i + srt, 2 

reduzieren lassen. Die hinzukommende Bedingung kSnnen wir schreiben 

(n --  n~)(n -- ,~.~) T q n ~  - - o .  

In  letzter Instanz li~sst sich die Fruge auf die Relation 

s (p - -  s) n:~ + r (p - -  r) n ~, - -  [rs + (p  - -  s ) (p  - -  1") +_ pq] n~n~ ~- o 

fiir nA zuriickftihren. Der Koeffizient fiir n~n,2 liisst sich hier vereinfachen, so 

dass wir erhalten 

( I O I )  8 ( p  - -  8).~2 + r ( f f - - r ) . ~ 1  - -  2 1 " 8 n 1 . ~  2 = O. 

Wenn wir die LSsung ausffihren, so ergibt sich 

( 1 o 2 )  _ r +_ I p - 8   (v-*)V+-llqrs" 

D~ die asymptotisehen Kurven einer Fliiehe mit hyperbolisehen Punkten  reell, 

diejenigen aber einer Fl~ohe mit elliptisehen Punkten imagin~ir sein miissen, so 

lassen sieh aus dieser Form der LSsung unsere Resultate in der 33. Nummer 

leieht bestittigen. 

Aus (lO2) bekommt man die Antwort  auf die Frage, f i i r  welche F l d c h e n  (87) 

die asympto t i schen  K u r v e n  algebraisch sited. Man finder hierfiir die Bedingung, 

class das P r o d u k t  p q r s  der vier  E x p o n e n t e n  ein Q u a d r a t  se in  soll. Dieser Be- 

dingung liisst sieh in mehreren Weisen Geniige leisten3 Zun~ichs~ setzen wir 

r = p ,  s =  q. Die Fliiche ist dann eine Regelfliiehe, und die eine Sehar yon 

asymptotisehen Kurven geht in die Erzeugenden iiber. Fiir die andere Sehar 

erh~lt man 

n~:~ :*~1~ 2 p : p  + q : p - - q .  

1 E i n e  a l l g e m e i n e  A n t w o r t  au f  d ie  ob ige  z a h l e n t h e o r e t i s c h e  F r~ge  w o l l e n  w i r  be i  e ine r  an-  
d e r e n  G e l e g e n h e i t  geben .  DiesElbe  gr f indeg s ich  au f  d ie  REla t ion  (IOo). 
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H ie r  t r i t t  reehts  der gemeinsame Teiler  2 auf, wenn p und q beide ungerade  

sind; ist abe t  eine yon diesen Zahlen ger~de, so sind die drei Zahlen 2p,  p + q 

und  p - - q  zu e inander  prim. Die  Ordnu~g der asymptot ischen K u r v e ~  is t  also 

oder 2 p, j e  nachdem die Ordnmzg p + q der Regelfliiche gerade oder ungerade ist.' 

Da man 

~ e  == ?Z d- ~Zl 

hat,  so geh5ren die asymptot i sehen Kurven  in diesem Falle zu den ausgezeich- 

neten W-Kurven.  Dies ist auch in der T~t eine notwendige  Bedingung d~fiir, 

duss dieselben reell bleiben, wenn man die Gle ichung der  Fl~iche auf  die ~ndere 

mSgliche reelle Gestal t  (9I) iiberfiihrt.  Man sieht auch leicht  ein, dass eine 

Fliiche (9x) keine anderen  reellen ~lgebraischen lV-Kurven als die asymptot ischen 

Kurve n  enth~lt.  

Wi r  wollen noch auf einige andere  Fi~lle hinweisen, wo die asymptot ischen 

Kurve n  yon (87) algebraisch sind. 

I) p + q li~sst sich uuf mehrere  Weisen in zwei Quadra te  zerfi~llen. Sihnt- 

liche vier exponenten  kSnnen dann Quadra te  sein. 

2) 
3) 

yon zwei 

4) 
Als 

Fiir  die 

und (lO2) die LSsungen 

~ e = 6 ,  n = 5 ,  n 1 = 3 ;  

Man hat  s -~  r, und 2 r ist die Summe yon zwei Quadra ten  p + q. 

Man ha t  p +  q = h  e, wobei h - - I  Quadra t  ist, und h e in eine Summe 

Quadra ten  zerlegt  werden kann. h e - -  h~ + h~ = h + (h - -  I) h. 

Es s e i p + q - ~ h  ~ und  h + x  ein Quadrat .  h e = ( h e - - I ) +  I = ( h - - x ) h + h .  

ein besonderes Beispiel be t rachten  wir  den Fall  p = 9, q = I, r = s =  5. 

beiden Systeme yon asymptot ischen Kurven  bekommen wir  nach (97) 

9~ 1 - - -  6 ,  n : 5 ,  ~ - "  3 .  

W i r  w'~hlen fiir ein anderes  Beispiel p = 8, q =  i, f =  6,  

LSsungen erha l ten  wir 

~*e = 4 ,  n = 3 ,  n~ = 2 ; n~ = IO,  n. = 9 ,  me ~ 4 .  

s = 3. Als 

Zwei asymptot ische Kurven  yon verschiedenen Sys temen sind also hier  nicht,  

wie  im vorigen Beispiel, projekt iv  iiquivalent. 

37. Bezeiehnet  man in (98) die Koeff izienten mit  ~, 7, ~ und o), so 

ha t  man  

: ~ : ~ : o, = ,~ , . ,  (n~ - -  ~e) t - n :  - -  nne ( ~ -  he) t - n ' :  n ~  ('~ - -  nJ) t-n'~: 
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Berficksichtigen 

hieraus 

wir (97) und die I d e n t i t i t  p + q = r +  s, so erhMten wir leieht 

~ ~ + q _ _  ~ : - ~  n ~ '  ( ~  - -  ~ ) ~ + q  ~r ~s ~ O. 
(~.~ - ,)~-~ (~ - ~,)~-,  : + _ ~ "  

Fi ihr t  man  andererseits  die Gleichung einer Flgehe 

xP w +-q --- ~ y r  zS = 0 

in Ebenenkoordinaten  fiber, so ergibt 

Is~ die Bedingung 

( I 0 3 )  

sich 

~P O) +-q - -  PP (+_ q)+q 
1 ( _  ,9, ( _  ~? , :  C~ = o. 

( -  r)r( - S) ~ .~- -" .~- - ' (n ,  - -  ._.)'--+~ 

erfiillt, so ist letztere Flgche mi t  der vorhergehenden identisch. 

Die Kongruenz,  zu welcher die Kurve (96) und  die mit  ihr nach den Pro- 

jektivi~i~en (88) /iquivalenten Kurven geh5ren, ha t  nun (87) bzw. (87~) als erste 

Brennfl~che, und  fiir die FStche des Biischels (90) bzw. (9o~), welche als zweite 

Brennfigche auftrit~, lgsst sich Z aus (IO3) bestimmen. Da eine beliebige Fl~iche 

(9 o) bzw. (9o~) sich in (87) bzw. (87~) projektiv iiberfiihren l~isst, so hat  in (Io3) 

Z die allgemeinere Bedeutung als Verh~iltniss zwischen den zu den Brennfl~chen 

geh5rigen Paramete rn  Z] und Z.2. Ha t  man p = r ,  q ~ s ,  d. h. sind die W- 

Fl~tchen Regelfl~ichen, so erh~lt (Io3) die einfachere Gestal t  

( I031)  

Ersetzt  man in (xo4) und (To31) n durch seinen Ausdruck in n 1 und ~2 

nach (97), so result iert  fiir das Verhgltniss n~ eine Gleichung vom Grade 22). 

y,  . -  Diese Gleichung ist f i ir diejenigen 2 p Ko~grueuzen bestimmend, welche zwei �9 lachen 

(9 o) bzw. (90]) mit einem gegebenen Verhdltniss Z zwischen den Parametern als 

Brennfldchen haben. Schreiben wir n.2 - - ~  v, so erhal ten wir aus (IO3) und (97) 

die folgende Gleichung fiir v 

(~o4) z = p ~ ( •  q)+-~ [ ( P - ' ~ )  ~ - 'q ' -~ [ ~  - ( p -  ")] '-"( '" + ~~P+-~ 
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Fiir Regelflgchen bekommt diese Gleichung die vereinfachte Gestalt 

( I041)  
= p - ~  [ p  - ( p  - q)  ~ 1 ~ - ~  ( p  + q ~ ) ~ + ~  

I - -  ~t) pq-q 

Betrachtet  man ~ als einen veriinderlichen Parameter, so bedeutet  (Io4) 

eine Involution vom Grade zp. Diese Involution hat vier Doppelelemente, wo- 

bei yon solchen Doppelelementen abgesehen wird, die zu ~----o und ~ = r162 ge- 

hSren. Die direkte Bestimmung dieser Doppelelemente gibt 

[ ,  ( p  - -  , ) , , =  - ~ r , ~  + , - ( p  - -  ,')]= = o .  

Wir sind hier auf die in der vorigen Nummer behandelten Kongruenzen zu: 

riickgefiihrt, zu denen die Haupttangentenkurven gehSren. Diese beiden Kon- 

gruenzen geben also in (IO4) dreifache L5sungen fiir ~ =  I. Es bleibt eine 

Gleichung vom Grade 2 p - - 5  iibrig. Durch dieselbe werden 2 p -  6 Systeme 

yon W-Kurven definiert, welehe zu Kongruenzen gehSren, deren beide Brenn- 

fli~chen sich in eine doppelte vereinigt haben, welche yon den Linien in zwei 

verschiedenen Punkten beriihrt wird. Nun miissen offenbar bei jeder Kongruenz 

zwei solche Systerae von W-Kurven auftreten, so dass man nur p -  3 verschiedene 

W-Ko~gruenzen erhh'It, welche sich aus den Doppeltangenten einer 14r-Flh'che (9 o) 

oder (9ol) erzeugen lassen. 

Dass fiir ~ I die Systeme yon Haupttangentenkurven in (IO4) als drei- 

fache LSsungen gelten mfissen, liisst sich auch in der folgenden Weise begriin- 

den. An die Schnittkurve einer Beriihrungsebene einer Fli~che (90)oder  (9Ol) 

mit dieser Fliiche selbst lassen sich yore Beriihrungspunkte nur 2 p -  6 Tangen- 

ten ziehen. Gilt es dagegen die Schnittkurve mit einer anderen Fl~tche des be- 

treffenden Biischels, so ist diese Anzahl nach der vorletzten Nummer 2p. Jede 

der beiden Tangenten im Beriihrungspunkte hut also deren drei absorbiert, und 

letztere Tangenten beriihren bekanntlich die I-]aupttangentenkurven. 

Die Anzahl vier der Doppelelemente wird bei der speziellen Involution 

(IO41) auf zwei erniedrigt. Fiir ihre Bestimmung erhi~lt man die Gleichung 

[ ( p  - q ) ~  - 2 p ]  ~ = 0 .  

Die Kongruenz, zu welcher das System der eigentlichen Haupttangentenkurven 

gehSrt, gilt also als dreifach fiir ~----I. Dagegen entspricht das System der 

Erzeugenden der einfachen LSsung ~-----o. F(ir ;~= I hat also (IO41) noch 
42--34472. Acta mathematica. 64. Imprlm6 le 6 novembre 1934. 
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2 p - - 4  LSsungen, welche yon p -  2 Kongruenzen herriihren miissen. I n  dem 

besouderen FaUe, wo die _Flh'chen (9o) Regelflh'chen bedeuteu, is t  m i th in  die A n z a h l  

der Kongruenzen,  welche sich aus Doppeltange~ten einer FlSche erzeugen lasse~, yon 

P - -  3 a u f  p - -  2 erhb'ht. 

Nach der 34. Nummer ha~ man p + q bzw. p a l s  Ordnung und Klasse 

einer W-Kongruenz, wenn die Brennfl~chen zu einem Biisehel (90)bzw. (9ol) 

gehSren. In dieser Nummer haben wir gefunden, dass es P - - 3  Kongruenzen 

gibt, deren Linien eine einzelne solche Fl~che in zwei Punkten beriihren, wobei 

jedoch zu beachten ist, dass diese Anzahl auf p - -2  erh5ht wird, falls die Fliiche 

eine Regelfli~che bedeu~e~. :Hiernach wiire fiir einen ebenen Querschnitt einer 

Fl~che (90) im allgemeinen eine Anzahl von (p -- 3)(P + q) Doppeltangenten zu 

erwarten, doch ( p - - 2 ) ( p  +q), weun es sich um eine Regelfl~che handelt, und 

ebenso fiir einen Querschnit~ einer Fl~ehe (9Ol) eine Anzahl yon p ( p -  3) Dop- 

peltangenten. Dies l~sst sich auch durch eine direkte Berechnung der Anzahl der 

Doppeltangenten best~tigen. Itierbei muss man freilich beachten, dass solche 

Doppel~angen~en, die in den Schni~tlinien mi~ den Koordinatenebenen liegen, 

hier nicht mitgez~hlt werden diirfen. 

38. Bekanntlich ist das Doppelverh~ltniss der vier Punkte, in denen die 

Tangente einer W-Kurve die Ebenen des Fundamentaltetraeders trifft, konstant. 

Da diese Eigenschaft auch den Linien eines tetraedralen Komplexes zukommt, 

so gilt nach S. L I E ,  dass die Tangenten  der B a h n k u r v e n  einer ei~gliedrigen Gruppe 

einen tetraedralen Komplex  erzeugen. 1 Fiir die Kurve 

x : y : z : w ~ tn : t ~' : tn~ : I 

bekommt man als Gleichung der Tangente 

x ~ tn w _ Y - -  t ~, w z - -  t "~ w 

t n 1 Tt 1 t "~-1 n~ t n'~-I 

Fiir den Schnittpunkt mit der Ebene x ~ o erhalten wir 

Y l :  Zl : (~t - -  ~ ] ) t n ' :  ( n  - -  ~ ) t  n~. 

Ebenso ergibt sich fiir den Schnittpunkt mit der Ebene w ~ o 

1 Betreffs der  Kurven der  t e t raedra len  Kompl exe  sehe man  LIE, >)Geometrie der Beri~hrungs-  

t rans format ionen , ,  (I896), p. 326. 
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W~thlen wir .~etzt 

~ : g'2 ~ ~tl tn~ : n ] t  ''~. 

das besondere Doppelverh~ltniss tt y~ z~ . . . .  , so erhalten wir 
Z~ y~ 

( I o 5 )  t , -  (" - -  

Solehe eingliedrige Gruppen, fi ir welche das reehte Glied yon (lO5)ungedndert 

bleibt, fiihren mithin zu demselben tetraedralen Komplex. Wfinscht man hier einen 

Komplex, der sich durch die Tangenten algebraischer Bahnkurven erzeugen l~sst, 

so ist offenbar ein rationales Doppelverh~ltniss # erforderlich. 

I 
Sind die Bahnkurven kubische Raumkurven, so erh~lt man t t = - .  Die 

4 
Erzeugungsweise dieses speziellen tetraedralen Komplexes vermittelst der Tan- 

genten kubischer Raumkurven ist schon mehrfach behandelt worden. 1 Durch 

die obigen Entwicklungen haben 

Zusammenhange klargelegt. Man 

Bahnkurven kubische Raumkurven 

bevorzugt hervortritt. 

wir diese Eigenschaft in ihrem allgemeinen 

kann j~ kaum sagen, dass der Fall, wo die 

sind, in irgend einer Weise als besonders 

Ffir einen besonderen tetraedalen Komplex ist das Doppelverh~ltnis t~ be- 

stimmend, und man kann in unendlich vielen Weisen den Komplex dutch die 

Tangenten yon ~V-Kurven erzeugen, indem fiir die Verh~ltnisse ~' und me nur 
n 

die Bedingung (IO5) befriedigt zu werden braucht. Ganz anders verh~lt es sich, 

wenn wir die Elemente der Linien des Komplexes betrachten. Die Elemente einer 

Komplexli~ie sind ndmlich au f  die verschiedenen Gattungen yon W-Kurven verteilt, 

so dass jedes Element zu einer u~d nut  einer Gattu~g gehSrt. Die verschiedenen 

zu demselben tetraedralen Komplexe gehSrendeu Gattungen lassen sich n~mlich 

durch die Doppelverh~ltnisse charakterisieren, welche zwischen dem Beriihrungs- 

punkte einer Tangente und den Schnittpunkten mit den Koordinatenebenen gel- 

ten. W~thlen wir etwa die Schnittpunkte mit den drei Ebenen w = o ,  y ~  o 

und z -  o, so bekommen wir das Doppelverh~ltniss 

~] ~ n 2 

z y~ ~1 

1 A. Voss, Math. Ann. 13 (t878), p. 237; R. STURM, Math. Ann. 26 (I887), p. 272 und 
, ,L in lengeometr ie , ,  I (1892, p. 36i) E. ]-IEINRICHS, Diss. Miinster I887. 
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und wir finden sofort, wie die GrSssen n~ und n~ sich rational durch # und /h 
n 

ausdriicken lassen. Die W-Kurven, welche von einer Komplexlinie in ihren ver-. 

schiedenen Punkten beriihrt werden, gehSren also stets zu verschiedenen Gattungen. 

~linliche Eigenschaften gelten fiir den Komplexkegel eines Punktes, indem 

die Linienelemente des Komplexes, welche yore Punkte ausgehen, die verschie- 

denen Gattungen der W-Kurven durchlaufen. Zur Beleuchtung dieser Tatsache 

wollen wir die Gleichung des Komplexkegels fiir den Einheitspuukt herleiten. 

Die Tangente einer W-Kurve in diesem Punkte haben wir zu Anfang dieser 

Nummer erhalten. Wir  brauchen nur dort t ~ I zu setzen. Es ergibt sich aus 

der Gleichung der T~ngente sofort 

und aus 

richtungen vom 

geordnet sind. 

Komplexkegels 

( o6) 

n 1 _ y - - ~ ( ; .  ~o__ Z--W 

~ X - - W  ~ T~ ~ - - W  ~ 

den letzteren Relationen ist es ersichtlich, wie die Fortschreitungs- 

Punkte aus den verschiedenen Gattungen yon W-Kurven zu- 

Durch Einfiihrung in (IO5) erhalten wir jetzt als Gleichung des 

( x  - - w )  - ,  ( x  - - w )  = o .  

In gleicher Weise verteilen sich in einer Ebene die Linienelemente des 

Komplexkegelschnittes eines tetraedralen Komplexes auf die verschiedenen zum 

Komplexe gehSrenden Gattungen yon W-Kurven. 

Man bekommt ~ 1 birationale Abbildungen eines tetraedralen Komplexes 

auf den Punktraum yon der Art, dass eine Linie und der entsprechende Punkt  

stets inzident sind. Man bekommt n~mlich eine solche fiir jede Gattung yon 

W-Kurven, welche Linienelemente des Komplexes enthalten, indem man den 

Linien die Punkte entsprechen l~sst, welche Trigger dieser Elemente sind. Kom- 

biniert man zwei derartige Transformationen, so resultiert eine Kollineation, bei 

welcher die Verbindungsgeraden entsprechender Punkte zum Komplexe gehSren. 

Die Anzahl dieser Kollineationen ist or ~. Auf einer bestimmten Linie des 

Komplexes lassen sich ja die einander entsprechenden Punkte beliebig w~hlen. 

Die yon diesen Punkten ausgehenden Elemente der Linie bestimmen zwei Gat- 

tungen yon W-Kurven, und hierdurch ist die Kollineation festgelegt. Da es 

zu einem gegebenen Tetraeder or 1 tetraedrale Komplexe gibt, so bekommt man 
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hiernaeh *r 3 Kollineationen, bei denen, au.f Grund der festen Doppelverhgltnisse, 

jeder yon diesen Komplexen in sich iibergeht ~. 

39. Bei der Gruppe der oben erw~hnten ~3 Kollineationen werden die 

Fli~chen eines Biischels (9o) oder (9%) transitiv unter einander vertauscht. /gun 

werden nach der 34. Nummer yon einer beliebigen geraden Linie zwei yon d i e s e n  

Fl~chen beriihrt, und ein teb'aedraler Komplex, der zum Koordinatentetraeder geh6rt, 

lh'sst sich fiir jedes der obigen Biisehel in ein System von Ko~gruenzen zerlegen, so 

dass als Bre.nnfliichen je zwei der Flh'chen des Biisehels auftreten. Auf jeder Brenn- 

fli~che befindet sich nun ein System yon W-Kurven, welche je yon den Linien 

der Kongruenz beriihrt werden. Die Gattungen, zu denen diese W-Kurven ge- 

hSren, lassen sich nach (97) und (Io5) bestimmen. Es gilt also 

(I07) ~ .  - r - 1  - -  s . ~ = o ;  # . ~  ( .  - -  , . . )  - -  . ~  ( .  - -  . ~ )  = o .  

Wenn man t t a l s  einen veri/nderlichen Parameter auffasst, so hat  man in (1o7) 

die Definition einer Involution; es handelt sich ja ni~mlich um die Schnittpunkte 

einer geraden Linie mit den Kegelschnitten eines Biischels. Durch diese Invo- 

lution werden die Gattungen yon W-Kurven, welche der Relation (97) genfigen, 

in Paare zusammengestellt, und die ltr-Kurven einer Kongruenz auf den beiden 

Brennfli~chen gehSren zu verschiedenen Gattungen. Eine besondere W-Fliiche 

(9o) oder (9%) ist die Brennfli~che zweier Kongruenzen, welche in demselbeu 

tetraedralen Komplexe enthalten sind. Man hat ja zwei MSglichkeiten fiir die 

Gattung der auf der W-Fl~che liegenden W-Kurven, welche tier Kongruenz an- 

gehSren sollen. Freilich kSnnen, wie in der vorletzten Nummer hervorgehoben 

wurde, in einer endlichen Anzahl yon F~llen diese beiden Kongruenzen sich in 

eine einzige Kongruenz mit einer doppelten Brennfli~che vereinigen. 

Die durch (Io7) definierte Involution hat nun zwei Doppelpunkte, fiir welche 

die zugeordneten beiden Gattungen von W-Kurven sich in eine einzige vereinigt 

haben. Dies geschieht offenbar fiir die beiden tetraedralen Komplexe, zu denen 

die asymptotischen Kurven der in Rede stehenden W-Fl~chen gehSren. Suchen 

wir die Gleichung fiir die Doppelverhi~ltnisse /t dieser Komplexe, so ergibt sich 

(,o8) , ~  (p  - 8) ~ - 2 ,  ( p ~  - -  p ~  . . . .  p s  - r s )  + ( p  - ,.)~ = o .  

1 Wir haben oben eine vielleicht etwas neue Beleuchtung von bereits bekannten Tatsachen 
zu geben versucht. Man vergleiche STURM, ,,Liniengeometrie), I, p. 367. 
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Bei der LSsung erh~lt man unter dem Wurzelzeichen 

~ r s ( r  + s - - 1 9 ) = p q r s .  

Die Involution (Io7) ist  mithin fiTr r +  s > p hyperbolisch und f i ir  r +  s < p  

elliptisch. Dies steht, damit in Ubereinstimmung, dass, wie aus den Auseinander- 

setzungen in der 33. Nummer hervorgeht, die Flachen des Biischels (9o) zwei 

reelle und diejenigen des Biisehels (9ol) zwei konjugiert imaginare Scharen yon 

asymptotischen Kurven besitzen. Fiir jeden reellen Wert des Doppelverhaltnisses 

tt hat ein tetraedraler Komplex mit den Fl~tchen eines Biischels (9o~) Kongruenzen 

reell beriihrender Tangenten gemeinsam. Dagegen gibt es keine derartige Kon- 

gruenzen fiir ein Biischel (90), wenn tt sich im inneren Intervall (das die Punkte 

o und ~ nicht enth~lt) zwischen den Wurzeln yon (Io8) befindet. 

Wir haben in (IO7) n, ul und n~ als homogene Koordinaten in einer Ebene 

gedeutet, wobei die Punkte und geraden Linien Gattungen yon W-Kurven bzw. 

W-Fl~tchen bezeichnen. Sollen nun W-Kurven yon einer besonderen Gat tung 

auf einer W-Fl~che liegen, so ist Inzidenz zwischen dem entsprechenden Punkte 

und der entsprechenden Geraden erforderlich. Es lasst sich immer eine Gattung 

yon W-Fl~chen (9o) oder (9ol) bestimmen, auf denen W-Kurven yon zwei beliebig 

gegebenen Gattungen liegen. Man braucht ja nur fiir (97) die Verbindungslinie 

der beiden entsprechenden Punkte zu wiihlen. Umgekehrt ist immer zwei belie- 

bigen Gattungen von W-Fl~chen eine Gattung von W-Kurven gemeinsam. Man 

kann auch eine W-Fl~che yon der Art bestimmen, dass das eine System yon 

asymptotischen Kurven zu einer beliebig gegebenen Gattung von W-Kurven 

gehSr~. Durch den Bildpunkt fiir die W-Kurven geht ja ein Kegelschnitt (io5) , 

und wenn man die Tangente dieses Kegelschnitts im Punkte zieht, so erhiilt man 

die Bildlinie der erforderlichen Gattung yon W-Fl~chen. Da wir hier nicht 

algebraische Kurven oder Fl~chen vorausgesetzt haben, so kSnnen die Verh~lt- 

nisse zwischen n, s~ und n~ sowie zwischen p, r und s beliebig sein. 

4o. Es gibt aber hier mehrere allgemeine reelle F~tlle, yon denen wir bisher 

nur denjenigen betrachtet haben, in welchem s~mtliche Koordinaten x, y, z und 

w reell sind. Einen zweiten Fall erhalten wir, wenn wir die Ebenen x u~d w 

ah' reell, y und z aber als konjugiert imaginh'r annehmen. Bei dem Doppelver- 

h~ltnisse tt haben wir die Schnittpunkte mit den ersteren beiden Ebenen den- 

jenigen mit den letzteren gegeniibergestellt. Fiir eine reelle Gerade erhalten wir 

dann I t t ] ~  I. Reelle Gattungen yon W-Fl~chen bekommen wir, wenn wir p, q 
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reell und r, s konjugiert  imagin~r voraussetzen. Fiir das Produk~ der beiden 

LSsungen yon (IO8) erhalten wir dann den Betrag I. Dasselbe gilt offenbar ffir 

die einzelnen LSsungen unter der Bedingung, dass der Ausdruck unter  dem 

Wurzelzeichen nega t iv i s t ,  d. h. r + s < p .  D ie  beiden Scharen yon asymptotischen 

K u r v e n  s ind also reell f i i r  r + s < p und  konjugiert  imag in& ~ f i i r  r + s > p .  I m  ersten 

Fal le  s ind die Punk t e  der Fliichen hyperbolisch und  im zwei ten  elliptisch. Fiir den 

speziellen Fall, wo die Fl~ichen aigebraisch sind, wurde dies bereits in der 33. 

Nummer bemerkt. 

Ein drifter reeller Fall l~sst sich dadurch charakterisieren, dass x und  y, 

z und  w zwe i  Paare  von konjugiert  irnaginh'ren Ebenen  bedeuten. Es miissen dann 

auch die Exponenten p und r, q and s konjugiert  imagin~r sein. Auf Grund 

der Bedingung p + q = r + s ist der Betrag des imagin~ren Teiles in s~tmtlichen 

vier Exponenten derselbe. Nun ist das Doppelverh~ltniss tt fiir die Schnittpunkte 

einer reellen Geraden mit zwei Paaren konjugiert  imagin~trer Ebenen reell. In 

der Tat  sind aueh in diesem Falle sowohl die Koeffizienten wie die Wurzeln der 

Gleiehung (IO8) reell. W i r  erhalten also hier n u t  Flh'chen m i t  hyperbolischen 

Punk ten  uncl reellen asymptotischen Kurven .  Fiir den algebraischen Unterfall,  wo 

es sich bloss um Regelfl~chen handelt, ist uns dies sehon naeh einer friiheren 

Bemerkung bekannt. 

Im vierten reellen Falle hat  man x und  w, y und  z als Paare  yon konjugiert  

imaginh'ren Ebenen.  Die Exponentenpaare p und q, r und s sind dann ebenfalls 

konjugiert,  wobei, da wir p + q = r  + s haben, der reelle Teil yon allen vier 

Exponenten derselbe sein muss. Fiir die Gleiehung (io8) bekommen wir auch 

in diesem Falle reelle Wurzeln. E s  s ind demnach die beiden Scharen der asymp- 

totischen K u r v e n  reell und  die P u n k t e  der F15chen hyperbolisch. 

In  der 2 7. Nmnmer wurde mitgeteilt, wie RF,:r vier in reeller Hinsicht 

verschiedene Typen yon F~-Biischeln mit einem gemeinsamen windschiefen u 

seit gefunden hat. Man erkennt sofort, dass man in den obigen vier reellen 

F~llen Verallgemeinerungen dieser Typen erh~lt. 

4I. Zuletzt betrachten wir die MSglichkeit p = r +  s, q =  o. 

dann als tJbergang zwisehen (9o) und (9ol) das Biisehel 

(I09) X p - -  ,~yr zs - -  O. 

Wir erhalten 

Nur die beiden ersten reellen Fiille der vorigen Nummer lassen sich hier ver- 

treten. Es sei jetzt (96) eine W-Kurve yon einer solchen Gattung, dass die 
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Kurven auf den Kegeln (IO9) liegen. Beriicksichtigen wir den Anfang der 37. 

Nummer, so erhalten wir als eine Bedingung in Ebenenkoordinaten, der die 

Kurve genfigen muss, 

- -  ~;~)r ( 3  - -  T/l) s Tt/~ ?jr ~s = O. 

Die Bedeutung hiervon ist eine Kurve in der Ebene w ~ o. In Punktkoordinaten 

erhalten wir fiir diese Kurve die Gleichung 

Man hat  aber 
r 8 

T/; '  - -  T/' ~ -- ( n 2 - - -  ?~1)" ~ - -  T/1 ~ j~ ( ~ 2 - -  n l )"  p 

Die Gleichung der Kurve liisst sich mithin in der einfacheren Gestalt 

+ 
p r s O 

P T/1T/~ 

schreiben. Diese Kurve ist der Schnitt der Ebene w = o mit demjenigen Kegel 

(Io9), fiir welchen wir 

( I  I I )  X - -  ( 1 ' ' 1  -t- 8 " ~ )  p 

'haben. Die Gleichung ( I  I I )  iSt vom Grade p in n~. Ist  X gegeben, so werden 
31 

durch dieselbe p Gattungen yon W-Kurven bestimmt, welche auf den Kegeln 

(Io9) liegen 1. Zu jeder Kurvengattung gehSrt eine Schar yon Kongruenzen. 

Die Brennflh'chen jeder solchen Kongruenz reduzieren sich auf einen Kegel (Io9)Und 

die Schnittkurve eines solchen Kegels mit der Ebene w ~ o, wobei X das VerhSltniss 

zwischen den Parametern der Kegel bezeichnet, und bei gegebenen Brenngebilden 

bekommt man p verschiedene Kongruenzen. Fiir ~ = I liegt die Brennkurve auf 

dem Brennkegel. Man erh~lt dann als doppelte LSsung yon (I I I) T/2 = I. Die 
31  

zugeh5rigen W-Kurven sind die Erzeugenden des Kegels. I)er obigen doppelten 

L5sung entspricht eine Kongruenz, welche durch die yon den Punkten der Brenn- 

kurve ausgehenden Strahlenbiischeln erzeugt wird, die in der Berfihrungsebene 

des Kegels liegen. 

1 W i r  d e n k e n  u n s  a l so  h i e r  _p, r u n d  s a l s  g a n z e  t e i l e r f r e m d e  r a t i o n a l e  Z a h l e n .  
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Verallgemeinerungen der obigen Kongruenzen lassen sich leicht konstruieren. 

Man braucht n~mlich nur eine Brennkurve und eine abwiekelbare Brennfl~che 

zu w~hlen, welche dieselbe eingliedrige Gruppe "gestatten. Durch einen belie- 

bigen Punkt  der Kurve gehen gewisse Ebenen an die abwickelbare Fl~ehe. In 

jeder yon diesen Ebenen hat  man ein Strahlenbiischel mit dem Punkte als 

Zentrum, und es wird eine Kongruenz erzeugt, indem dieses Biischel durch die 

eingliedrige Gruppe in andere Lagen versetzt wird. Jede der obigen Ebene~z gibt 

also zu einer besonderen Ko~grue~z A~lass. Im algebraischen Falle erh~lt m a n  

demnach eben so viele Kongruenzen wie die Klasse der abwickelbare~ F15che. 

Naeh reziproker Schlussweise soll die Anzahl der Kongruenzen gleich der Ord- 

nuug der Bren~kurve sein. Fiir algebraisehe W-Kurven sind aber Ordnung und 

Klasse gleich, was z. B. aus einem Vergleich yon (95) mit (98)hervorgeht. Auch 

die Ordnung und Klasse jeder einzel~en Kongrue~z ist gleich der Ord~ung der 

Brennkurve. Von jedem Punkte der Brennkurve geht ja ein Strahlenbiischel aus, 

das zur Kongruenz gehbrt, und in einer beliebigen Ebene erh~lt man also eben 

so viele Linien der Kongruenz wie Schnittpunkte mit der Brennkurve. In  ent- 

sprechender Weise beweist man den Satz fiir die Ordnung der Kongruenz. Hat 

man Inzidenz zwischen der Brennkurve und der abwicl~elbaren Fl~iche, so ver- 

einigen sich zwei yon den Kongruenzen in eine doppelt z~hlende. Dies grit sogar 

fiir zwei Paare von Kongruenzen, wenn die Brennkurve mit einer Doppelkurve 

der Fl~che zusammenf~llt. Eudlich kann man als Brennkurve die Kuspidalkurve 

der abwickelbaren Fl~che w~thlen. Es haben sich dann drei Kongruenzen in 

eine einzige vereinigt. Dieselbe wird durch diejenigen Strahlenbfischel erzeugt, 

deren Ebenen Schmiegungsebenen der Zentren sind. 

Besondere u kSnnen eintreten, falls die Kurve in einer Koordi- 

natenebene liegt oder als abwickelbare Fl~che ein Kegel mit dem Zentrum in 

einer Koordinatenecke auftritt.  Wir  interessieren uns hier haupts~chlich ffir 

solche F~lle, wo beide diese Spezialisierungen in der Lage gelten, wie in dem zu 

Anfang dieser Nummer behandelten Beispiel. Naeh tier Voraussetzung gibt es 

eine eingliedrige Gruppe, deren Operationen gleichzeitig die Linien des Kegels 

und die Punkte der Kurve in einander fiberfiihren. Kombinieren wir diese Gruppe 

mit den Perspektivit~ten, welehe als Zentrum und Ebene die Spitze des Kegels 

bzw. Ebene der Kurve haben, so ergibt sich eine zweigliedrige Gruppe. Erstens 

erhalten wir nun sowohl ein Biischel yon Kegeln als ein Biisehel yon ebenen 

Kurven, welche diese zweigliedrige Gruppe gestatten. Betrachten wir zweitens 

eine beliebige eingliedrige Untergruppe dieser Gruppe, so verteilen sich die B~hn- 
43--34472.  Acta mathematlca.  64. Imprim~ le 6 novembre 1934. 
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kurven als Punktgebilde auf den Kegeln und als Ebenengebilde auf den ebenen 

Kurven. Dabei werden die Kegeln und die K:urven einander eindeutig in Paare 

zugeordnet, und fiir eine W-Kongruenz yon der oben betrachteten Art reduzieren 

sich die Brenngebilde auf ein solches Paar. Als ein Beispiel k5nnen wir die 

bereits in der 3I. Nummer behandelte quadratische Kongruenz hervorheben. In 

den angefiihrten Beispielen liegt die Ebene der Brennkurve gegeniiber der Spitze 

des Brennkegels. Die fragliche Ebene kann natiirlich auch eine yon den drei 

Koordinatenebenen sein, welche durch die Spitze des Kegels gehen. 

Realitiitsfragen. 

42. Wir wollen hier naeh der Anzahl der ree l len  Kongruenzen in den 

algebraischen F~llen fragen. Fiir die Brennfl~tchen erhalten wir dann in den 

allgemeinsten Fi~llen die reellen Darstellungen in der Gestalt (90)ode~ (9o~). 

Zuni~chst seien die Brennfliichen yore Typus (9o). Der Gleichung (IO4) kSnnen 

wir dann die Gestalt 

[ ( p  , - - ( p  - + 
( i i 2 )  

.pPr" 8 sv  p-r  ( I  - -  ~)P+q 

geben, wo wir hier mit Z den Quotienten zwischen den beiden zu den Brenn- 

fl~Lchen gehSrigen Parameterwerten Z bezeichnen. Fiir die Umgebungen yon 

) l = o  und Z ~  oo erhiilt man nun umnittelbar die LSsungen yon (II2), indem v 

sich durch gewShnliche PvisEvxsche Reihenentwicklungen ausdriicken liisst, und 

in jedem Falle sieht man ohne Schwierigkeit, wie viele yon diesen Entwicklungen 

r p - - r  r 
reell sind. Fiir Z-+ o hat  man hierbei die Ausgangswerte v - - - ~ - - - , - - ,  

s s p - - s  

und fiir Z--* ~ v = o ,  I, ~ ,  welche sich in alternierender Lage mit den drei 

ersteren befinden. Bei unge~ndertem Zeichen yon ~ finder man dieselbe Anzahl 

yon reellen Entwicklungen fiir Z ~ o wie fiir Z -* ~ .  Es li~sst sich jetzt schliessen, 

dass die Anzahl der reellen LSsungen yon (I I2)s ich nicht Endert, wenn das 

Zeichen yon Z dasselbe bleibt. Eine ~nderung hierin h~tte ja durch gleiche 

Wurzeln vermittelt werden sollen. Solche treten aber nur fiir Z---- I auf, und 

zwar in der Gestalt yon zwei dreifachen Wurzeln, und wir wissen bereits, dass 

die fragliche Anzahl fiir 2 > I u n d 2  < I dieselbe ist. 
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Fiir die reel ien Entwick lungen  yon ~ in der Umgebung  yon ~-~ o oder  

- -  ~ is~ es yon wesentl icher Bedeutung,  wie die Exponen ten  p - -  s, ~o - -  r und 

p A-q sich in gerade und ungerade  Zahlen verteilen. Zu jedem ungeraden  Ex- 

ponenten  geh5rs offenbar eine reelle En twick lung  sowohl ffir ~ > o als ~ <  o. 

Bei einem geraden Exponen ten  ha t  man  dagegen ffir das eine Zeichen yon 

keine und ffir das andere zwei reelle Entwicklungen.  Es sind jetz~ drei F/~lle zu 

unterscheiden.  

a) S~m~liche vier Exponen ten  p,  q, r, s sind ungerade.  D i e ' d r e i  Exponen ten  

p - - s ,  p - - r ,  p +  q sind dann gerade Zahlen. Man bekommt  sechs reelle Kon- 

gruenzen f i ir  ~ > o und kei~e reelle Ko~grue~z f i ir  ~ < o. 

b) Von den Paa ren  p, q und  r, s enth~l t  das eine gerade und das andere  

ungerade Zahlen.  Un te r  den Exponen ten  p - - s ,  p - - r  und p + q  ist dann  n u r d e r  

letztere eine gerade Zahl. Man erh~l~ zwei reelle Kongrueuzen f i ir  ~ > o uud vier 

reelle Kongruenzen F~r ~ ~ o. 

c) Im dr i t ten  Falle is~ eine yon den Zahlen p und  q gerade und die an- 

dere ungerade.  Da  p + q ~ r +  s, muss dasselbe fiir die Zahlen r u n d  s gelten.  

E iner  yon den Exponen ten  p - - s  und p - - r  ist dann  gerade und die andere  un- 

gerade. Auch der Exponen t  p + q is~ eine ungerade  Zahl. W i r  bekommen vier 

reelle Kongrueuzen f i ir  ;~ > o und zwei reelle Kongruenzen f i i r  ~ < o. 

Fiir p ~ r ,  q = s  gehen im Z~hler und  Nenner  yon ( t I2)  die Fak to ren  mi t  

dem Exponen ten  p -  r weg, und (Io4) geht  in die spezielle Gestalb (IO41) fiber. 

Von den obigen drei F~llen kSnnen hier  n u r  (a) und (c) auf t re ten .  W i r  erhal ten  

im Falle (a) vier reelle Kongruenzen f i ir  ~> o uud keine reelle Kongruenz f i ir  ~< o. 

Im Falle (c) bekommen wir zwei reelle Kongruenzen f i ir  sowohl -~ > o als ~ < o. 

Bei der welter  gehenden  Spezialisierung p = r --~ q -~ s = I erhal ten  wi t  die 

HilzSTschen Kongruenzen  wieder. W i r  sind h ie r  im Falie  ( a ) u n d  bekommen 

zwei reelle Kongruenzen fi ir ~ > o u~d keine reelle Kongrue~z f / / r  ~ < o, wie uns 

ja  dies bereits aus dem vorhergehenden  Abschni t te  bekannt  ist. 

W i r  be t raehten  je tz t  den Fall, wo die Brennfl~i~chen vom Typus  (9%) sind. 

Es wird dann (I I2) durch 

_ ( _  ( ( p  - - - ( p  - + 

p~ qq r r s ~ vp-r ( I  - -  r)P-q 

ersetzt.  E s  sind auch hier  drei F~lle zu unterscheiden.  
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al) S~mtliche Exponen ten  p, q, r, s sind ungerade.  Man bekommt keine 

reelle Kongruenz f i ir  -Z > o und sechs reelle Kongruenzen f i ir  Z < o. 

bl) Es seien p und einer  yon den Exponen ten  q, r u n d  s ungerade,  die 

iibrigen beiden aber  gerade Zahlen. W i r  e rha l ten  vier reelle Kongruenzen f i ir  

Z > o und zwei reelle Kongruenzen f i ir  Z < o. 

cl) Umgekehr t  bekommen wir, wenn die ersteren beiden Exponen ten  im 

vorigen Falle gerade und die le tz teren beiden ungerade  sind, f g r  Z > o zwei und 

f i ir  ]~ < o vier reelle Kongruenzen. 

Zuletzt  stellen wlr die Frage  nach den reellen Kongruenzen  bei dem 

besonderen Falle Z :  I, wo wit  eine doppelte  Brennfli~che haben. Die Anzahl  

der Kongruenzen  i iberhaupt  in diesem Falle kennen wir  aus den Entwick lungen  

am Ende  der 37. Nummer .  Zwei yon diesen Kongruenzen  erhal ten wir uus den 

beiden Systemen yon Haup t t angen ten ,  und dieselben sind in den Fi~llen (a), (b) 

und (c ) ree l l .  Man sieht aber leicht, dass yon den drei Kongruenzen ,  welche 

sich in eine solche Haup t t angen t enkong ruen z  vereinigt  haben,  nu r  eine reell sein 

kann. Es hande l t  sich in der Ta t  hier  im wesent l ichen um die Eigenschaf t  einer  

binomischen Gleichung 3. Grades,  welche eine dreif~che Wurze l  - o erhi~lt, wenn 

das kons tan te  Glied verschwindet .  Die Kongruenzen  dagegen, welche sich fiir 

Z- - - I  in eine reelle Doppe l t angen tenkongruenz  vereinigt  haben,  miissen beide 

reell sein. W i r  kSnnen je tz t  le icht  die A n zah l  der reellen Doppel tangenten-  

kongruenzen in den verschiedenen F~llen best immen:  W i t  e rha l ten  

zwei solche Kongruenzen in den l/a:llen (a) und (bl); 

keine in den JFYllen (b) und (al). 

I s t  die Brennflitche eine Regelfl~iche, d. h. ha t  man p = r, q = s, so werden 

die obigen Anzahlen  um eine Einhei~ verminder~. Man erh~lt also dann  eine 

bzw. keine reelle Doppel tangentenkongruenz ,  je nachdem die Regelfl~iche zum 

Falle (a) bzw. (c )gehSr t .  

43. Wi r  haben bereits in (92) und (921) fiir Z ~ I Beispiele der zweiten 

reellen Dars te l lung  der W-Fl~chen gegeben. In  den a lgebraischen F~llen muss 

dann  ~ . . . .  s sein. Da hier  y uncl z durch zwei konjugier te  Grossen y +__ i z  zu 

ersetzen sind, so miissen, wenn in diesem Falle (96) eine reelle Kurve  bedeute~, 

auch die Exponen ten  n 1 und n~, konjugie r t  imagin~r  sein. Fiir  reelle Kongruenzen  

muss man  also in (Io4) ] ~ ] =  I haben.  W i r  setzen dementsprechend  ~ - - e  ~ 
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Eine zweckmi~ssige Umformung  yon (104) erseheint hier erwiinseht. Zuniiehst 

erhalten wir 

[ [(p - , . )  - -  r ]  [ , ' ~  - -  ( p  - -  r)].lP--r J = ( - -  I )  p - r  [I .2 - 1 - ( p - - r )  2 - - r  ( ~ ) - - r ) ( ~  -I- ??--l)]p--r = 

= ( - -  1 )~- - '  Jr" + ( p  - -  , ' ) '  - -  2 , ' ( p  - -  ,') eos  0] ' - -~ .  

Es ergibt sich welter 

1 - - v /  = (-1)~rp-+q cot P-+q" 

Zwischen v und  cot 0 _ besteht die lineare Relat ion 
2 

0 l + V  
cot - =  i - -  

2 I - - V  

0 
Wir  kSnnen also in (lO4) als neue unbekannte  c o t -  einfiihren. 

2 
(II2) n immt  jetzt  die Gestal t  

( I I 3 )  

Die Gleichung 

1 O\p+q 
= ( -~ I )Pp -P  qq [r~ + (p --  r) ~ - -  2 r (p - -  r) cos O] p-r ( co t  2) " 

Man sieht unmittelbar,  dass, falls 0 reell bleibt, nur  der letzte Fak tor  rechts 

in (113) beliebig klein oder beliebig gross werden kann.  Nun  lassen sich fiir 

;~-* o oder s ~ die reellen Entwicklungen yon cot ~ leicht bestimmen, und  
2 

die Anzahl  dieser Entwicklungen bleibt aus oben angefi ihrten Griinden ungeiindert,  

wenn ~ des Zeichen nicht  wechselt. Da p + q = 2 r bier stets eine gerade Zahl 

bedeutet,  so erhiflt man fiir ( - - I ) P ~ >  o zwei reelle Entwicklungen und fiir 

(--1)p~ < o keine reelle Entwicklung.  Es sind mithin  zwei verschiedene Fi~ile 

zu unterscheiden,  je nachdem p ungerade oder gerade ist. 

Z~t p un.qerade, so erhdlt man f i i r  )~ > o keine reelle Kongruenz  und  f i i r  ~ < o 

zwei  reelle Kongruenzen.  W e n n  dagegen p gerade ist, so hat  man f i i r  ~ > o zwei  

reelle Kongruenzen und  f i i r  ~ < o keine reelle Kongruenz.  Da die asymptotischen 

Kurven der Brennfliichen hier imagini~r sind, so bekommt man im letzteren Falle 

(fiir ~-~  1) eine reelle Doppeltange~tenkongruenz.  

Durch  eine entsprechende Umformung  von (I I21) erhiflt man 

( I I31)  
~)p_q. -~ = p - - P  q--q [r 2 - ~ ( p  - -  I") $ - -  2 r ( p  - r) cos Olp--r Cot 
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Wie  sich hieraus ablesen lgsst, erh~lt  m~n in den betreffenden F~llen f i ir  ~ >  o 

zwei reelle Kongrue~zen und f i ir  ~ < o keine reelle Kongruenz. Da man hier  zwei 

reelle Scharen yon asymptot ischen Kurv en  hat,  so gibt  es keine reelle Doppel- 

tangeutenkougrueuz. 

Der  Gel tungsbereich fiir die Resul ta te  der letzten beiden /~ummern l~sst 

sich wesentl ich erweitern.  Die absoluten W er t e  der Exponen ten  p ,  q, r ,  s iibten 

ja  auf  die e rha l tenen  Anzahlen der reellen Kongruenzen  keinen Einfluss. Was  

hier  bes t immend wirkte,  war n~mlich nur,  wie p ,  q, r und s sich in gerade und 

ungerade  Zahlen verteilen. Nun  kSnnen wir ffir das reeile Gebiet ,  wie wit  dies 

frf iher fiir die W-Kurven ge tan  haben,  verallgemeinerte W-Flh'cheu einfiihren, 

indem wir z. B. fiir einen beliebigen Exponen ten  p > o den F ak to r  x p entweder  

I x l  p oder  sgn x .  I x l  p schreiben, so dass wir  freie W a h l  zwischen einem F ak to r  

yon geradem Typus  oder einem solchen yon ungeradem Typus haben.  Wir  kSn- 

nen also in den F~llen (a), (b), (c), (aj), (bl) und (cl) der vor igen N u m m e r  die 

Exponen ten  beliebig vari ieren,  wenn nur  die Bedingung p + q - ~  r +  s bzw. 

p : q  + r +  s auf rech t  e rha l ten  wird, und  fiir die einzelnen Fak to ren  in der 

Gle ichung der ~V-Fli~chen der Typus  (als gerader  oder  ungerader)  n icht  ge~nder~ 

wird. In  jedem der sechs erw:~thnten F~lle stellen die vera l lgemeiner ten  W-FI~- 

chen ein K o n t i n u u m  dar, in welchem die a lgebraischen Fl~chen fiberall dicht  

auf t re ten ,  und man vers teht  ohne weiteres,  dass die Resul ta te  der vorigen Num- 

mer fiber reelle Kongruenzen  sich auf  das ganze K o n t in u u m  ausdehnen lassen. 

Da  p +_ q :  z r ,  so sind in dem in dieser N u m m er  behandel ten  reellen Fulle 

p und q entweder  beide gerade oder  beide ungerade.  W i r  bekommen hieraus 

die Vera l lgemeinerungen,  dass wit, un t e r  Beibehal tung  einer  I d e n t i t i i t p  +__ q----2r, 

die Zahlen p ,  q, r beliebig > o w~hlen und x p, w q beide als Fak to ren  yon ent- 

weder  geradem oder  ungeradem Typus nehmen.  1 E a c h  Nr. 33 kSnneu wi t  hier  

die W-Fl~tchen als Umdrehungsf l~chen um die Achse y ~ z ~ o deuten.  Durch  

die Ebenen x ~ o und  w-~-o  wird diese Achse in zwei Abschni t te  geteilt .  Sind 

x p und wq als Faktoren  yon ungeradem Typus  zu bet rachten ,  so ist die Fl~che 

eintei l ig und umschliesst  nu r  den einen yon diesen Abschni t ten .  Dabei geh t  

man yon dem einen zu dem anderen  Abschni t te  fiber, wenn der P a r a m e t e r  ~ das 

Zeichen wechselt.  W e n n  aber xp und w q yon geradem Typus  sind, so ist die 

~qach Nr. 4 ~ k5nnen  wi t  in diesem reellen F~lle die Exponen ten  r und  s auch durch  zwei 

konjugier t  imagin~re GrSssen ersetzen. M~n erhi~lt aber  dann W-Fliichen, welche sich unendl ich  

oft u m  die Axe y ~ z ~ o  windeln,  so dass dieselben berei ts  in ihrem reellen Verl~uf von den 

algebraischen Fl$ichen abweichen. 
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Fl~che fiir s < o nullteilig und fiir ~ > o zweiteilig, wobei dieselbe als eine Zu- 

sammenfassung yon zwei Fl~chen des vorhergehenden Falles aufgefasst werden 

kann, welche verschiedene Abschnitte der Achse umschliessen. Es l~isst sich 

jetzt leicht der wesenfliche Unterschied zwischen den F~llen p + q ~  2r und 

p - - q  ~ 2r angeben. Im ersten Falle sind die Punkte der Fl~chen elliptisch, 

und als Bedingung dafiir, dass zwei Fl~tchen oder Fl~chenteile gemeinsame Tan- 

gentea besitzen, finder man, dass dieselben verschiedene Abschnitte der Achse 

umschliessen miissen. Im zweiten Falle dagegen, wo die Punkte der Fl~chen 

hyperbolisch sind, erh~lt man die Umschliessung desselben Abschnittes der Achse 

als entsprechende Bedingung. Diese Resultate stimmen, wie man sich ohne 

Schwierigkeit iiberzeugt, mit denjenigen iiberein, welche wir zu Anfang dieser 

Nummer fiber reelle Kongruenzen abgeleitet haben. 

44. Bei dem dritten reellen Fulle gibt es keine anderen algebr~ischen F1E- 

chen ~ls Regelfl~chen. Ein Beispiel h~ben wir in (9 I) gegeben. Ffir die reellen 

Fl~chen eines Bfischels 

(~14) (x + iv)p (~ + iw)~ - z ( x -  r ( ~ -  r = o 

~ s s  m a n  [Z  ]~ I h~ben. Setzt man --X: e2e ~, so l~sst sich die obige Glei- 

chung ~uch in die Gestalt 

~-~, (x + iv),  (~. + r + , ~  (x - iv),  ( ~ -  i~)~ = o 

fiberffihren, in welcher die imugin~ren Bestundteile der Glieder einander auf- 

heben, so dass wir eine reelle Gleichung erhalten haben. Als Repr~sentanten 

fiir eine G~ttung yon W-Kurven, welche auf den Fl~chen des Biischels liegen, 

wghlen wir 

(II5) x + i y : x  --  i y : z  + i w : z  - -  i w  ~ t~: t"~: t n' : t  "~. 

Die Exponenten sind d~bei der Bedingung 

( ~  5,) p ( . -  ~ )  - q ( . .~- -~)  - -  o 

unterworfen. D~ wir, in Ubereinstimmung mit den ErSrterungen in der 2. Num- 

mer, fiir reelle W-Kurven n und n~ sowie n2 und n~ als konjugiert imagin~ir 

annehmen, so h~t man in (II5~) eine Relation ffir die im~gin~ren Teile der 

Exponenten. 
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Wir wollen jetz~ die Gleiehung aufstellen, welehe in diesem Falle den 

Relationen (II2) u n d  (II3) entspricht. Dabei ist es zweckmitssig unseren Aus- 

gangspunkt in (IO31) zu nehmen, doch mit der leichten Umformung, dass, da 

wir hier nicht n a = o  angenommen haben, n und n 1 durch n - - n  s und n 1 - n  3 

zu ersetzen sind. Schreiben wir noch ~ - - e  ~,  so erhnlten wir die gesuchte Rela- 

tion in der Gestalt 

- . 

\ n l  - -  hal  \ h i  - -  n2f  

Wie man sieht, sind Zi~hler und ~Tenner der Quotienten reehts konjugierte GrSs- 

sen. Schreibt man 

- -  ,n s _ _  e ~ i ,  

n 1 - -  7~ 2 

so ergib~ sieh 

n _ . n 3 _ _ ~ ] c e  2 ; n t _ n 2 : ] c  e 2 , 

w o k  irgend eine reelle GrSsse bedeutet. Unter Bezugnahme auf (1151) erhalten 

wir .]etzt 

[ ~p': __'~) 
n - - n l + n ~ - - n s =  q + p ( n ~ - n 3 ) = k ~ e 2  _ e  

P 

k p  ( (;~ ~i)  k q  [ ,,i 
n~ - -  n s -  e ~ -  e ~ ; n - - n 1 - -  ~e T -  

P + q  p + q  

'P~ k p  'P~ k q  e ~ + - -  e 2 . n - - -  Ttg ~ ~ - -  T~ l -~- ~ l  - -  ~ 2  - -  p + q  p + q  

_ k p  e ~ + ~ e n ,  - -  n 3  = n - n ~  - -  ( n - - n l )  p + q 

v) e 

Die Gleichung (I I6) l~sst sich jetzt in 

(I I7) e ~-i = I ~ "I 
q e  2 + p e  ~- v -q  

(pi e { P + q ) ( P i  

umformen. 

gibt sich 

(i i8) 

Schreiben wir (I17) als eine Gleichung fiir die Argumente, so er- 

------(p + q) ~ -- 2 (p -- q) arc tg ~ ~g (mod 2 Jr). 
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W e nn  ~0 yon o bis 2 z  zunimmt,  so wiichst das reehte  Glied stet ig von o bis 

2(p + q)z -- 2 ( p - - q ) z =  4qz .  

Es muss also jedenfalls 2q Zwischenlagen geben, welche Lb'sungen von (I I8) dar- 

bieten. Um aber  zu beweisen, dass ( I I8)  nut 2q LSsungen haben kann,  muss 

man noch dar tun,  dass das rechte  Glied monoton  w~i~zhst. Zu dem Ende  suchen 

wir die Able i tung und erha l ten  

(p - -  q)~ (p + q) 
(i I9) /~ + q - 

(p + q)~ cos '  -~ + (p --  q)~ s in '  ~- 
2 2 

Der  Ausdruck  (I I9 )  erweist  sich nun als > 0 mi t  der einzigen Ausnahme,  dass 

derselbe fiir cos -9 = o verschwindet .  Der  LSsung 9 = z entspr icht  aber  auf  
2 

dem l inken Gliede e gi = i ,  und wit  vers tehen leicht, dass es sich in diesem Falle  

um die dreifache LSsung handel t ,  welche dem System der H a u p t t a n g e n t e n k u r v e n  

entspr icht .  1 

Man erhdlt also 2q reelle Kongruenzen, welche als Brennfldchen zwei Regel- 

fldchen yore Typus (I14) besitzen, und bei doppelter Brennfldche hat man q - - I  

reelle Doppeltangentenkongruenzen. 

45. Es gibt  aber noch die MSglichkeit  fiir reelle Kongruenzen ,  dass die 

Brennfldchen konjugiert imagin&" sein kSnnen.. Als eine Spezial isierung hiervon 

ist der Fal l  zu bet rachten,  wo man eine doppelte reelle Breuufldche hat, welche 

von den Linien der Kongruenz in zwei konjugiert imagin&'en Punkten beriihrt wird. 

Grit nun  fiir ein Biischel yon W-Fliichen die reelle Gesta l t  (9 o) oder  (9ol), so 

miissen fiir  zwei konjugie r t  imagini~re Fl~chen des Biischels die P a r a m e t e r  

kon jug ie r t  imaginiir  sein. Der  Quot ient  zwischen diesen Pa rame te rn ,  welchen 

wir mi t  ~ bezeichnet  haben,  ist also yon der Gestalt e ~.  Dieselben Resul ta te  

gel ten offenbar auch in dem in der vorletzten N u m m e r  behandel ten  zweiten re- 

ellen Falle. 

Im dr i t ten  reellen Falle erh~Llt man  abweichende Bedingungen  fiir zwei 

konjugier t  imagini~re Fliichen. Be t rach te t  man  also das Biischel (114), so finder 

man,  dass fiir zwei konjugier te  Flitchen die Betritge der P a r a m e t e r  Z zu e inander  

Zwei  yon diesen drei  zusammenfMlenden  LSsungen  s ind mi th in  Ms reelle LSsungen  neu 
h inzugekommen.  

44--34472. Acta  mathematica.  64. Imprim6 le 6 novembre 1934. 
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invers und die Argumente gleich sein miissen. Fiir zwei konjugiert imagi~h're 

F15ehen ist also hier das VerhSltniss -~ zwisehen den Parametern eine positive GrSsse. 

Fiir p - ~  r, q - - s ,  wo die W-Fl~chen Regelfl~chen sind, spielen also die 

Fglle ~ > o und ]~] = I die umgekehrte Rolle, je nachdem die Fl~chen zum 

ersten oder dritten Realitgtsfalle gehSren. In der vorigen Nummer haben wit 

also, den LSsungen yon (I IT) entsprechend, im dritten Realit~tsfalle zq reelle 

Kongruenzen gefunden, welche zwei verschiedene reelle Fl~ichen des Bfischels 

(I I4) als Brennfl~chen haben. Im ersten Realit6Ysfalle hat man die gleiche A~zahl 

yon 2q reellen Kongruenzen, welche zwei konjugiert imaginSre Flh'chen als Brenn- 

flh'chen besitzen. In der 42. Nummer haben wir fiir ~ > o gezeigt, dass es, wenn 

p und q beide ungerade sind, vier reelle Kongruenzen und, wenn eine yon den 

Zahlen 19 und q gerade ist, zwei reelle Kongruenzen mit zwei reellen Brennfl~- 

chert gibt. Dieselben Anzahlen gelten nun im dritten Realit4Ysfall f i ir die reellen 

Kongruenzen mit zwei konjugiert imagin4"ren I~rennflSchen. Wit  kSnnen auch jetzt 

die Anzahl der reellen Kongruenzen mit einer doppelten Brennfl~che bestimmen, 

deren Linien in zwei konjugiert imaginiiren Punkten beriihren. Diese Anzahl 

stimmt ja ~dt  derjenigen iiberein, welche man bei zwei reellen Beriihrungs- 

punkten im anderen Realit{itsfalle hat. Man hat mithiu im ersten RealitSt~falle 

q -  I reelle Kongruenzen, deren Linien die reelle doppelte Brennfliiche in zwei kon- 

jugierten Punkten beriihre~. Im dritten RealitStsfall hat man eine bzw. keine solche 

Kongruenz, je nachdem p u~d q beide ungerade sind oder eine yon diesen Zahlen 

gerade ist. 

46. Wir  wollen die Sache fiir den allgemeinen ersten Realit~tsfall weiter 

ausfiihren. Wenn wir in (Io7) n~ -- = ~ setzen, so bekommen wir die Gleichung 
Tt 1 

s , ,  - # , - =  o .  

Der Parameter # bestimmt hier den tetraedralen Komplex, der die Kongruenz 

ausschneidet, und die Wurzeln ~ charakterisieren die beiden Gattungen yon 

I~-Kurven, welche zur Kongruenz gehSren. Diese Wurzeln bilden Paare einer 

Involution, fiir deren Doppelelemente tt die Gleichung (IO8) befriedigt. Fiir 

r + s - - p  < o sind diese Doppelelemente konjugiert imagin~r. Die Involution 

ist also elliptisch, und (I2O) besitzt fiir jeden reellen tt-Wert zwei reelle Wurzeln. 

Da jede reelle Gerade zu einem tetraedralen Komplexe mit einem reellen Doppel- 

verh~ltniss # gehSren muss, so kSnnen wir hieraus schliessen, dass es in diesem 
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Falle reelle Kongruenze~ mit  zwei koujugiert imaginSren BrennflSchen nicht gibt. 

In anderen Worten l~sst sich dies so ausdriicken, dass die beiden F15chen eines 

Biischels (9o~), welche yon einer reellen Geraden beriihrt werdeu, stets reell sein 

miissen. 

Zu  zwei konju.qiert imaginh'ren F15chen eines BiLvchels (90) gibt es dagegen 

2q reelle Kongruenzen, welche dieselben als BrennflSchen haben, t t ierln haben wir 

eine Verallgemeinerung der Resultate der vorigen Nummer, bei denen ja yon 

dem speziellen Fulle p ~ r ( q - ~  s uusgegangen wurde. Zun:,tchst erhalten wir 

durch Elimination yon tt, weun v und v' entspreehende Elemente der dutch (I2o) 

definierten Involution bedeuten, 

(~:~) s ( :p -  s) , , '  - , . s  (,, + ,,') + , - ( p - r ) =  o. 

Wir erhalten die folgenden drei Paare yon entsprechenden Elementen 

p - - s  s s 

Wir sehen hieraus, dass die Nullstellen im Z~ihler und l~enner yon (IO4) mit 

denselben Exponenten einander entsprechen. Fiihren wir jetzt, in Ubereinstim- 

mung mit (,zI), in (Io4) die Substitution 

r (st' -- (p -- r)) 
( , 2 2 )  ~ - 

s ( ( p  - -  s )  ~' - r )  

aus, so finden wir, dass der Ausdruck rechts invertiert wird, so duss Z~ihler und 

Nenner ihren Platz vertauschen. Die beiden ~-Werte elves Paares der Involution 

(I2I) befi'iedigen mithin Gleichungen (II2) mit  inversen ~-Werten. Dieses Resultat 

war zu erwarten, da die beiden Systeme yon Kurven, welche zur Kongruenz 

gehSren, auf verschiedenen Brennfl~tchen liegen, und das Verh~ltniss ~ zwischen 

den Parametern dieser Fl~chen invertiert  wird, wenn man die Kurvensysteme 

vert~uscht. 

Fiir r +  s > p  sind die Doppelelemente ~1, ~ der Involution (I2I), welche 

wir iibrigens bereits in (IO2) gegeben haben, reell  und verschieden. Wenn wir 

die neue Veriinderliche 

einfiihren, so nimmt die Involution die einfache Gestalt 
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~ + ~ ' = o  

an. Ffir die Elemen~e eines Paares hat  man. also 

Die reellen Paare erh~tlt man dann ffir a > o und die konjugiert  imagin~ren 

Paare ffir a < o; die letzteren sind mithin bei dieser Ver~nderlichen rein imagin~r. 

Wir  wollen nun in (II2) v durch ~ ersetzen. Nach leichten Rechnungen 

erhalten wir 

( p  - -  8)  IP - -  Y = ( p  - - -  8)  (lP2 - - -  I s , ) .  ~ "i- I . 

2 l ~ - - I  

~,,  - ( p  - ,.) _ ~ % - -  ~,,) ,,.~. 

'P V~ + V 1 ~ V 1 

r + s ~  s ( ~  - ~ )  ~ - I 

I - - Y  ~1 + v ~ -  2 - ~l  - -  I 

Is 2 - -  I 

F fir die hier auftretenden numerischen Faktoren erhalten wir 

2 r  2 q  2 ] / p q r s  
v ~ + v.~ ~ - -  ; v I + v,,_ - -  2 ~ - -  " v ~ - -  v . ,  ~ 

p - -  s IJ  - -  s '  " s ( p  - -  s )  

In der neuen Ver~nderliehen ~ geht (I i2) in 

( l e 3 )  Z = 

, §  + + ~:> - ~| 

?x~ - -  I /  

fiber. Die Anzahl der reellen Kongruenzen mit zwei konjugiert  imagin~ren Brenn- 

fl~chen reduziert sich nun auf die Anzahl der rein imagin~iren Wurzeln yon (I23) 

ffir ~ =  e ~.  Wenn ~7 rein imagin~r ist, so sieht man sofort, dass das rech~e 

Glied yon (I23) den Betrag I hat. Die Frage ist, wie oft das Argument ~- 

wird, wenn ~ yon - - i r162  bis i ~  variiert. Die Yer~nderung des Argumentes bei 

dieser Variation ist yon den Zeichen der GrSssen vl und V l -  I abh~/ngig. Da 
~ ~- I 
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~1 und ~2 beide > o sind, so ist ~ positiv. Dagegen hat  ~'! - -  I das Zeichen --. 
~2 ~P2-  I 

Die GrSssen ~ 1 -  I und ~ 2 -  I befriedigen ja die Gleiehung 

8 ( p - -  8 ) ( ~ - -  I)2 __ 2 q 8 ( Y - - I )  - -  q(?" + 8) : O, 

deren Wurzeln verschiedene Zeichen besitzen. Wir finden hieraus, dass die Argu- 

mente der beiden ersten Faktoren rechts in (I23) bei Variation der rein imagi- 

ngren vergnderlichen ~ sich in derselben Richtung iindern, das Argument des 

letzten Faktors aber in der entgegengesetzten Richtung. Wenn F die vollstgn- 

dige imagin~ire Achse durehlaufen hat, so erhglt man 0ffenbar ffir den Betrag 

der Anderung des Argumentes 

2~(p  + q) -- z ~ ( p - - r ) - -  2~(p  -- s) = 4~q.  

Wit bekommen mithin fh'r ~-= e yi mindestens 2q rein imagin&'e Wurzeln der Glei- 

chung (I23). Eine grSssere Anzahl solcher Wurzeln kann es auch nicht geben, 

denn das Argument des rechten Gliedes yon (I23) gndert sich immer monoton 

in derselben Richtung. Eine Richtungs~nderung wiirde ngmlich fiir einen ge- 

wissen Weft  0 die Bedingung einer Doppelwurzel von (I23) bedeuten. Wir  wis- 

sen aber bereits aus den friiheren Entwicklungen, dass mehrfache Wurzeln dieser 

Gleichung nur fiir ~ =  I auftreten, und zwar als zwei den beiden Systemen yon 

Itaupttangent.enkurven entsprechende dreifache Wurzeln. 

In den obigen Entwicklungen haben wir den Beweis fiir das vorhin ange- 

gebene Resultat, dass es 2q reelle Kongruenzen gibt, welche zwei konjugiert imagi- 

nSre Fldchen des t~iischels (9 o) als Brennflh'chen haben. Hierzu kommt, dass man 

q -  I reelle Kongruenzen erhSlt, welche eine reeUe FlSche des Biischels als doppelte 

Brennfldche besitzen, wobei die reellen Linien der Ko~gruenzen in zwei konjugiert 

imagin&'en t)unkten beriihren. 

47. Zu Anfang der 40. Nummer haben wir hervorgehoben, dass man im 

zweiten Realitgtsfalle ]t~] = I hat. Wir schreiben dementsprechen d tt=--e2"i(P. 

Da wit r =  s haben, so bekommt hiernach (12o) die Gestalt 

( I24 )  e--~'~rv 2 - -  2 (p  - -  r ) c o s  ~V -k ei 'Pr = o .  

Als Wurzeln dieser Gleiehung erhglt man 

[ / (  ) ..... 1 ( I2S)  Vl, ~'" ei9 - p -  r p - -  r 2 g . cos q~ + r _ ~ c o s  ~ -  I �9 



350  A. Wiman. 

Is t  nun erstens 2 r - - p  > o, so haben beide Wurze ln  yon (I25) immer  den Be- 

t rag  I. Die zugehSrigen Ga t t ungen  yon I~-Kurven sind dann  reell, und  man 

bekommt  keine r e e l l e n  Kongruenzen  mi t  zwei kon jug ie r t  imaginiiren Brenn- 

fli~ehen. Nach  der 33. N u m m e r  hande l t  es sieh in diesem Falle  um Fl~ehen 

mi t  ell iptisehen Punkten ,  und man kann  leieht  unmi t te lba r  konsta t ieren ,  wenn 

man die Anderung  der Gesta l t  d e r  Fliiehe bei Var ia t ion des Paramete r s  Z unter-  

sueht, dass jede reelle Gerade zwei reelle Fl~ehen des Biischels ber i ihren muss. 

W e n n  wit  uns des en t spreehenden  Resul ta tes  in der vorhergehenden  N u m m e r  

er innern,  so kSnnen wir je tz t  behaupten,  dass es in den Fhllen, wo die Punkte 

der Brennfliichen elliptisch sind, keine reellen Kongruenzen mit konjugiert imagi- 

nh'ren Brennfliichen gibt. Man sieht leieht  ein, dass dieser Satz noch in dem 

al lgemeineren Falle giiltig bleibt, wo die Fl~iehen t r anszenden t  sind. 

Is~ zweitens 2 r - - i o < o  , so verhal ten  sich die LSsungen ( I 2 5 ) i n  zwei 

wesentl ich versehiedenen Weisen,  je nachdem der Ausdruck  un te r  dem Wurzel-  

zeiehen <> o ist. H a t  man ( p - - r )  ~ cos*9~ < r ~, so gel ten dieselben Verhit l tnisse 

wie im vorhergehenden  Falle, und man bekommt  reelle Kongruenzen  mi t  zwei 

reellen Brennfliichen. Fiir  ( p -  r) ~ eos~0 = r s erhiflt man  die beiden H a u p t t a n ;  

gentenkongruenzen .  I s t  endlieh ( p -  r) ~ cos~0 > r *, so haben  die Wurze ln  ~1, ~e 

dieselben Argumente ,  die absoluten Betritge sind aber  zu e inander  invers. Setzt  

man v =  ~ ~ Vi, so finder man  leicht  als Of t  der  Wurze ln  vl, v, den Kreis  

(I 26) r (~  2 -~- V 2 -~- I ) -  2 ( ~ - -  ~')~--- O. 

I n  

konjugier t .  Ffir den Be t rag  yon - -  
�9 ' I - - ~  

ohne Schwier igkei t  

I " - -~  l v - - 2 r  

bezug auf  diesen Kreis  sind die beiden P u n k t e  ~ = o, ~ = +_ I zu e inander  

, der also kons tan t  sein muss, erh~lt  man  

Wir  finden auch, dass, falls ~ auf  dem Kreise  einen posi t iven Umlauf  um den 

P u n k t  ~ =  I,  ~ = o  macht ,  das Argumen t  des in diesem Falle in (II2,)  auftre-  

tenden Faktors  

eine Anderung  
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- -  2 ~ ( p - -  q) == - -  4err  

er leidet .  

Fi i r  r =  s a n d  Z = e gi spezial is ier t  sich (I I2,) in 

( I 2 7 )  eO-i-~ (-- i)P[(p--r)v--r]P--r[rv - - (p--  r)]P--r  (i  q- v)P--q 
pPqq ~P--r (I - -  v)P--q 
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Unse re  Aufgabe  ist die Anzah l  der  Wurze ln  dieser  Gle ichung  zu bes t immen,  

we]che auf  dem Kreise  (I26) liegen. Die A n d e r u n g  des A r g u m e n t e s  des rech ten  

Gliedes yon (I27) ist also zu bes t immen,  wenn r e inen U m l a u f  mn  diesen Kre is  

macht .  Man  finder dann  leicht,  dass  die beiden F a k t o r e n  

( p  - r )  v - r ,  r v  - ( p  - r )  

dabei  Kreise  durehlaufen ,  welche den A n f a n g s p u n k t  umschl iessen.  D a g e g e n  l iegt  

der  A n f a n g s p u n k t  ausserhalb  des Kreises  (I26). Als ~ n d e r u n g  des f rag l ichen  

Argumen te s  ergib~ sich h ie rnach  

(i~s) 4 ~ (P - -  r) - -  2 ~ (p - q) = 2 zc (p - -  2 r + q) = 4 ~ q. 

Es is~ noch 

rechte  Glied 

punk~ v - -  p - -  r 
r 

zu beweisen, dass bei der  vorausgese tz ten  L a g e  yon v auch das 

yon (r27) den B e t r a g  I hat .  Der  Kreis  (I26) besi tz t  den Mittel-  

und den Radius  l f ~  H ie r aus  e rg ib t  sich 
r 

Ir~ - -  (p --  ' ) l  ---- ~ 

I n  bezug auf denselben Kreis  sind die P u n k t e  r - ~  o und v =- 

und man  bekomm~ auch 

p - -  r 

(P - ")~ - r I = V ~ q  

- -  konjugier t ,  

W i r  haben  j e tz t  die Mit te l  den B e t r ag  des rech ten  Gliedes yon ( I 2 7 ) z u  be- 

r echnen  und finden daffir  das zu e rwar tende  Resu l t a t  r. Nach  ( I 2 8 ) e r h g l t  m a n  

also fiir (i27) 2q LSsungen  yon der gesuch~en Ar t ;  eine gr5ssere  Anzahl  solcher  

LSsungen  kann  es aus in der  vo rhe rgehenden  N u m m e r  h e r v o r g e h o b e n e n  Gri inden 

n ich t  geben. 

W i r  finden jetzt ,  dass die Resul ta te  in den beiden ers ten  Realit~,ttsfitllen 

sich zusammenfassen  lassen, wenn  die Brennfl~chen zu einem Btischel a lgebra-  
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ischer W-Fl~chen mit hyperbolischen Punkten geh5ren sollen, und zwar in der 

Weise, dass es stets 2q reelle Kongruenzen mit zwei konjugiert imaginiiren Brenn- 

fliichen gibt. Hierzu kommt, dass man, wenn diese Bren~flSchen sich in eine dop- 

pelte reelle vereinigen, q - - i  reelle Kongruenze~ erhdlt, deren Linien die Bren~flit'che 

in zwei konjugiert imagin(iren Punkten beriihren. 

Man versteht leicht, dass die o b i g e n  Resultate sich auch auf diejenigen 

F~lle mit hyperbolischen Punkten, wo die W-Fl~ichen des Biischels transzendent 

sind, iibertragen lassen. Unter den tetraedralen Komplexen, welche zu dem Grund- 

tetraeder gehSren gibt es also zwei, welche die beiden Systeme yon Haupttan- 

genten der W-Fl~chen enthalfien, und dieselben vermitteln den t~bergang zwischen 

den Komplexen, die sich in Kongruenzen mit zwei reellen und in solche mit 

zwei konjugiert  imagin~ren Brennfi~chen zerlegen lassen. Von den reelIen Linien 

eines tetraedralen Komplexes der letzteren Art wird keine reelle Fl~che des 

Biischels beriihrt. Es handelt sich natiirlich in diesen F~llen um keine algebra- 

ischen Kongruenzen. 


