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OUEL01JES R E M A R O U E S  SUR LES FONCTIOIqS EI' , tTIERES 

PAR 

J U L I U S  P E T E R S E N  
COPENHAGUE.  

Soit ~(z) une fonction uniforme, ne possddant aucun point essentiel 
distance finie. Posons 

(i) logF(z) = logR + Oi, 

R d6signant le module et 0 l 'argumcnt de la fonction; l'on a alors 

O log R O O. ~ log it ~ 0 
0x ~y 0y 0x 

011 
(oRx vl~ y ) r o y  ~0 

o O y  

formules d'ofl l'on tire 

~0 ~ oIr oO r Ol{ 

(2 )  ~r R r  OO ' OO R Or ; 

. ! ~ l o g / - g  ~ log/~ 
(3) d O  = d r  + r - -  dO. 

r ~0 ~r 

Si l'on int6gre cette derni6re expression, cn prenant pour chemin 
d'int6gration une courbe ferm6e, 1'on obticnt, comme l'on salt, pour r6- 
sultat zrm, oh n d6signe le hombre des z6ros diminu5 de celui des infinis, 
respectivement situ6s dans la partie du plan limit6e par la courbe. Si la 
courbe est une circonf6rence ayant l'origine pour centre, on a d r  = o ,  et 

I _ ; ~  log R rd0.  
(4) n ----- ~ ~r ' 

Aeta mathemati~a, 23. Imprim6 le 21 octobre 1899, 
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Cette formule a une intdressante analogie avec la formule de GAuss, 

qui d6termins la quantit6 d'6lectricit6 contenus darts une partie de l'espace 

limit6e par une surface g6ometrique, savoir" 

E = 

oh d o d6signe l'616ment de surface st N la force normale. Si nous con- 

cevons qu'en tout  z6ro et en tout  infini soit concentr6e une masse 

repoussant et at t irant  respectivement avec une force inverssment propor- 
tionnelle ~ la distance, 1'on "tara pour un z6ro la force normale 

I 
- cos ~c, 
P 

p d6signant la distance et F l 'angls (r,  p). En mult ipl iant  par ds et en 

int6grant le long de la circonf6rence du cercle, l 'on obtient pour 

! cos f, ds 

la valeur 2~r, lorsque le point est g l ' intdrieur du eerele, et la valeur 

z6ro, lorsqu'il est ~ l 'ext6rieur du cercle. L'on a ainsi 

f Nd ~ - -  8 
2 ~  

oh N d6signe la forcs normale totals ayant son originc sn tous l e s  zdros 
st infinis. Si l'on supposs qus les z6ros et infinis donnent naissance b. 

log tt et nous retombons sur un potentiel log/i~, la force normale sera ~ 

notre formule (4). Pour le cercle on peut mettre une courbe fermde 
quelconque. 

De cette formule (4) l'on psut  en d6duire d'autrcs par vole d'int6- 

gration; pour plus de simplicit6 nous sui)poserons qu'il n 'y a pas d'infinis, 
c'cst ~ dire que notre fonction transcendante est entidre. En mult ipl iant  

d r  
par -- et sn mtdgrant  ds o s r il vient 

r 27/" 

o 0 
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oh R 0 est la valeur de R au centre du cercle. D6slgnons maintenant  
par  %, % , , . . ,  a~ los modules des z6ros situ6s h l ' int6rieur du cercle du 

rayon r ,  rang6s par ordre de grandeur.  Pour  o < r < % ,  on a n - - o ;  

pour  % < r  < %, on an - - - -  ! , . . .  etc., et alors 

t2 2 a 3 r 

f ?  {? o, , r _  - - + 2  + . . . + n  - 7 - - - - l ~ 1 7 6 1 7 6  
6~1 6~ 2 

0 6~ 1 6C 2 ~ n  

d'ofi 

(6) log - -  -- j l o g  dO, 

0 

R 
oh le second membre d6termine la valeur  moyenne de l o g ~  sur le cerele. 

La formule noun montre que cettc valeur  est continue. 

Posons 

log n I I 
(7) - .  

- -  = p ~  O U  p--T ~ n 
log an an 

Je  supposerai encore que p.  a une limite p,  ou, d 'une maniSre plus 

pr~cise que, e d6signant une grandeur  positive qui peut  devenir aussi 

petite que l 'on veut, l 'on peut  toujours t rouver  une valeur de r telle 

que, pour cette valeur de r et toute valeur plus grande, on ait 

I I I > 
n 1-~ a~ n!+~ 

L'on rcconnait  que p est le nombre que M. BOREL appelle l'ordre de la 

fonction. La s6rie 
I Eo-/ 

me t rouvant  sur la lhnite de convergence et divergence, le genre p de 

la fonction dolt 6tre le i)lus grand nombre entier eontenu en p, s i p  est 

fraetionnaire; si, au eontraire, p est un nombre entier on aura p ~ - - p - - I  

ou p ~ p .  Dans les deux eas nous supposerons que le genre est d6- 

terrain6 par les faeteurs primaires de la fonetion. 

1 Monsieur JE~SEN m'a inform6 qu'il  a d6j~ d~montr6 cette formule par une autre 

vole et en a fair l 'objet d 'une communication ~ la Soci6t6 math6matique de Copenhague. 
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D6signons par ~ la plus grande valeur de R sur le cercle; de la 

formule (6) vient 

(8) ~ > R, a,,,, . . .  , , .  

En d6finissant p eomme pr6c6demment l'on peut, pour r suffisamment 

grand, 6crire 
n 

1 - 

d'oh 

l r p  

R > e  p 

oh le facteur fini I peut 6tre omis. Lorsqu'une fonction croit comme 
P 

e ~, off /t doit dtre pris avec une d6finition analogue k celle de p, /~ re- 
pr6sente alors le hombre que M. BOREr, nomme l'ordre apparent de la 
fonction. La formule trouv6e montre qu'on a toujours 

(9) ~ > p .  

D'apr6s les reeherches de MM. HADAMAaD et BOREL, on a ft ~---p quand 
le genre est d6termin6 par les facteurs primaires, ce qui est toujours le 
cas lorsque /~ est fractionnaire. Je vais en donner une d6monstration 
nouvelle pour le cas oh p = o et cons6quemment p ~ I. 

On a - (  (~o) ~ <Ro i + ~  ~ + ~  . . . .  

Lorsque, dans le cercle de rayon r, il se pr6sente n z6ros, on a, pour 

q > n  
,fpq-~ ~ + L < I +  , 

a q  = 

oh e d6slgne une petite grandeur positive qui s'6vanouit pour p =  t. 
D'apr6s un th6or6me eonnu, pour des valeurs positives bl, b~, ...,bin, oll a 

i ( b , + b , +  +b~); ~/i,,. b , . . .  t,~ < ~ . . .  
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par eons6quent 

( ( ~ 
~+1 aq / 

S i m  crolt inddfinimen~, la somme au second membre aura une valeur  
finie que nous d6signerons par k, et l ' o n  a 

lira (I  + l~Z~+--~'~) "~ = e '~p+~. 

Pour r suffisamment grand, o n  a 

( ~" ) ( r ) ( r ) (2r)" < e~O~_~ i+~ x+~ . . .  ~ + ~  < . . .~ , ,  

et ( lo)  donne 

c'est ~t dire 
/ ~ < p ,  

et, par cons6quent, en ayant  6gard '~ la formule (9) pour route fonction 
de genre zdro 

/L ---- p. 

Maintenant supposons que Fen ait p >  o, et soient ~ , a, flles ra- 
cines de l '~quation xP+~-- - z. 

L'on a 

\ 

oh b l ,  b2, . . .  sont les z6ros de ~(z). 

b,~+'/\ b ~ + ' / - . . ,  

Comme le produit  est de genre 
zSro par rapport  ~ z ~+1, on voit que pour la fonction 

~'(~) = ~(z)~(~)~(flz)... 
on a p----p. Ce dernier nombre eat le m6me pour F(z) et 9~(z), mais 
je n'ai pas rdussi ~ d6montrer direetement que lea deux fonctions ont 
m6me ordre apparent (le nombre ft), quand le genre de 9~(z)eat d6- 
terrain6 par les facteurs primaires. S i p  n'est pas d6termin6 par ces 
facteurs, le produit  doit toujours croltre moins rapidement que 9(z). 

Avta matl~rmatiea. 23. Imprim6 le 7 juillet 1899. 12 
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Je donnerai maintenant  une seconde application de la formule (4): 
D'apr6s cette formule on a 

.;~' = ~ y d ~ -~ , 
r 0 r 

off l'on a dcrit p au lieu de p - l - r  L'on a ici 

o a  

,.+, 7 <,7+~' 
r 

oh la s6rie au second membre est convergente pour ~ aussi petit que 
1'on veut. D'autre part, en int6grant par parties l'on a 

ot~ r 

-it 

= J R a-~-~ r <l, r '~ i~l: lo~..~+, j ~," re L rn j " l -p ,  
r 

log R 
9 " "  

Si l'on suppose que ,u-----p, 

sera 6gal h z6ro pour ~'----c-xg, d'olt 

~ ,  ~ p f , o , ~  p. r r , o , R  . .o 

0 0 r 

ce qui  fait voir que la valeur moyenne  de 

log R 
~ p + 2 + z  

sur l'anneau circulaire infini, mult ipl i6e  par la surface, est finie pour une 
valeur de z > o, si petite qu'elle soit, mats devient infini pour r 


