UBER DIE LOSUNG DER KONGRUENZ
(A+1)P—2P—1:-0 (modp?)

A. ARWIN

in LUND,

Der Versuch das Fermat’sche Problem z? + y? =27 in zur Primzahl p prime
ganzen Zahlen zu l6sen fiihrt leicht zur Untersuchung der Moglichkeit der Kongruenz
(A+1)P— 17 —1=0(mod p?), und diese ist eben der Gegenstand einer Untersu-»
chung in dieser Abhandlung. Die Ausfiihrung, die das Problem mit sich zog und
unten angegeben worden ist, wurde eine Folge vom Zusammenfiihren ganzzahliger
Werte (modp) und (mod p?) und von dem Verhiltnis dieser Werte zu einander.
Hierin liegt das Neue, das in dieser Abhandlung zu finden ist, wie auch in der Uber-
sicht der Natur der Losungen, die daraus ersichtlich ist. Dass endlich wirklich solche
Losungen in den verschiedenen Fillen und damit Gruppen (mod p*) mit gewissen
Eigenarten existieren konnen, ist ein Resultat vom reinen experimentellen Priifen.
Dazu sei nur bemerkt, dass die Giltigkeit von 27—1=1(p?*) fiir p = 1093 von
W. MEe1ssNER beispielsweise in Archiv der Math. u. Physik 1914 angegeben
worden ist, wihrend das zweite Beispiel fiir das, was ich "v-Gruppen innerhalb
eines Systemes (a) (mod p?)" genannt habe, nimlich die Primzahl p = 59, wohl die
erste Primzahl zu sein scheint, die solche Gruppen besitzt, aber gar nicht so eigen-
artig wie p=1093 ist, sondern von vielen anderen begleitet wird, wenn diese
auch nicht zu zahlreich sind.

Aus der Identitit

A+1)P =P —1=pA(A+1)(R2+ A+ 1)¢ fp(A, 1) (1)

wo p eine Primzahl sein soll, ¢ =1 oder 2, je nachdem p = 62 — 1 oder 6n + 1 ist,
geht hervor, dass sich f,(4, 1) relativ invariant fiir die Substitutionsgruppe
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1 . A ___I+l
+4 1+4 y)

N I -
A’) Z: ""'I+}'s (2)
verhilt. Infolge (2) ldsst sich, wie gezeigt werden kanm, f, (4, 1) homogen mittels
(A + 1+ 1)*=K(A) und [A (% + 1)2= L (4) darstellen, d. h. f, (1, 1) = Y, (K, L) gilt.
Die Losung von f,(4,1)==0(p) erfordert also auch die Zerlegung von ¢, (K, L)
in LinearfaktorenH(K (A) + Ay L(4)) (modp), und man erhilt alle Losungen zu

fo(A,1)=o0(p) durch Auflésen jener Kongruenzen sechsten Grades K (1) +
+h, L(A) =o0(p), die als Invarianten fiir jede Substitutionsgruppe (2) betrachtet
werden konnen, wo £, ein fiir jede Gruppe bestimmter, charakteristischer
Zahlenfaktor ist, der die Invariantenkonstante genannt werden mag. Man findet

-1

leicht, dass &%:_—I———I sich (mod p) mittels solcher Invarianten K (A)+ h, L () auf-
e—1—

3T =0
lésen, hinsichtlich der Substitutionsgruppe (z) zusammengefasst werden konnen,
und zwei Gruppen infolge des Gruppencharakters ein Element nicht gemein haben
konnen, ohne identisch zu werden. Ausser den vollstindigen Gruppen sechsten
Grades existieren auch zwei Nebengruppen vom Grade 2z und 3, deren Elemente
als Losungen respektive aus A?+ A + 1==o0 (p), also nur fiir Primzahlen p==6% 41

vorhanden sind, und aus

bauen lasst, weil ja immer die Werte 4 == + 1, 4 2 ete, die simtlich

(A—1)(A+2) (24+1) _22°+3A—34—2

- - =o0 (mod p)

wo p==6n + 1 ist, erhalten werden kénnen. Weil das Quadrat des letzten Aus-

druckes sich auch fiir die Substitutiotr A:— 1 - 4) invariant verhilt, so erhilt man

[(l——l)(l-r-zz)(zwr I)TEK(MJrth(M (mod p) (3)

wo hg aus
K(1)+heL(1)=0 {mod p)

bestimmt wird, d. h. den Wert
hg=—=L (mod p) (4)

erhilt. Man hat also
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ip—1 ___ n—1
MHI_IE(me)e]/K(A)—aZL().) [(![K(l)+h,,l}(l)] (modp) (5)

weil die Anzahl der vollstindigen Gruppen immer gleich n—1 ist. Es sei noch
bemerkt, dass es nur fiir die aus (5) genommenen Invariantenkonstanten 2,
zutrifft, dass eine Kongruenz K (1) +m L (i)=o(p) iiberhaupt auflsbar werden
kann. Auf dieselbe Weise lassen sich nun auch die Werte aus

= (mod p?) (6)

zu Gruppen und Invarianten zusammenfiihren. Als beleuchtendes Beispiel teile
ich die folgende Zahlentabelle fiir p = 11 mit, wo die Werte also (mod 121) zu-
sammengefasst worden sind.

' { i I
i . : ] < ;«; 7 ' ~
! Eﬁlel:z%::tg; .o | - ; ~‘t ! = pA t ™ | Invarianten
} | L o
t | ! ‘ |
| | | ‘
4+ n.1x | - — —_ . - — i - —_— |
J 4+ o.11 ! 4| —30 — 5 +24 —z25,; +29 K—ga1.L %
4+ 1.11 151 — 8: —16 | —53 +523 + 7 K—30.L
é 4+ 2.10 26 14i—27é—9,+ 8, —15 K—19.L
L4t 3o 37 36 | -3SI +35 —361 —37 K— 8.L
L4+ 4.1 | 481 81 —q9 —4z +ar. —s59 K+ 3.L
S T —4xf~6o!+ 2 — 3 +4 ' K+u.L
44+ 6.11 §——51'~»19i+50?+46:—47;+18f K +25.L
] 4+ 7.11 i-—-405‘ + 3[ +39$ — 31 +30: — 4 K+36.L
4+ 8.1 | —z9! +25t +28 +13 —ip —265 K+47.L
4+ 9.1 | —18| 447 +17 57 —s8! —8, K+58.L
4+10.11 i — 7 -—Szi + 6 —30 +19§ +51} K-—52.L
I+ n.1r 0 = - ! — — —_ ' — -—
1+ 0.11 ; e t, — 2z +60, +60; — 2 VK—37.L
1+ 1.1 ! 12y —10 —13) —28 . 427 4+ 9 K—37.L
14+ 2,11 : 23! — 21 | -—24; + 5: — 6} +20 K—37.L
1+ 3.11 343 —32* - 35 +38; -39 + 31 K —37.L
1+ 4.11 ! 45% —43, —46 ' —30! —s50| +42 K—37.L
1+ 5.11 ' 36 —s354] —§7 —17' + 16 +53[ K—37.L
—1+n.11 ! — - 1 = _ —_ — —_——
—r1+ 1.11 10 —12| — - -, = l' A+ 1y
— 14 2.21 i 21§ —z3l — —_ — ' - (A +1)2 :
i+ 3n | 32§~34! — — B i (A+ 1) !
At R LY l 8 —as. - - -~ O
—i1+s5.11 | 54 —76| — — - = @+
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Alles in allem bilden die Elemente dieser Tabelle 6.114+6.5+4+2.5-+ 3 =109
verschiedene zu 121 relativ prime Werte, die also mit den ¢ (11%) — 1 = 109 iiber-
haupt existierenden zusammenfallen. Weiter findet mau, dass die Gruppen mit den
Eingangelementen 4+ 11 n die Folge der Invarianten konstanten — 41 + 11 2,7 =
==0,1,.., 10 haben, d. h. dass die elf Gruppen mit dem ersten Kolonnenelemente
4+11n sich (modrx) zu der Gruppe 4,3,—5,2,—3,— 4 mit der Invariant-
konstante — 8 zusammenziehen. Die Elemente 1+ 1xn haben dagegen alle die-
selbe Invariante, deren Konstante==- 4 (mod 11) ist, und die Werte —1+ 117
haben die Invariante (A+ 1)®. Ehe ich zu priifen iibergehe, in wie weit die oben
angegebenen Eigenschaften allgemein giltig sind, will ich auf folgenden Sachen
hinweisen. Aus

K—41L=K—8L+8.11
K—30L=K—8L+7.11 (mod 121)

etc.
folgt
10 10
“[K —(4r+1in)L]=(K—8L)M"+(K—8 L)Wt Zn—{— coe== (7)
n=0 1

=(K—8L)" {mod 121)
Man erhalt also

Moy [(K—8L) VK“37E('1+;,1111

A+ A4

(mod 121) (8)

d. h. die elfte Potenz der Invarianten zu %illzo (mod 11). Mit Hiilfe der oben
gegebenen Andeutungen kann die allgemeine Untersuchung auf folgende Weise
durchgefiirt werden. Man wéihle zum Eingangelemente a +np,n=o0,1,...p—1,
wo a einer Nebengruppe (mod p) nicht gehdren darf, und fiihre auf diesen Kolonnen-
elementen die Gruppenoperationen aus. Es entsteht daraus ein Gruppensystem (a)
von Werten, wo infolge des Gruppencharakters alle Gruppen verschieden sind,
und kein Element zweimal in derselben Gruppe auftreten kann. Beim Uber-
gange zu (modp) wiirde ndmlich eine Nebengruppe hervorkommen, was dem
Auswahle des Elementes a wiederspricht. In diesem Systeme (a) stehen also
6p zu p* relativ prime und unter einander verschiedene Werte. Wihlt man
ein Element b, das nicht in der vorigen Gruppe a liegt, und verfahrt man wie
oben, so erhdlt man noch 6 p verschiedene Werte, von denen keiner im System
(@) vorkommen kann, denn beim Ubergange zu (mod p) wiirden sonst die Gruppen
a und b zusammenfallen. In der Weise erhilt man zu jeder vollstindigen Gruppe a
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vom sechsten Grade (modp) ein Gruppensystem (z) (modp?). Das System, das
(mod p) zu der Nebengruppe dritten Grades gehért, nenne ich System (1), und
p—1I
2
ausgehend findet man, dass dasselbe Element nicht zweimal in derselben Gruppe

zweiten Grades System (c). Vom Kolonnenelemente 1+np,n=o,1,..

. I .
ausser in 1,— 2, -3 (mod p®) vorkommen kann. Man hat nur noch zu zeigen,

dass fiir Eingangelemente 1+ np, wo n < p;I ist, nicht zwei Elemente dieses

Typus in derselben Gruppe stehen kénnen, denn sie kénnen nur so mit einander
zusammenstehen, dass (1+n,9) (1 +n,p)=1 (modp?) gilt, d. h. n, + n,=o0(p),

. . —1 . .
was ausgeschlossen sein muss, weil #, und n, < P 2 sind. Man erhélt also von

p—

den Eingangelementen 1+ % p, I verschiedene, vollstindige Gruppen sech-

sten Grades (mod p?), und so die Nebengruppe (mod p?) selbst vom dritten Grade.

. —1I
Die Kolonnenelemente —1+np,n=o,1,... p p

ergeben nur zweielementige

Gruppen, denn die iibrigen Elemente kiénnen nicht zu p* prim auftreten.
Weil (—1+np)z=1 (p?) die Losung x= — (1 + np) besitzt, so folgt
A+1—np)A+1+np)=(L+1)* (p?) als die lavariante jener Gruppen. Sind
in der Weise alle Werte — 1 + np genommen worden, so sind also fiir p=6n—1,
wo keine Nebengruppe zweiten Grades auftreten kann, alle zu p* prime Werte
gefunden, deren Anzahl also gleich

6(n-—1)p+6?L;——I+3+2p_z_l=(6n—2)p——1=—-¢p(p’)—1
ist, und die Zahl der Gruppen

p_
2

(n—1)p+ I+I+

p—1r__ ..
2 np

wie zu erwarten war. Das Zusammenrechnen der Elemente fiir p =6n +1 wird

erst folgen, wenn das der Nebengruppe zweiten Grades (mod p) gehorige System

(c) eingehend diskutiert worden ist.

In der folgenden Darstellung mége mit a' ein Element genannt werden, das

m
in b:ter Kolonne und m + 1:ter Zeile steht, und statt a.(g’ wird einfach a'® geschrie-
ben. In der Tabelle oben ging ich vom Eingangelemente o' =a')+mkp aus,

wo k gleich Eins gewihlt wurde, aber doch beliebig zu wéhlen war.
Acta mathematica. 42. Imprimé le 21 février 1919. 23
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Aus
(1) 2 —
am am =1 ( .
p%)
aD g @

m+1l Tm4l T
ergibt sich nach Subtraktion und Anwendung von

(383

LS

a =kp

(1) (2) (2) @) — 2
am (am+l _am) + kpa’m+l”‘0 (p )

oder auch
@) @ __ 2 (2
am-{-l_a'm:_—kpam-l-lam (pS) (9)
Es ist aber
1 ) § - (1)\3 1
a,,f}_l a‘m’ =(a")® + kaVp(2m + 1)
oder
M __¢ (1)
am+1am:\a ) (p)
und aus

m W@ @
@t 1% 18, =1 (D)

ergibt sich
2
ol =(E) =6 o
d. h. (g) lasst sich schreiben

@iy — @ =[—k@")1p (),

WO

— B(a®)? = [— k ()] + Ip

ist, und also [—k(a®)®] der Rest, nachdem —Fk (a!®)® nach (mod p) reduziert wor-
den ist. In &hnlicher Weise kénnen die Kolonnenwerte der iibrigen Kolonnen
bestimmt werden, so dass man das folgende Schema aller Werte erhiilt
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a?=a" +m kp, k = beliebig
a(j.’ =ad® + mk,p, k,=[—Fk(a®)"]

a(,‘:’: =a® +mk,p, ky=—k

(10)
a(m") =a" +t mk,p, k,=[+k(a¥)] (p*)
V' =a® + mkyp, ky=—k,
(::z) =a® +mk,p, k,=—Fk,
In der Tabelle fiir p=11 waren k=1, a®=— 30, (a®?)?=goo=—2 (11) d. h.
[— % (a®)®] =2. Also werden die Elemente der zweiten Kolonne gleich a( )= 30+

+2.11m, und (a9} =576=4, [+k(@9)]=4, d. h. dW=24+4.11m,a¥ =

—25—4 .11m,8 ' =20-—2.11m, Werte, die in der Tabelle leicht gefunden werden

konnen. Ahn]lche Resultate erhdlt man fiir das Gruppensystem (1). Mit Hiilfe
dieser Resultate kann ohne weiteres eine Tabelle (mod 169) iiber ein System (c)
aus den Losungen der Kongruenz A*+ 2+ 1=o0 (13) ausgefiihrt werden, d. h.
in diesem Falle haben wir ein System (3), weil 32+ 3+ 1=0 (13) ist. Die erste
Gruppenzeile (mod 169) wird also, +3,—56,— 4, + 42, — 43, + 55 (mod 169) und
daraus nach (10) die iibrigen

el =+ 3+13Mm aV=+42—4.13m

(2) — (5) —

=—56— 3.13m a,=—43+ 4.13m  (169)

al=— 4—13m a¥=+55+3.13m

Infolge des Charakters des Systems (3), aus Losungen zu i*+i+1=0 (13)

hervorgegangen zu sein, folgt, dass es fiir alle m a® =a® =a% und o) =al) =

:—:a,ﬁ’ (13) gelten muss.

Weil aber zwei Zeilen nicht dasselbe Element enthalten konnen ohne iden-
tisch zu werden, und weil dasselbe Element nur zweimal in Kolonnen, die einander
(mod 13) kongruent sind, auftreten kann, denn nur jene fithren zum selben
Werte fiir (mod p) iiber, so erhilt man die Zahl der doppelt vorkommenden Zeilen
durch Losen der diophantischen Gleichung

) __ 4 (6
a,.__a =a,

4y +2=3 (mod 13)
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oder

y=o, 1,2,3, 4,5, 6, 7, 8, 9, 10, 11, 12
x=3,12 8,4 0,095, I, 10, 6, 2, II, 7.

Gehe ich also von der ersten Zeile als behalten aus, dann muss die dritte gestrichen

werden, weil a(”— (? die Identitat dieser Zeilen mit sich fithrt. Mit der dritten

muss dann auch infolge a(i) :a(g), die aus y=73 und 2=4 hervorgeht, gestrichen

werden. Mit y=4 und x=o sind wir nun in der ersten Zeile wieder, und es sollen
also folgende Zeilen als doppelt auftretend gestrichen werden

behaltene Zeile gestrichene Zeile
m==0 m= 3 und 4
m==1I m=1z » 7
m =2 m= 8 » 10
m=5 m== 9 » 6

d. h. fiir jede behaltene Zeile miissen zwei gestrichen werden, eine Eigenschaft, deren
Allgemeinheit fiir jedes System (c) auf folgende Weise dargelegt werden kann. Aus

1) . (1) 4) __ (4
c,=c¢ +mpund ¢, =c" +mknp

erhdlt man nach (10)

b=+ ke )= | =g =— G+ )
d. h. aus
=) ) tap=—rTgtykp @Y
c) 4+ e 4+
Fiir
y=r erhilt man z=>b+ rk,
y=b+rk, » » x=b+kOb+rk)=rk?+b(z+k) (D)

y=rki+b(x+k) » y x=rki+d(ax+k,+k})=r
weil, wie oben gezeigt wurde, k,=— (1 + ¢) (mod p) gllt wo

(V)2 +cV +1=0 (p)
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ist. Mit m = als behaltene Zeile miissen also m==b + rk, und m=rk? + b(x+£%,)
(p) gestrichen werden, d. h. nur ein Drittel der Zeilen sollen behalten werden,
wenn die Nebengruppe zweiten Grades (mod p?) selbst nicht gerechnet wird. Man
kann natiirlich auch ¢')=¢"(p) gebrauchen. Es lisst sich dann auch leicht zei-
gen, dass dabei dieselben Zeilen gestrichen werden miissen. In einem Systeme (c)
kommen a,]nsop;I

vollstindige Gruppen vor und das Zusammenrechnen der Ele-

mente im Falle p=6n+ 1 ergibt also:
Elemente

6p(n—1)+62—;—£+2£:—5+3+6£§—1+2=p(P—I)—I =(p*)—1,

Zabl der Gruppen

+

pn—1)+ 2y 4 P I P ptant 1
2 2 3
Voll ausgeschrieben sieht die Tabelle fiir das System (3) (mod 169), wie auf
der folgenden Seite angegeben worden ist, aus.

Die Untersuchung der Invariantenkonstanten schreitet auf folgende Weise fort.
Fiir ein System (a) mige k., die Invariantenkonstanten (mod p?) heissen und

k. die der Gruppe a (modp). Dann gilt fiir alle v, k,,=4%. (modp), und man
erhillt, wenn die Invariante der Gruppe v in der Form ¢ (a' , k.,), Wo ke, =Fk., +
+ 7, p ist, geschrieben wird, folgende Entwicklungen

tp(agi_l, k) =@V +vkp ke +rop)=
=@ (aV, ksy) + vkp@'ala?, k. ) + 7o p@'s (@D, ks ) =0 (P?)
wo ¢'s(a®, k) die Derivierte der Funktion ¢(a®™,%.,) nach a® als Variabel ist.
Ahnliches gilt fiir ¢z (a®, &,).
Aus der vorigen Kongruenz erhilt man

vkg's(a®, ks)) + 70 @'x (@, k. ) =0 (p) (11)
Wire es moglich, dass in einem System (a) k. =k, (p*) fiir 4 = v gelten konnte,
so ergibe (11) fiir r,=r, (p)

k@' (@V, k) + ro @'k (@, k: )=o0 (p).
Nach Subtraktion erhdlt man

k(u—v)@a(a, b ))=o0 (p)

d. h weil u»v und k,, =k, (p) ist, ergibt sich
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Pala, k)= 0
» @ k)=o0 P

die gleichzeitig gelten miissen, was nur fiir Nebengruppen zutreffen kann. In einem
System (z) kénnen also die %, in folgender Form gesetzt werden

b, =k., +vrp (p?) (12)
wo r aus der Kongruenz
k¢ta (aﬂ), k‘rl) + r¢'}‘ (a(l), kt'l) =0 (p)

bestimmt worden ist. Auf dieselbe Weise kann auch gezeigt werden, dass in
einem Systeme (1) alle Invariantenkonstanten gleich werden, denn setzen wir
@ (1,k:)=o0(p) und @(1+up,k;)=o (p?), so ergibt sich fiir k;, =k: +rup (p')

P(r+up, e +rup)= (1, k) + upg (1,k:) + rupgs (1, k) =0 (p?)

1upPu(1, ko) =rup[(1+up)(z +up)'=o0 (p°)

oder r,=o (p) d. h. r,=o0, und es gelten also fiir alle diese Gruppen

k. =k, 5—24—7 (mod p?) (x2)

v a

und die Invariante der Nebengruppe selbst mag

VE() + k., L (%)
geschrieben werden.
Weil also in einem System (@) fiir vy auch immer k. ==k, (p*) gilt, so
erhdlt man

h—1
&) + ko) LA =[K @A) + ke, LA +[17~1Lp Jn+ - =
v 1 .
=[K@A)+k, L) (pY)

wo k., eine beliebige Invariantenkonstante innerhalb des Systems (a) ist, das also
als Losung aus der Kongruenz
[K(A) + k., L(A)]P=0 (p%)
erhalten werden kann. Man sieht aber leicht ein, dass schon
[K(A) + ke, L(A))2=0 (p?) (13)
dies tut, da jeder Faktor fiir sich =o (mod p) wird.
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In derselben Weise kann auch das ganze System (1) und die Nebengruppe
selbst doppelt als Losung aus

VK@) + k., L) =0 (p? (14)

erhalten werden.
Es sei jetzt angenommen, dass in

A+r)p—Ap—1=pl(A+1)(B2+A+1)fp (R, 1)

fr(d,1)=0 (p) filr A==a (p) 16sbar wire, d. h. dass A=a eine Losung der Kon-
gruenz

A+1p—Ar—1=0 (p?) (15)
ist. Dann muss infolge des Invariantencharakters von f,(1,1) das ganze System

die (a) Kongruenz (15) losen. Schreiben wir also System (a) wie gewdhnlich,
dann stehen folgende Elemente in Zeile m = o ’

b I a I+a
a,-, —(1+a), — — , —
’a’ ( + )’ I+a} I+a: a
und in Zeile m =
b I a? I-+af
a?=a+vp, —, —(1+a?), — - — .
P o (1 +a?), I+ a?’ 1+a?’ a?

Infolge (15) kann diese Zeile auch so geschrieben werden

515’ —(+ap, _(I-:a)!” —<1ia)p' _(I:a)".

Die erste Art die Gruppe m = v zu schreiben ist daraus veranlasst, dass mit a

ar,

p—1__
immer af=a+ vp, infolge q———p—lzg (p) als erstes Kolonnenelement auf-

treten muss, und die zweite, wie gesagt, weil a eine Lésung zu (15) sein soll. Mit
Hiilfe der Formeln (10) findet man, dass das System (a), das (15) 16st, notwendig
die Eigenschaft haben muss, dass die Elemente jeder Gruppe zur p:ten Potenz er-
hoben kolonnenweise in die einzige Gruppe m = v iibergehen, die dabei in sich
selbst iibergeht. Ich nenne diese spezielle Gruppe innerhalb eines Systemes (a)
ihre v-Gruppe und ibre Invariantenkonstante k.. Das Charakteristische der Ele-

mente einer v-Gruppe sind also die beiden Kongruenzen
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1=

{mod p*) (16)
(A+1)p-1=1 .

die gleichzeitig gelten miissen.
Nun konnen wir also die notwendige und hinreichende Bedingung dafiir,
dass das System (a) (15) 16st, so formulieren, dass es eine v-Gruppe haben muss.
Angenommen, dass eine v-Gruppe existieren kann, was im Falle eines
Systems (c) unmittelbar einleuchtet, so kdnnen folgende Entwicklungen durch-
gefiihrt werden. Es sei 7 ein Faktor in p—1 von der Art, dass schon

(0
° =1I

a
(mod p*)

(—1) (I + a(";’)r =1
gelten, dann ergibt sich

rz T k
1=4d"9" =(a®@ + vkp)r =a®"" + N;Z’ P

fiir beliebiges r. Also

a0r=r—"0kp  (modp (x7)

Auf dieselbe Weise erhilt man

(I + a‘ﬁ))" =(1+a'® + vkp)*=

=(1 +a@)”" [1 + Iig%) p] (mod p?)
d. h
(x + a@) "= (—1)* (1 — ;r—i%% P (mod p?).

{e)

Daraus erhilt man fiir ein beliebiges Gruppenelement a'.

(O)rr+1 —(a' +1—=
a, =(@@+mkp)t=

=a@"" L g0 mk (re + 1) p=
=a@+k[m(re+ 1) —rvrjp=

=a@+k[m—o)(rr+1)+0]p (mod p*?) (18)
Acta mathematica, 42. Imprimé le 20 mai 1919. 24
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und so auch

(— 1)”(1 + a‘m"))nﬂz (1 +a@)+k[(m—v)(re+1)+0]p (p%). (18Y)
Aus (18) und (18!) ersieht man, dass
(_ I)T"(I I a('(f;z)mwlE - a(gm)rr+1 (mod pg)
gilt, d. h. System (a®) 16st die Kongruenzen
(—r)y (1 + Ay =t +1 (mod p*) (19)

fir alle . Die Werte r =1 und 7=p—1 ergeben (15). Im Falle z=3 d. h.
p = 6n + 1 driickt (19) eine bekannte Tatsache aus, ndhmlich dass alle diese Aus-
driicke mit (42 + 4 + 1)? teilbar werden.

Weiter folgt aus (18) und (x8!), weil [(m —v)(rz + 1)+ v]=EF, (p) eindeutig
in k, und m lésbar ist, wenn die eine gegeben wird (denn v und ¢ haben
konstante Werte im Gruppensysteme), dass die Elemente einer Gruppe m zur
Potenz (rv+1) erhoben wieder eine Gruppe desselben Systems bilden, wo die
Gruppenzeile aus der obigen Kongruenz gefunden wird. Wiederholt man diese

Operation, die man Subst. 7z + 1 nennen kann, so werden die Gruppenzeilen wieder
mit behaltener Kolonnenordnung permutiert und k,={(m —vo){re+1)2+v (p).
Nach s Substitutionen erhilt man also die Gruppenzeile k== (m —v) (r + 1) + v (p),
d. h. die anfingliche, wenn (rv + 1)*=1 (p) gilt. In derselben Weise kann das

System der Subst. rz — 1 unterworfen werden. Dabei wird aber die Kolonnenord-
nung verindert und die Gruppenzeile aus k,=(v—m) (re — 1)+ v (p) gefunden.
Durch Wiederholen ergibt sich k,=(m —v)(re —1)® +v (p), d. h. weil (rv —1)?
eine Substitution von Art (re¢ + 1) ist, so haben also die Kolonnen wieder ihre
urspriingliche Ordnung erhalten.

Um das eben angefiihrte mit Beispielen zu beleuchten, kann man sich der
Tabelle des Systems (3) (mod 169) bedienen. Weil p =13 die primitiven Wurzeln
4+ 2 haben und = gleich 3 ist, so muss die Subst. — 3+ 1 — Subst. —2z von der
Art sein, alle Gruppenzeilen mit behaltener Kolonnenordnung zu permutieren, und
die Elemente nach zwolf Wiederholungen wieder in der anfinglichen Zeile stehen.
Man bestétigt dies aus

372=-—75 in der Zeile 8 497 2=+ 29 in der Zeile 3
7572=+81 » » » 7 207%=+442 » » » 4

—_—2 = —2 =
8172z=—62 » » » 9 4272=4+16 » » » 2 (mod 160)
6272=+4+55 » » » 5 16—2=+68 » » »
5572=-—10 » » » 13 68—2=-—36 » » » II

1072==—49 » » » I0 36=2=+4+ 3 » » » I
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Die wiederholte Anwendung der Subst. 3— 1 soll dagegen ein Element aus
der ersten Kolonne abwechselnd in die zweite und erste Kolonne hineinlegen.
In unserer Tabelle fir p=13 ist v =11=—2 (mod 13). Setzen wir also in
kk=@w—m)(rc—1)+v (13) v=—2, re—1=2, 80 ist k,+1 die Zeile, und
die Werte ergeben sich wie hier unten angegeben wird.

Man erhilt ndhmlich (mod 16g)

3*=+4 ¢ steht fiir m= o und k,= 7 in der Zeile 8, Kol. 2

’=+81 » » =7 > =6 » » » 7, > I
8r1!=-—30 » » =6 » =8» » » 9, » 2
30i=+4155 » » = 8 » =4 » » » 5 » I
55°=—17 » » = 4 » =12 » » » 13, » 2
1I7°=—49 » » =12 » =g » » » 10, » I
49°=+35 > » = g » =2 » » 3, » 2
35 =+42 > » = 2 » =3 » » » 4, » I
42° =444 » > 3 » =1 % » » 2, »

74*=+68 » » = I » =5» » » 6, » 6
682 =461 » » = 5 > =10 » » » II, » 2

61*!=+4+ 3 » » =10 »

=]
L 4
L4
»

I, » I

Die Subst. 3 + 1 = 4 soll nur Werte aus der ersten Kolonne geben und, da
4°=1 (13) ist, so werden die Gruppenzeilen in zwei Zyklen mit sechs Reihen in
jedem Zyklus verteilt etc.

Zuletzt sei noch folgendes hinzugefiigt. Vorausgesetzt, dass eine v-Gruppe
existiert, so findet man, dass das ganze System (a) die Kongruenz

(AP + AP +1)8 + by [AP (AP + T)'=0  (mod p?) (20)

lést, denn sie hat die sechs Lésungen A»=a + vp, a——i-lv‘z')

(a+vp)p—1=1 etc. (p?) alle sechs losbar werden, das ganze System (a) ergebend.
Aus der Formel

ete. (p?), die infolge

[K (&) + he, L) = K (12 + B2, LAY + p[K (1) + s, L(N)] 2 (1)

geht hervor, dass das System (a) ebenfalls die Kongruenz
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(l’+l+1)31’+h£’vl(l+1)”1’zo (p?)

16st, weil K (A)+hs,L(A)=o0 (mod p) fiir das System giltig ist. Also 16st das
System (a) auch ihre Differenz, die, wenn 4 (A + 1)=c gesetzt wird, infolge (15)
gich so schreiben ldsst

(e + 1)+ e o??=(a+1)*?+ A7 o®?  (mod p?). (21)
Trifft es iiberhaupt zu, dass k’,";‘l =1 (p*) ausfillt, dann wird

(a+1)0P—c?—1=0 (mod p?) (22)

d. h. wenn das System (4,) eine v-Gruppe hat, deren Invariantenkonstante hf, '=1

(p®) geniigt, so muss A,(;+1)=0, (modp) wieder ein System (e;) mit einer
v-Gruppe geben, von deren Invariantenkonstante aber nichts ausgesagt werden kann.

Was endlich die Existenz der v-Gruppen betrifft, so haben wir gesehen,
dass im Falle eines Systems (c¢) immer v-Gruppe vorhanden ist, im Falle eines
Systems (1) zeigt 2'°®*=1 (1093%), dass v-Gruppe vorhanden sein kann, und
im Falle eines Systems (a) gibt p=59 ein sehr lehrreiches Beispiel, denn es
kommen namlich hier zwei verschiedene v-Gruppen vor, was gar nicht immer
unter den mit v-Gruppe versehenen, doch ziemlich seltenen Primzahlen der
Fall ist. Man hat die Gruppen

4, 15, —5, —12, + 11, —16, hy, =18
3, 20, —4, —15, + 14, — 21, b, = 4 (59) (23)
Hier sind:
3¥= 3+ 5.59
4°= 4+ 5.509
5= 5+ 5.59
II%®=11—124.59
128 =12 —24.59
yP=14—19.59 (59 (24)
15 =15—19.59
16%=16—19.59
20%=20—14.59
21%=21—14.59

18%=18 4+ 27.59
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Die respektiven v-Gruppen sind

3%¥=3+5.59 4%=4+5.59
h.,=4+17.59; h.,=18—32.59 (59")
4°=4+5.59 " 5¥=5+5.59 °

und im letzten Falle wird %;, aus

[4+5.59" +4+5.59 + 1P+ ke, (4 +5.59) (5 +5.50)' =0  (59")
bestimmt d. h.
(21 — 14.59)* + by (20 — 14.59)* =0  (59%).
Schon daraus ersiecht man nach den obigen Werten (24), dass
h?: =1 (mod 59%)

gelten muss, was ja auch der Fall ist. Es sollen also die A(A+1)=e (59),
wo 2 ein Element der Gruppe k, =18 (s59) ist, wieder Gruppen bilden, die als
System («) nach (21) und (22) wieder v-Gruppen haben. In der Tat erhdlt man,
dass 4.5=20, 11.12=14 und 15.16=4 (mod 59) sind.

Zusatz.
Endlich wollen wir noch zusehen, unter welchen Bedingungen
A+1yp—ir—1=0 (mod p?)

l16sbar werden kann. Von demn oben gezeigten ausgehend, sieht man ein, dass sie
die Form
A=aP=a + mp + np*
p p (mod %)
(e+1)=a+1+mp+ np?

haben miissen, denn

(a+mpt+np*+1)P—(a+mp+np¥)P—1=o0 (mod p%)
gibt

(@+1)2—a?—1 +mp*((a + 1)P~! —ar)=o (%)

(@+1)P—a?r —1=0 (p%).
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Von den Lésungen (mod p®) ausgehend, sieht man ohne weiteres ein, dass sie die
obige Form haben miissen. Im Falle p = 59 ergibt sich

3%=3+5.59 +34.59°
4#=4+5.50—17.5¢  (mod 59°)
5%=5+5.59 + 18.59
Es existieren also keine Losungen zu
A+ 1)®—2A®—1=0 (mod 3593%)

Die Kriterien der Lésungen (mod p*) werden nicht mehr so einfach und iiber-
sichtlich.



