
0BER DIE LOSUNG DER KONGRUENZ 

()~ + I) p - -  )J ' - -  I o (mod p~) 

vo,~ 

A. ARWIN 

in t.ul~D. 

Der Versuch das Fermat 'sche Problem xp + yp = z~ in zur Primzahl p prime 

ganzen Zahlen zu 15sen fiihrt leieht zur Untersuchung der MSglichkeit der Kongruenz 

(~ + I)P--J~ p b  I ~ o ( m o d p g ) ,  und diese ist eben der Gegenstand einer Untersu- 

chung in dieser Abhandlung. Die Ausffihrung, die das Problem mit sich zog u n d  

unten angegeben worden ist, wurde eine Folge veto Zusammenfiihren ganzzah]iger 

Werte (mod p) und (mod p ~) und yon dem Verhi~Itnis dieser Werte zu einander. 

Hierin liegt das Neue, das in dieser Abhandlung zu finden ist, wie auch in der Uber- 
sicht der Natur  der LSsungen, die daraus ersichtlich ist. Dass endlich wirklich solehe 

LSsungen in den verschiedenen F~illen und damit Gruppen (rood pS)mit gewissen 

Eigenarten existieren kSnnen, ist ein Resul tat  veto reinen experimentellen Priifen. 

Dazu sei nur bemerkt, dass die Giltigkeit yon 2 p - l ~ i ( p ~ ) f i i r  p ~ i o 9 3  yon 
W. MEISSNER beispielsweise in Archiv der Math. u. Pbysik 1914 angegeben 

worden ist, w~ihrend das zweite Beispiel fiir das, was ich "v-Gruppen innerhalb 

eines Systemes (a) (rood p~)r, genannt babe, ngm]ich die Primzahl p = 59, wohl die 

erste Primzahl zu sein scheint, die solche Gruppen besitzt, aber gar nicht so eigen- 

artig wie T-~--lO93 ist, sondern yon vielen anderen begleitet wird, wenn diese 
aueh nicht zu zahlreich sind. 

Aus der Identi tgt  

(,~ + I ) p - - ) x - -  [ = p ~ (~ + ~:) ( ~  + ;t + x)' lp (X, x) (x) 

we p eine Primzahl sein sell, ~ ~ i oder 2, je naehdem p = 6 n - -  x oder 6 n + I i s t ,  
geht hervor, dass sich /p(2, x) relativ invariant fiir die Substi tut ionsgruppe 
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i l i + g  I )~, (2) 

verhglt.  Infolge (2) lgsst sich, wie gezeigt werden kann,/~()~, I )homogen  mittels 
(gg + g + i) s = K (),) und [g (g + 1)] 3 = Z (g) darstellen, d. h. /p (~, I) = qJp (K, Z) gilt. 

Die LSsung yon /p(g, ~ ) ~ o  (p) erfordert  also auch die Zerlegung yon ~p~(K,L) 

in Linear fak toren l~  (K ()~) + h~ L(it)) (rood p), und man erh~ilt alle LSsungen zu 

/~(it, i ) ~ o ( p )  durch AuflSsen jener Kongruenzen sechsten Grades K ( i ) +  
+h,,L ( t ) ~ o  (p), die als Invarianten fiir jede Substitutionsgruppe (2) betrachtet  
werden kSnnen, we h~ ein fiir jede Gruppe bestimmter, eharakteristischer 
Zahlenfaktor ist, der die Invar iantenkonstante  genannt  werden mag. Man finder 

leicht, dass g p - 1 - - i  sich (modp) mittels solcher Invar ianten K(t)+h~L(~.) auf- 
i t + i  

. . . . . .  ~ P - - 1 - -  I 
bauen lgSst, well ja immer die Werte i~ = + i ,  4- 2 etc, die samtncn ~ - ~  ~ o ( p )  

liisen, hinsichtlich der Substitutionsgruppe (2)zusammengefasst werden kSnnen, 
und zwei Gruppen infolge des Gruppencharakters ein Element  nicht gemein haben 

k~innen, ohne identisch zu werden. Ausser den vollst~ndigen Gruppen sechsten 
Grades existieren auch zwei Nebengruppen veto Grade 2 und 3, deren Elemente 
als LSsungen respektive aus gt + 1 + I ~--- o (p), also nur fiir Primzahlen p --  6 n + i 

vorhanden sind, und aus 

( i - -  I) ()~ +2)  ( 2 t + 1 )  = 

2 2 

2 t 8 + 3 1 ~ - - 3 i - - 2  0 (rood p) 

we p ~ 6n  • I i s t ,  erhalten werden kSnnen. Weil das Quadrat  des ]etzten Aus- 

druckes sieh auch fiir die Substitutior g : - -  z + 9~) invariant verhs so erhglt man 

we hq aus 

K ( i ) + h q L ( i ) ~ o  (rood p) 

bestimmt wird, d. h. den Wert  

hq ~- 27 (rood p) (4) 
4 

erhglt. Man hat, also 



U b e r  die LOsung der  Kongruenz  0 . +  I ) P - - ~ -  I - ~ - o  ( m o d p  I) 1 7 5  

V r t ~ l  27 h'-l--I:(g~+)~+I)*z+~ K(;~)---~L().) [l[K(g)+h),L(g)] (modp) (5) 
0') 

weil die Anzahl  der vollst i indigen Gruppen immer gleieh n - - I  ist. Es sei nooh 
b e m e r k t ,  d a s s e s  n u r  f i i r  d i e  a u s  (5) g e n o m m e n e n  I n v a r i a n t e n k o n s t a n t e n  h ,  

zu~;r i f f t ,  d a s s  e i n e  K o n g r u e n z  K ( g ) +  m L ( i ~ ) ~ o ( p )  i i b e r h a u p t  a u f l S s b a r  w e r d e n  

k a n n .  A u f  d i e s o l b e  W e i s e  l a s s e n  s i o h  n u n  a u e h  d i e  W e r t e  a u s  

- ~  o ( m o d  p t )  (6)  
~ + i  

z u  G r u p p e n  u n d  I n v a r i a n t e n  z u s a m m o n f i i h r e n .  A l s  b e l e u c h t e n d e s  B e i s p i o l  t e i l e  

i o h  d i e  f o l g e n d o  Z a h l e n t a b e l l e  f i i r  p - - - - - i i  m i t ,  w o  d i e  W e r t e  a l s o  ( m o d  z z x )  z u -  

s a m m e n g e f a s s t  w o r d e n  s i n d .  

i 

Eingang-  + " I + ~ i + + 
Elemente  : ~ " "~ ~ . , -  . Inva r i an ton  

I I t I I 

4 +  n .  11 

4 +  O.  I I  

4 +  i .  i i  
4 +  2 . i f  

4 +  .] i i  

4 +  4 i i  

4 + 5  xl 
4 +  6 I I  

4 +  7 IX 

4 +  8 I I  

4 + 9  II 

4 + I O . I X  

I +  n , I i  

I ' ~  O . I I  

x +  I . t t  

I '~-  2 , I I  

I +  3.xx 

I +  4 . 1 1  

I +  5 - I I  

- - t  + n . l x  

- - I +  I . I I  

~ I  + 2 . 2 t  

- - t +  3 . I X  

~ t +  4 . 2 I  

- - I  @ 5 . I I  

4 

15 
26 

37 

48 

59 

- -51  

4 ~ 
~ 2 9  

~ 1 8  

- -  7 

I 

I2  

23 

34 

45 
56 

IO 

21 

32 

43 

54 

3o 
- -  8 

I4 

36 

58 

- - i  9 

+ 3 
+ 25 

+ 4 7  

- - 5  z 

I 

- -  IO 

32 

43 

- - 5 4  

~ I 2  

- - g 3  

- -  34 

- -  45  

7 6  

- -  5 

- - I 6  

~ 2 7  

- - 3 8  

~ 4 9  
- -  60 

+ 50 

+ 39 
+ 28 

+ 17 

+ 6 

+ 24  - -  25 

- -  53  + 52 
- - 9  + 8  

+ 35 ~ 36 

- - 4 2  + 4 I  

+ 2  - - 3  

+ 46 - -  47 

- -31  + 3 ~ 

+ I3 - -  ~4 

+ 57 - -  58 

- - 3  ~ + I9 

- -  2 )  + 6 0  + 6 0  J 
- -  13 I - -  2 8  + 27 

~ 2 4  + 5 - - 6  

- -  35 : + 38  - -  39 

- - 4 6  ! - - 3 o  - - 5 0  

- - 5 7  ~ I 7  + I6 

+ 29 

+ 7 

~ i  5 

- - 3 7  

- - 5 9  

+ 4 ~ 
+ 18 

- -  2 6  

- -  48 

+ 5 ~  

2 

+ 9 
+ zo 
+ M  

+ 42 

+ 53 

w 

K - - 3  o L 

K ~ x  9 L 

K - - S L  

K +  3 L 
K + I  4 L 

K + 2 5  L 

K + 3 6  L 

K + 4 7  L 
K + 5 8  L 

K - - 5 2  L 

K - - 3 7 . L  

K - - 3 7 . L  
tK--  37.L 

K - - 3 7 . L  

K - - 3 7 . L  

(2 + I) -~ 

(2 + I f  

(2 + x)' 

(2 + Q'  
(~ + I) '  
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Alles in allem bildon die Elemente dieser Tabelle 6. i i  + 6 .5  + 2 .5  + 3 ---- xo9 

versohiedene zu x2x relativ prime Werte, die also mit den ~(ix~) - x *= io 9 fiber- 

haupt  existierenden zusammenfallen. Weitor finder mau, dass die Gruppen mit  den 

Eingangelementen 4 + Ix n die Folge der Invarianten konstanten - -  4I + I i  n, n = 

o, x . . . .  xo haben, d. h. dass die elf Gruppen mit dem ersten Kolonnenelemente 

4 + I I n  sieh (mod i i )  zu der Gruppe 4, 3, - -  5, 2, - -  3, ~ 4 mit der Invariant-  

konstante - -  8 zusammenziehen. Die Elemente i + i i  n haben dagegen alle die- 

selbe Invariante,  deren Konstante_~: --  4 (mod xI) ist, und die Werte - -  I + I I  n 

haben die Invariante (~ + i) s. Ehe ieh zu priifen iibergehe, in wie welt die oben 

angegebenen Eigensehaften allgemein giltig sind, will ieh auf folgenden Saehen 

hinweisen. Aus 

K - - 4 I L ~ K - - S L +  8.  I i  

K - - 3 o L ~ K - - 8 L + 7 . I I  (rood i2i)  

etc. 

folgt 

10 10 

~ l [ K - -  (4I + Ixn)L]--~ ( g  - -  8 L) ~' + ( K - -  8 L) 1~ i i  ~ _ ~ n + . . . ~  
r i m 0  1 

~ ( K - - 8 L )  n (modi21) 

Man erhglt also 

Z n~ --  I __ [(K - -  8 L) VK- -37  L (Z + I)] ~ 
Z §  Z+I 

(7) 

d. h. die elfte Potenz der Invarianten zu t + i ~ o  (mod i i ) .  Mit Hiilfe der oben 

gegebenen Andeutungen kann die allgemeine Untersuehung auf folgende Weise 

durehgefiirt werden. Man wghle zum Eingangelemente a + n p ,  n = o, I . . . .  p - -  i ,  

we a einer Nebengruppe (rood p) nieht gehSren darf, und fiihre auf diesen Kolonnen- 

elementen die Gruppenoperationen aus. Es entsteht  daraus ein Gruppensystem (a) 

yon Werten, we infolge des Gruppeneharakters alle Gruppen verschieden sind, 

und kein Element zweimal in derselben Gruppe auftreten kann. Beim Uber- 

gango zu (mod p) wiirde ngmlich eine Nebengruppe hervorkommen, was dem 

Auswahle des Elementes a wiedersprieht. In diesem Systeme (a) stehen also 

6/~ zu ~o s relativ primo und unter einander versehiedene Werte. Wghlt  man 

ein Element` b, das nieht in der vorigen Gruppe a liegt, und verfghrt man wie 

oben, so erhglt man noeh 6 p verschiedene Werte, yon denen keiner im System 

(a) vorkommen kann, denn beim Ubergange zu (rood p) wiirden sonst die Gruppen 

a und b zusammenfallen. In der Weise erhglt man zu jeder vollst,gndigen Gruppe a 

(rood I2i) (8) 
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vom seehsten Grade (mod p) ein Gruppensystem (a) (mod pZ). Das System, das 

(modp) zu der Nebengruppe dritten Grades gehSrt, nenne ich System (I), und 

zweiten Grades System (c). Vom Kolonnenelemente I + n p, n = o, i , . . .  p----~I 
2 

ausgehend finder man, dass dasselbe Element nicht zweimal in derselben Gruppe 

i (rood ps) vorkommen kann. Man hat  nut  noch zu zeigen, ausser in x, - -  2, - -  

dass fiir Eingangelemente I + n p, w o n  < p - -  I i s t ,  nicht zwei Elemente dieses 
- -  2 

Typus in derselben Gruppe stehen kSnnen, denn sie kSnnen nur so mit einander 

zusammenstehen, dass (i + nl p) (I + n2 p) ~- i (rood p~) gilt, d. h. nl + n2 ~- o (p), 

was ausgeschlossen sein muss, weil n~ und n2 < P -  I sind. Man erhiilt also yon 
2 

den Eingangelementen I + n p, P - -  I verschiedene, vollstiindige Gruppen sech- 
2 

sten Grades (rood pS), und so die Nebengruppe (modp~) selbst vom drit ten Grade. 

Die Kolonnenelemente - -  I + n p ,  n ~ o, 7:, . . .  p -  i ergeben nur  zweielementige 2 

Gruppen, denn die iibrigen Elemente kSnnen nicht zu pl prim auftreten. 

Weil ( - - I + n p ) x ~ I  (pi) die IAisung x ~ - - - ( I + n p )  besitzt, so folgt 

(;~+ I - - n p ) ( ) ~ +  i + n p ) ~ ( ~  + i)  2 (p~) als die Invariante  jener Gruppen. Sind 

in der Weise alle Werte - -  I + n p  genommen worden, so sind also fiir p ---- 6 n - -  i,  

wo keine Nebengruppe zweiten Grades auftreten kann, alle zu p~ prime Werte  

gefunden, deren Anzahl also gleich 

6 ( n - -  I ) p +  6 p - ~  + 3 +  2 p -  I___ ( 6 n - -  2) p - -  I -----r I 
2 2 

ist, und die Zahl der Gruppen 

( n - - x ) p  + p - - I  + i + p--_____i - ~ n . p ,  
2 2 

wie zu erwarten war. Das Zusammenrechnen der Elemente fiir p-ffi6n + I wird 

erst folgen, wenu das der Nebengruppe zweiten Grades (rood p)gehiirige System 

(c) eingehend diskutiert  worden ist. 

In der folgenden Darstellung mSge mit a cb) ein Element genannt werden, das 

in b:ter Kolonne und m + I:ter Zeile steht, und start  a(0 b) wird einfach a (b) geschrie- 

ben. In der Tabelle oben ging ich vom Eingangelemente _(1) a (1 )+mkp  aus, Urn 

wo k gleich Eins gewtihlt wurde, aber doeh beliebig zu wtihlen war. 
Acts mathematica. 42. Imprim6 le 21 f6vrier 1919. 23 
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Aus 

(]) a (2) ~ I  
am 

a(1) a (2) = i  
m + l  m + l  - -  

(p*) 

ergibt sioh nach Subtraktion und Anwendung yon 

oder aueh 

Es ist aber 

a (:) _(t) k p  

(1) ~" (2) (2) --am|., - k a ( 2 )  __  
a m tam+l "i" T r e + l =  

o (p2) 

oder 

und aus 

(2} _(2) _ _  _(2)  (p'). 

a(1) (I) : (a(1)), ,,,+1 a , .  + ka(1)p (2m + :) 

a{1) _(1)~(a(1)), (p) 
m + l  f~ra  

a ( 1 )  _(1) _ (2} _ ( 2 ) _ _  
m+ltbm(Am+lam = I  (P) 

ergibt sich 

(2) (2) __ I 2 _(2)~2 ,,, 

d. h. (9) l~sst sich sehreiben 

a ( 2 1  (21 F ,.+1 --am-------~L--k(a(2))2JP (p2), 

W O  

- -  k(a(2~)2 ~ [ - -  k (a(2)) 2] + l p  

(9) 

ist, und also [--k(a(2)) s] der Rest, naehdem - -k  (a(2)) s nach (rood p) reduziert wor- 

den ist. In  ahnlicher Weiss k6nnen die Kolonnenwerte der iibrigen Kolonnen 
bestimmt werden, so dass man des folgende Schema aller Werte erh~ilt 



Uber die Liisung der Kongruenz 

a(1) __ a(l) + m kp,  

a(2) ~ a ( 2 )  + m k 2 p ,  
ft~ 

(3) _ _  (3) - -  t 
a , n  = a  -1 "?21 ' / ~sP ,  

a(4} ~ a(4) + m]c4p, 

a(5) __ a(~) + m/c6p, 

a(6) _ _  a(e) + m k 6 p ,  

0~+ I ) P - - i t ~ - - I ~ O  (modp'). 

k ----- beliebig 

k, ~--- [ - -  k ( a ( 2 ) )  ' ]  

ks = - -  k 

k, --- [ + k (a('))'] (p') 

k5 = - -  k ,  

k6 - - - -  - -  k2 

179 

(1o) 

In der Tabelle ffir p-ffilI  waren k =  1, a(2)--~--3o , (a(~))s-----9oo~-~---2 ( i i )  d. h. 

[ - -  k (a(2)) ~] = 2. Also werden die Elemente der zweiten Kolonne gleieh _(2)__ 3o + 

(4)~- 24 + 4 1 1 m , a ~  ) ~  + 2 . I I m ,  und (a(4))~-576_~-4, [ + k ( a ( 4 ) f ] ~ 4 ,  d .  h .  a m . - -  

- -  25 - -  4 �9 I i  m , a  (8) _ 2o - -  2 i i  m, Werte, die in der Tabelle leieht gefunden werden fig ~ �9 

kSnnen. .~hnliche Resultate  erh~ilt man fiir das Gruppensystem (i). Mit Hfilfe 

dieser Resul ta te  kann ohne weiteres eine Tabelle (rood 169) fiber ein System (c) 

aus den Liisungen der Kongruenz g2+;l + 1 ~ o  (I 3) ausgeffihrt werden, d. h. 

in diesem Falle haben wir ein System 

Gruppenzeile (rood I69) wird also, + 3 ,  
daraus naeh (io) die fibrigen 

a(1)  _ 
,n~---r 3 + I 3 m  

a ~  ~-- - -56--  3.z3 m 

Q,(3) _ _  , n = - -  4 - - I 3  m 

(3), weil 3 ' + 3 + I - - ~ ~  (13) ist. D iee r s t e  

- - 5 6 , - - 4 ,  + 4 2 , - - 4 3 , + 5 5  (mod x69) und 

a(4) _ + 4 2  _ 4 . 1 3  m 

(5) _ _  A ~  
a m -~- -- .t ~ + 4.13~t; 

ace) __ + 55 + 3-13 m 

(169) 

Infolge des Charakters des Systems (3), aus Liisungen zu ~ t + ~ + I ~ o  (I3) 
_(2)  _ _  _(3) _ _  _(5)  und _(1) __ at4) _ hervorgegangen zu sein, folgt, dass es fiir alle m ~ ~_~,~ ~---~m "m ~ m 

--~a~ (x3) gelten muss. 

Well aber zwei Zeilen nicht dasselbe Element enthalten k~innen ohne iden- 

tisch zu werden, und weil dasselbe Element nut  zweimal in Kolonnen, die einander 

(rood I3) kongruent  sind, auftreten kann, denu nu t  jene filhren zum svlben 

Werte ffir (mod p) fiber, so erhglt man die Zahl der doppelt  vorkommenden Zeilen 

dureh Liisen der diophantischen Gleichung 

(1) _ _  _(4) _ _  _ (e )  

d . h .  

4 Y + X ~ 3  (rood I3) 
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oder  

y = o, I,  2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, IO, I I ,  12 

x = 3, 12, 8, 4, o, 9, 5, I,  IO, 6, 2, I I ,  7. 

Gehe ich also yon  der  ers ten Zeile als beha l ten  aus, dann  muss die d r i t t e  ges t r ichen 

w e r d e n ,  well (1) (4) a 0 ~ a  3 die I d e n t i t ~  dieser Zeilen mi t  sieh fi ihrt .  Mit der  d r i t t en  

muss dann  auch infolge a(~] ~-a3,(4) die aus  Y ~ 3  und  x ~ 4  hervorgeh t ,  ges t r ichen 

werden.  Mit Y~=4 und  x z o  sind wir  nun  in der  ers ten Zeile wieder,  und es sollen 

also folgende Zeilen als doppe l t  au f t r e t en d  ges t r ichen werden  

beha l t eno  Z e i l e  gestr ichene Zeile 

m = o  m =  3 und  4 

m ~ = I  m = i 2  ~> 7 

m = - 2  m =  8 )) IO 

m = 5  m =  9 ~) 6 

d. h. fiir jede beha l t ene  Zeile miissen zwei gest r ichen werden,  eine Eigensehaf~, de ren  

Allgemeinhei t  ffir jedes Sys tem (c) auf  fo]gende Weise dargelegt  werden kann.  Aus 

(4) _ _  c(4) _(1) ~ 0(1) + m p  und  c m : + mk4p fJm 

erh~ilt m a n  nach  ( io)  

[ I ]__ I __ (I+C(1)) 

d. h. aus 

C(1)- -C (4)" C (1) " ~ - x p ~ - -  I 
x = y '  I +  (3 (1) + y k ' p  (p~) 

Fi i r  

y ~ r  

y ~ b + r k ,  

y z r k ] + b ( x  + k,) 

X -~  (C(1))S ~_ C(1) + I 
p(x+c(1) ) + y k ~ = b + y k 4  (p). 

erh~lt m an  x ~ b  + rk4 

~> ~) x=__rk~, + b(i + k~ + k~):-r  

(v) 

weil, wie oben gezeigt  wurde,  k~-=- - - ( I  + d 1)) (rood p) gilt, wo 

(c(1)) ~ + d  1> + x ~ - o  (p)  



~ber die LSsung der Kongruenz (~ + z)p-- ~p-- z ~ o (mod ps). 181 

ist. M i t m  = r als behaltene Zeile miissen also m ~  b + rk4 und m ~ r / r  ~ + b(z +k4} 

(p) gestrichen werden, d. h. nut  ein Drittel der Zeilen sollen behalten werden, 
wenn die Nebengruppe zweiten Grades (mod p2) selbst nieht gerechnet wird. Man 

_{1) _ _  C(e) t ~ x  kann natfirlieh aueh v~ ~_~ s ~ J  gebrauehen. Es l~sst sieh dann aueh leicht zei- 

gen, dass dabei dieselben Zeilen gestriehen werden mfissen. In einem Systeme (c) 

kommen also - ~ -  i vollst~ndige Gruppen vor und das Zusammenreehnen der Ele- 
3 

mente  im FaUo p = 6 n +  z ergibt also: 
Elemente 

6 p ( n - - I ) + 6 P - - ~ + 2 P - - - I + 3 + 6 P - - z + 2 = p ( p - - z ) - - I  = ~ ( p ~ ) ~ I ,  
2 2 3 

Zahl der Gruppen 

p ( n - - z ) + P - - Z + z  + P - -  I 3c P - - I  -}- I = np-b 2n-}- I. 
2 2 3 

Voll ausgeschrieben sieht die Tabelle far  das System (3) (rood I69), wie auf 
der folgenden Seite angegeben worden ist, aus. 

Die Untersuchung der Invariantenkonstanteu schreitet auf fo]gende Weise fort. 
Fiir ein System (a) miige k~ die Invar iantenkonstanten (mod p z) heissen und 

k, die der Gruppe a (mod p). Dann gilt fiir alle v, k~--=k~ (rood p), und man 

(1) , b~v), erh~lt, wenn die Invariante der Gruppe v in der Form ~ (a~_ 1 we/c, v ~ b~ 1 + 

+ r~ p is t ,  geschrieben wird, folgende Entwieklungen 

qV-(1) ~ v - - l '  l~, ) =_~_q~(a~l~ + vkp, k~ 1 + r~ p)==- 

~ p  (a(n, k,~) + vkpq~'~(am, k~1) + r~ p~'k (a (1~, b~t) ~- o (ps) 

we r b,l ) die Derivierte der Funktion q~(ar naeh a (1) als Variabel ist. 

.~hnliohes gilt far  ~p'k (am, k~l ). 

Aus der vorigen Kongruenz erhAlt man 

vkqr k~) + r~ q~'k (am, 1r ~ o (p). (xx) 

WAre es miiglioh, dabs in einem System (a) k,~ ~ k,~ (p~) fiir/~ ~ v gelten k6nnte, 

so ergAbe (zz) fiir r ,~r ,~  (p) 

~tkCp'a (a (1), k,t) -I- r, qflk (a (1), krl) ~- o (p). 

Nach Subtraktion erh~tlt man 

k(M--v)qWa(am,k~)~--o (p) 

d. h weft t t r  v und k ,~_k~  (~) ist, ergibt sich 
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qD'~(a~', k , )  ~ o 
(p) 

~0 (a  (1) , k ,  ) ~ 0 

die gleiohzeitig gelten miissen, was nur  fiir Nebengruppen zutreffen kann. In  einem 
System (a) kiinnen also die k,o in folgender Form gesetzt werden 

k ~  k~ 1 + vrp (ps) {I2) 

we r aus der Kongruenz 

kg' .  (a (~, k~t) + rg'k (a0~, L~) ~ o (p) 

best immt worden ist. Auf dieselbe Weise kann aueh gezeigt werden, dass in 
einem Systeme (I) alle Invar ian tenkons tan ten  gleich werden, denn setzen wir 

(i,k,)__~o(p) und 9 ( i  +tep, k ,~ )~o  (pS), so ergibt sieh fiir k,~, ~ k q  + r~,p (pl) 

q~(i + ?tp,k, l  + r ~ p ) ~ c p ( i , k , l  ) + Vpcf (T,k~l ) + r~,p,p,k (i,ic, l)_~o (p2) 

d .  h .  

oder r , ~  o (p) d. h. r~-----o, und es gelten also fiir alle diese Gruppen 

k~, ~- k~ ~ 27 (mod pJ) (I2) 
4 

und die Invar iante  der Nebengruppe selbst mag 

VK (;~) + k~ a L ()0 
gesehrieben werden. 

Well also in einem System (a) ffir v # tt aueh immer k~=--I-k~ (pS) gilt, so 

erhiilt man 

v 1 

[K (~t) + k,. L (Z)]P (p') 

we k** eine beliebige Invar ian teakons tan te  innerhalb des Systems (a)ist ,  das also 

als L6sung aus der Kongruenz 

[K(iL) + k , . L ( g ) ] P ~ o  (p~) 

erhalton werden kann. Man sieht aber leieh~ ein, dass sehon 

[K()~) +k~ ,L(X)]~-o  (p') (~3) 

dies rut, da jeder Fak tor  fiir sich ~ o  (rood p) wird. 
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In derselben Weise kann auch das gauze System (i) und die Nebengruppe 

selbst doppelt  als LSsung aus 

[VK(~,) + ]r  (p2) (14) 

erhalten werden. 

E s  sei jetzt  angenommen, dass in 

]p(Z , I ) -~o  (p) fiir Z ~ a  (p) 15sbar wi~re, d. h. dass Z ~ a  eine LSsung der Kon- 

gruenz 

(Z + 1)~-- Zp -- i ~-=o (p') (~5) 

ist. Dann muss infolge des Invariantencharakters yon ]p(~, I) das ganze System 

die (a) Kongruenz (I5) 15sen. Schreiben wir also System (a) wie gewShnlieh, 

dann stehen folgende Elemente in Zeile m----o 

i I a i + a  a,  a ,  - - ( I + a ) ,  
x + a  x + a '  a 

und in geile m -  v 

i I aP I T aP  
a P ~ a + v p ,  (v+a~) ,  - - ~  - -  - -  

ap' i +ap'  i + ~ '  a~ 

Infolge (I5) kann diese Zeile aueh so gesehrieben werden 

i (I  + a)~,  i 
ap, ap' (I +a)p' 

Die erste Art die Gruppe m ~ v zu schreiben ist daraus veranlasst, dass m i t a  

immer a2 ~ a + vp, infolge a p - l -  i____ v (p) als erstes Kolonnenelement auf- 
p a 

t reten muss, und die zweite, wie gesagt, well a eine L6sung zu (I5) seiu sell. Mit 
Hiilfe der Formeln (io) findet man, dass das System (a), das (i5) 15st, notwendig 

die Eigenschaft haben muss, dass die Elemente jeder Gruppe zur p:ten Potenz er- 

hoben kolonnenweise in die einzige Gruppe m = v iibergehen, die dabei in sich 

selbst iibergeht. Ich nenne diese spezielle Gruppe innerhalb eines Systemes (a) 

ihre v-Gruppe und ihre Invariantenkonstante b~. Das Charakteristische der Ele-. 

mente einer v-Gruppe sind also die beiden Kongruenzen 
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~-~I 
(mod p') (z6) 

( Z + I ) ~ - ' ~ I  

die gleiehzeitig gelten miissen. 

Nun kfnnen  wir also die notwendige und hinreiehende Bedingung dafiir, 

dass das System (a) (I5) 15st, so formulieren, dass es eine v-Gruppe haben muss. 
Angenommen, class eine v-Gruppe existieren kann, was im Fa]le eines 

Systems (c) unmittelbar einIeuchtet, so kSnnen folgende Entwieklungen dureh- 
gefiihrt werden. Es sei ~ ein Faktor  in p - - z  yon der Art, dass sehon 

a(of 

( -  + ~ 
(rood p~) 

gelten, dann ergibt sich 

- " r  �9 . r r  ~ ' V ~ k  1 ~ aC~ )~  ~ (a(O) + v x ~ )  �9 ~---a,o~ -4- - -  
- -  = -  - - - -  - -  a ( O )  r 

fiir beliebiges r. Also 

ace) p (rood p') 

(p') 

(i7) 

Auf dieselbe Weise erh~ilt man 

( i  + a ' : ' ) ' - ( i  + a,o) + 

r w k  ] (modp ' )  (X "~- a(• r ,  [I Jr i % - - ~ )  pj 
d.  h~ 

(x + ace)) r , ~ -  ( - -  x) r" I r w k  
_ ~ -  ~ v I (moa r 

Daraus erhi~lt man fiir ein beliebiges Gruppenelement a (~ 

a m(~ ~-~ (a (o) + m k p )  ~+ '  

a (o7~+~ + a (of) m k  ( rz  + z) p 

== a(o) + k[m(rT + i) - -  r w ] p  

~ a C o ) + k [ ( m - - v ) ( r v + x ) + v ] p  (modp z) 
A c t a  m a t h e m a t i e a .  42. lraprim6 le 20 mai 1919. 24 

(,s) 
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und  so aueh 

(O)'~rv+X a{~)) + k [ ( m - - v ) ( r v  + i ) + v ]  p (p~). (i81) ( - -  I ) r* ( I  + a m J  ~ ( I +  

Aus (18) und  (18 ~) ersieht man,  dass 

"(0)'~r v+l  (~o)r*+l 
(--  I)r*(I  + a m )  ~- I + a m (mod p~) 

gilt, d. h. Sys tem (aO)) 15st die Kongruenzen  

( - -  i)r* (i + g)~*+l__~ ~*+] + I ( m o d p  ~) (19) 

fiir alle r. Die Wer te  r----I und  v = p - - i  ergebon (15). Im Falle * - ~ 3  d. h. 

p = 6n + I dri iekt  (19) eino bekannte  Tatsaehe  aus, niihmlich dass alle diese Aus- 

driieke mi t  (;t~ + ~ + I)~ tei lbar  werden. 

Welter  folgt aus (18) und  (i81), weil [ ( m - - v ) ( r ,  + i )+v]~--k~ (p) eindeutig 

in k~ und m 15sbar ist, wenu die eine gegeben wird (denn v und  �9 haben  

kons t an t e  Werte  im Gruppensystemo),  dass die E lemente  einer Gruppe m zur 

Potenz  ( r ,  + I) erhoben wieder eino Gruppe desselben Systems bilden, we die 

Gruppenzoile aus der  obigen Kongruenz  gefunden wird. Wiederhol t  man  diese 

Operation, die man  Subst.  rv + I nennen kann,  so werden die Gruppenzeilen wieder 

mi t  behal tener  Ko lonnenordnung  permut ie r t  und  k2 ~ ( m - -  v) ( r ,  + i)  2 + v (p). 

Naeh s Subst i tu t ionen erh~ilt man  also die Gruppenzeile ks---~ (m - - v )  (r~ + I) s + v (p), 

d. h. die anf/~ngliehe, wenn ( r v + l p ~ l  (p) gilt. In  derselben Weise kann  das 

Sys tem der  Subst.  r v -  ~ unterworfen werden.  Dabei  wird aber  die Kolonnenord-  

nung  veri indert  und  die Gruppenzeile aus k~ ~_ (v - -  m) (rv - -  1) + v (p) gefunden.  

Dureh  Wiederholen ergibt  sieh k2 =-- ( m - -  v) ( r , - -  i )  ~ + v (p), d. h. weil (rv - -  1) ~ 

eine Subst i tu t ion  yon  Ar t  (rv + 1) ist, so haben also die Kolonnen  wieder ihre 

urspriingliehe Ordnung erhalten.  

Um das eben angefi ihrte mi t  Beispielen zu beleuchten,  kann  man  sieh der 

Tabelle des Systems (3) (mod 169)bedienen. Weil p-----13 die pr imi t iven Wurzeln  

4-2 haben und  �9 gleieh 3 ist, so muss die Subst.  - - 3  + 1----Subst. - - 2  yon der  

Art  sein, alle Gruppenzeilen mi t  behal tener  Kolonnenordnung  zu permutieren,  und  

die Elemente  naeh zwSlf Wiederholungen wieder in der  anfi~ngliehen Zeile stehen. 

Man best~tigt  dies aus 

3 - 2 z - - q 7 5  in der  Zeile 8 4 9 - 2 ~  + 29 in der Zeile 3 

7 5 - 2 ~ + 8 I  ,> ,> ~> 7 29 - 2 ~ + 4 2  ~ ~> " 4 
8 I - 2 ~ - - 6 2  ~ ~ ~> 9 4 2 - 2 u ~ +  I6 ~' ~> )> 2 

62 - 2 ~  + 55 ~ >> ~ 5 I6-2~_ + 68 ~> ,) ~> 6 

55-2--------lO )) )> )> 13 6 8 - 2 ~ - - 3 6  ,> ~> ~ I I  

1o-2 ~ - -  49 )> ~ )> IO 36-2 ~-  + 3 ~> ~> ,> I 

(mod 169) 
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D i e  w i e d e r h o l t e  A n w e n d u n g  d e r  S u b s t .  3 -  i so i l  d a g e g e n  e in  E l e m e n t  a u s  

d e r  e r s t e n  K o l o n n e  a b w e c h s e ] n d  in  d i e  z w e i t e  u n d  e r s t e  K o l o n n e  h i n e i n l e g e n .  

I n  u n s e r e r  T a b e l l e  f i i r  p =  13 i s t  v =  i i - - - - - - - 2  ( m o d  I3) .  S e t z e n  w i r  a l so  in  

kt~__(v--m)(r ,-- i )+v (13) v = - - 2 ,  r , - - i = 2 ,  so  i s t  k t + i  d i e  Ze i le ,  u n d  

d i e  W e r t e  e r g e b e n  s i eh  wie  h i e r  u n t e n  a n g e g e b e n  w i r d .  

M a n  e r h g l t  n~ihml ieh  ( rood  I69)  

3 s ~ +  9 s t e h t  f i i r  m =  o u n d  k , z  7 in  d e r  Ze i l e  8, K o l .  2 

9 ~ - + 8 i  a )> = 7 ~> ~ - - 6  ,> a , 7, '> i 

8 f f ~ _ _ - - 3 o  - ,> = 6 ~> z 8 ,> �9 ~ 9, ~> 2 

3 o 2 - - ~ + 5 5  ') * = 8 , ~-- 4 * '> * 5, '> i 

5 5 ~ - - - I 7  * * = 4 * ~ I 2  ~) ~> 3, 13, ~> 2 

I7  z ~ - - 4 9  '~ '~ = 1 2  ~> ~ 9 '> ~> ~ IO, ,~ I 

49 s ~ + 3 5  ~ )) = 9 * ~ 2 ,> )> ~ 3, ~ 2 

35 ~ + 42 )> ~> = 2 * ~ 3 ,> >> * 4, ~> I 

4 z ~  + 74 '> ~> = 3 ~> -__-- I ~> ~> ~> Z, ~> 2 

7 4 s ~  + 68 a ~, ~ I ~ ~ 5 * ~' ~ 6, ~ 6 

6 8 z ~ + 6 1  a *' ------ 5 " ~---~I0 * a ~ I I ,  * z 

6 f f ~  + 3 ~ ~' : i o  ~ ~ o ,, ~> ~, i ,  ~ i 

D i e  S u b s t .  3 + i ~ 4  sol l  n u r  W e r t e  a u s  d e r  e r s t e n  K o l o n n e  g e b e n  u n d ,  d a  

4 6 ~ - z  (13) i s t ,  so  w e r d e n  d i e  G r u p p e n z e i l e n  in  zwe i  Z y k l e n  m i t  s e e h s  R e i h e n  in  

j e d e m  Z y k l u s  v e r t e i l t  e t c .  

Z u l e t z t  se i  n o o h  f o l g e n d e s  h i n z u g e f i i g t .  V o r a u s g e s e t z t ,  d a s s  e ine  v - G r u p p e  

e x i s t i e r t ,  so  f i n d e r  m a n ,  d a s s  d a s  g a n z e  S y s t e m  (a) d i e  K o n g r u e n z  

(Z~P + ~P + I)3 + ~v [~ (~ + I)]t----- 0 (mod p') (20) 

16st, d e n n  s ie  h a t  d i e  s echs  L 6 s u n g e n  Ap~a+vp ,  i e tc .  (pt) ,  d i e  i n fo lge  
a+vp  

(a + vp)P -1 ~ -  i e t c .  (pt)  a l l e  s echs  16sbar  w e r d e n ,  d a s  g a n z e  S y s t e m  (a) e r g e b e n d .  

A u s  d e r  F o r m e l  

[ K  (~) + h ~  L (iL)~' = K ().p' + ~ ,  L ( i lF  + ? [ K  (iL) + h , ,  L (~)] Z (~) 

g e h t  h e r v o r ,  d a s s  d a s  S y s t e m  (a) e b e n f a l l s  d i e  K o n g r u e n z  
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(Zll + ~ + I)3-P + h~v Z (Z + I)2P--O (p~) 

15st, weft K (g) + h% L (g) ~ o (rood p) f~r das System giltig ist. Also 16st das 

System (a) aueh ihre Differenz, die, wenn Z(Z+ I ) = a  gesetzt wird, infolge (I5) 
sioh so sohreiben l~isst 

(C~ p + I )  3 + h t  v C~ ~I~ ~ ( g - +  I )  8p + hPv a ti~ (mod p~). (21) 

Trifft es iiberhaupt zu, dass ~-1=___ I (~ )  ausf/fllt, dann wird 

(a + I)P - -  aP - -  z ~ o (mod p~) (22) 

d. h. wenn das System (Z,) eine v-Gruppe hat, deren Invariantenkonstante  h{~ -1-= t 

(p~) genfigt, so muss ;~, (;t, + z) ----- a, (modp) wieder ein System (a,) mit einer 

v-Gruppe geben, yon deren ' Invariantenkonstante aber nichts ausgesagt werden kann. 
Was endlieh die Existenz der v-Gruppen betrifft, so haben wir gesehen, 

class im Falle eines Systems (c) immer v-Gruppe vorhanden ist, im Falle eines 
Systems (z) zeigt 21~ (zo93~), dass v-Gruppe vorhanden sein kann, und 

im Falle eines Systems (a) gibt P = 5 9  ein sehr lehrreiehes Beispiel, denn es 
kommen niimlich hier zwei versehiedene v-Gruppen vor, was gar nieht immer 
unter  den mit v-Gruppe versehenen, doeh ziemlich seltenen Primzahlen der 

Fall ist. Man hat  die Gruppen 

.4' 15, - -5 ,  - -12,  + I 1 ,  - -16,  h%~---18 
(59) (23) 

3, 20, - -4 ,  - -15,  + 14, --21,  h,,,---~ 4 

Hier sind: 

3 ~9 ~-- 3 + 5 �9 

4~9~ 4 +  5. 

5 ~ 9 ~  5 + 5 .  

I I 5 9 ~  I I  - -  24 

I 2 5 9 ~  12 - -  2 4 

1 4 5 9 ~  1 4  - -  19 

1559 ~ 15 - -  19  

I669-~-  16  - -  19  

2059 ~ 2 0  - -  14 

2159~ 21 - -  14 

i859~------ i 8  + 27  

59 

59 

59 

59 

59 

59 

59 

59 

59 

59 

59 

(59 ~) (24) 
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Die respektiven v-Gruppen sind 

359--3 + 5- 59 45s~4  + 5.59 
h~=---4 + r7" 59; /h~----- I 8 -  3e. 59 (59 s) 

459-----4 + 5.59 5'9----5 +5  -59 

und im letzten Falle wird h~ aus 

[ 4 + 5 . 5 9 s + 4 + 5 . 5 9 + I J S + h ~ v ( 4 + 5 . 5 9 ) ( 5 + 5 . 5 9 ) S - - o  (59 s) 

best immt d. h. 

(2I - -  I4.59)s + h~ (2o--  I4 .59)s - -  o (59t). 

Schon daraus ersieht man nach den obigen Werten (24), dass 

h r~ __ ~--~ I (rood 591) 

gelten muss, was ja auch der Fall ist. Es sollen also die ; t ( i t + I ) - - a  (59), 
wo 2 ein Element der Gruppe h~o--~I8 (59) ist, wieder Gruppen bilden, dio als 

System (a) naeh (2i) und (22) wieder v-Gruppen haben. In dot Tat  erhiilt man, 

dass 4 .5  --~ 2o, I x. I2---- 14 und 15. i 6 - -  4 (rood 59) sind. 

Zusatz. 

Endlich wollen wir noch zusehen, unter  welchen Bedingungen 

15sbar werden kann. 

(Z + I )P--  Xp-- I - -  o (rood pS) 

Von demn oben gezeigten ausgehend, sieht man ein, dass sie 
die Form 

3 . - -aP- -a  + m p  + n p  s 

(a + i)p~__a + I + m p  + n p  s 

haben miissen, denn 

gibt 

(mot] pS) 

(a + m p  + np* + i )P - - ( a  + mp + npS)V--i-----o 

(a + I ) P - - a P - - I  + mpS((a + i ) P - l - - a ~ - l ) - - o  

(a + I ) P - - a P - -  I---~--o (lOs). 

d. h. 

(mod ps) 

(pS) 
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Von den LSsungen (mod pl) ausgehend, sioht man ohne weiteres ein, dass sic die 

obige Form haben miissen. Im Falle ? = 59 ergibt sich 

3 ~9~3 + 5-59 + 34.591 

4 s 9 ~ 4 + 5 - 5 9 - 1 7 . 5 9  ~ (rood 59 s) 

5 s 9 ~ 5  + 5.59 + 18.59 ~ 

Es existioren also koine LSsungen zu 

(4 + I)5~--Z~9-- z ~ o  (rood 59 s) 

Die Kriterien dot LSsungen (rood # )  werden nicht mehr so einfaeh und iiber- 
siohtlich. 

T 


