SUR QUELQUES PROPRIETES ARITHMETIQUES DE
CERTAINES FONCTIONS TRANSCENDANTES.

Par
E. STRIDSBERG

4 STOCKHOLM.

CHAPITRE 1.
Tutroduction.

L’étude suivante sur les propriétés arithmétiques de certaines fonctions
transcendantes a pour origine et pour base essentielle d’une part les célébres
recherches concernant la transcendance des nombres e ct sz qui ont été faites
par HermiTe, LINDEMANN, WEIERSTRASS et autres ainsi que les méthodes suivies
par ces savants, d’autre part les recherches trés intéressantes sur les propriétés
arithmétiques des intégrales de certaines équations différentielles linéaires qu'on
doit & MM. Hurwirz et BENDIXSON et ou l'on retrouve sous une forme nouvelle
certaines conséquences jusqu’ici peu observées de la preuve de lirrationalité des
nombres e et 7w donnée par LAMBERT et LEGENDRE.

Dans un mémoire célebre, HERMITE a démontré la proposition suivante:!

Désignons par E(z) la fonction exponentielle. Soient z,x, . ..x, des nombres
rationnels inégauxr d’ailleurs arbitraires, et sotent C,C,...C, des nombres ration-
nels quelconques, avec Cy = o. Il ne pourra jamais exister une relation de la forme:

(1) ikC},E(xk)=0.
0

3 Hermite: Sur la fonction exponentiells. Compt. rend. t. 77. 1873.
Acta mathematica. 33. Imprimé le 23 septembre 1909. 30
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Cette proposition est, comme je montrerai dans ce travail, applicable aussi
& certaines fonctions d’un type plus général que la fonction exponentielle.

Or, pour cette derniére fonction elle offre, comme on le sait, un intérét
tout & fait particulier.

En effet, comme, d’aprés le théoréme d’addition pour Ja fonction exponen-

tielle, on aura
E(Z‘L) = ¢k ,

il s’ensuit que e ne peut étre la racine d’une équation algébrique & coefficients
rationnels, c’est-a-dire que e doit étre, selon la terminologie de M. KRONECKER,
un nombre transcendant.

En partant des recherches précitées, M. LINDEMANN a le premier établi que
st est aussi un nombre transcendant.

Je me permettrai dans ce qui suit de désigner par le théoréme de Lindemann
la proposition suivante:

Soient &, ... &, les racines d'une équation algébrique. St z,x, ... %, désignent
des nombres rationnels ou des expressions linéaires dans &, ...5n & coefficients ra-
tionnels, avec x; =y, pour i =k, 8i C,0,...C\ sont des nombres rationnels, n’étant
pas lous éganx & zéro, et si l'expression

n
Dk Cy B (xx)
0
est symétrique dans &, . ..Em, il ne peut exister une relation de la forme
) 717‘
(1) 2kaE(xk)==O.

0

WEIERSTRASS a donné une transformation extrémement intéressante des dé-
monstrations fournies par HERMITE et LINDEMANN et développé les recherches
de ce dernier.!

En s’appuyant sur le théoréme d’addition, WrIeRsTRASS finit par démontrer
la proposition générale suivante, énoncée sans démonstration par M. LINDEMANN:

Théoréme. St U'on a une relation de la forme

(1) N CLE(xi) = o (x, = 2;, pOUr i # 0, et Cy = 0),
0

les nombres C,C,...Cy, x,2, ... %, ne peuvent étre tous algébriques.

1 Wiierstrass: Zu Lindemann's Abhandlung Ueber die Ludolph'sche Zahl. Sitz. ber. der
Ak. d. Wissensch. zu Berlin, 1885, p. 1067—1085. (Voir aussi: Mathematische Werke von K.
Weierstrass, Band 2, p. 341—362).
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Du moment que, par exemple, e est un nombre algébrique, = ne peut étre
un nombre algébrique.

Parmi les autres transformations de cette preuve faites aprés WEIERSTRASS,
je ne rappellerai que celle de HiLBERT-HURWITZ-GORDAN! qui, surtout dans la
forme que GORDAN y a donnée, a été d’une importance capitale pour mes études.
Ces études nécessitant chez le lecteur la connaissance de la preuve de GORDAN,
je crois devoir en donner ici un exposé sommaire.

GorpaXN introduit un caractére & avec la signification symbolique suivante:

kr désignera toujours |r, r étant un entier quelconque > o;
. . \ . R
k*. I’ ne signifiera pas |u .|, mais A7, c.-a.-d. [« + », et, parsuite, 5 1e
signifiera jamais A*~* mais le quotient de L’i par Iﬂ;

(x + h)r sera défini par la formule du bindme, a savoir

r

(9:+h 2 aft B v, "

T 478

Par conséquent, f(z) désignant une fonction rationnelle entiére quelconque,
soit de dégré m, f(x + k) sera défini par la série de TaYLOR, savoir

m ”

fla + By = Za:f” (o) = S fr(2).

Cela posé, GORDAN a, de la maniére suivante, démontré directement, en
partant de la série exponentielle, le théoréme d’HERMITE regardant la transcen-
dance du nombre e.

Si I'on arréte ladite série & un terme arbitraire, soit au terme (r 4 1)%°, on
obtiendra

(x + h)y ar

Ex) = ENLL xr(x =T + B 1 (),

ol 'on aura |y (x)| < E(|x|) et par suite

(2') WE@x)=(z+h) + i@ E(lz]) |2 (@) | < 1.
Soit
m ’
(@ — )7~ 3 x
fla) =2 IJi & —2)p=3ra.
— I il v
lp—x % 3

1 Hiskrt: Ueber die Transcendenz der Zahlen e und n. — Hurwitz: Beweis der Tran-
scendenz der Zahl ¢. — Gorpavn: Transcendenz von ¢ und 7. — Toutes ces trois notes se retrou-

vent dans les Math. Annalen, tome 43, 1893,
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et mettons

”

(p(x) - 2" aylv(x) !2:7‘”1

0

nous aurons

1) B () = &= 1T Ij?jl")”‘—‘ﬁi (e— i + B + @ E(z]),

d’ott Ton tire

(2) 1) B CLB () — 4 + B+ C.
0

ol j'ai posé, pour abréger,
p—ol n

olp___IH. {2y — @i + h)p

—— 1

A=C

B — ELC (ar — T;Mﬂ (xp—a; + B)?P

C= SrCupB(lzel).
0

On aura évidemment

lp(x)] < D
0

xv
a, ‘—;

Le dernier terme (C) du membre droit de I’équation (2) est donc, pour des
valeurs de p assez grandes, d’une valeur numérique inférieure 4 1. Soient main-
tenant z,%, ..., C,0, ... C, des entiers quelconques; les deux autres termes (A4
et B) seront de méme des entiers, dont B sera divisible par p.

En admettant que le membre gauche soit égal & zéro, C' doit de méme se

réduire & un nombre entier, et 'on aura, pour des valeurs de p assez grandes,
C =0, d’ott
A+ B=o,

et, par suite, 4 sera de méme divisible par p.
Or, 'on aura

A=C, [ (o —a)? (mod. p).
1

Supposons le produit
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n
K = C’OH:' (x,—xi)] # o.
1

Si donc p est un nombre premier assez grand et > K, A ne pourra pas
étre divisible par p, et, par suite, le membre gauche de I’équation (2) ne peut
s’annuler. C. Q. F. D.

Par la voie indiquée par WEIERSTRASS, cette preuve se laisse généraliser
jusqu’a embrasser la proposition de LiNDEMANN. Les idées directrices d’une
pareille preuve étendue se retrouvent — sous une forme adaptée aux besoins de
la démonstration — dans les recherches du chapitre II § 3 de ce mémoire.

LAMBERT est, comme on le sait, le premier qui ait d’'une maniére rigoureuse
établi irrationalité des nombres e et w, et sa démonstration a été plus tard dé-
veloppée par LEGENDRE.!

LeGENDRE étudie la fonction suivante

< a¥
(p(z) = %TW )

ou 'on aura

v—1

b =Tl e+ 2 (fo(2) = 1).
0

On obtient par des calculs élémentaires cette belle formule de développe-
ment en fraction continue:

' a@g(z+ 1) a 2
) e =Lt

Or, d’aprés un théoréme de LEGENDRE devenu classique dans la théorie des
fractions continues, il ne peut arriver, quelles que soient les valeurs données ra-

! Lampert: Vorlaufige Kentnisse fiir die, so die Quadratur und Rectification des Circuls
suchen. Beytrige z. Gebrauche der Mathematik u. deren Anwendung. II, p. 140—169. Berlin
1770. (Le mémoire a été écrit en 1766.) — Lgcexpre: Eléments de géométrie. Note 4. 1ire édi-
tion, Paris 1794—35me éd., ib. 1900. — Les deux mdémoires ont été littéralement reproduits dans
l'oeuvre de M. F. Rupto: Archimedes, Huygens, Lambert, Legendre. Vier Abhandlungen iiber
die Kreismessung. Leipzig, Teubner. 1892.

. . . - a 7 .
? Jemploie ici et dans ce qui suit la notation connue [3"] pour représenter une fraction
Yk
continue de la forme:
2o
Botay
B+

¢
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tionnelles de a et de z, que la fraction continue ci-dessus obtenue se réduise a
un nombre rationnel.!

Cette proposition remarquable établie par LEGENDRE peut évidemment &tre
exprimée encore sous la forme suivante:

Désignons par ¢ une constante arbitraire, et introduisons

b=c¢z, z=ca.

Si I'on considére ¢(z) comme fonction de x — avec les parametres b et ¢

— soit
¢p()="V(z/c, b),
on aura
p(z+1)=0bV'(z/c, b),
d’olt
V'(x) a cx
(3) V@) c[/c + z] [kc + b]’

et I'on pourra formuler de la maniére suivante le théoréme de Legendre:
b et ¢ étant des nombres rationnels quelconques, désignons par k) le produit

r—1

By =@+ ch) (k§ = 1)
0

et posons
Viz) — N, L”;
(z) 20' kz|v

la dérivée logarithmique de V(x) ne peut jamais avoir une valeur rationnelle pour
des valeurs rationnelles de U'arqument différentes de zéro. '
En remplagant b par 2 et ¢ par 4, on aura

et 4+ e %

V(x?) = , V{—z?) =cos z,

d’ou I'on tire, comme cas spécial, le théoréme de Lambert:
e* et % ainsi que tgx et x me peuvent éire simultanément rationnels, sauf le
X . T, . e e

cas ow x =o. Par suite, tg Z étant rationnel, & doit étre irrationnel.

Dans le cas général, V(x) représentera évidemment une fonction entiére,

7

intégrale particuliére d’une équation différentielle de BESSEL, & savoir de I'équation

! Une autre propriété inféressante de cette fraction continue me parait digne d'une men-
tion en passant: c'est qu'elle représentera une fonction de z qui ne satisfera & aucune équa-
tion différentielle algébrique.
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(4) cxV,+bV,—V=o. (V =dﬂV).

BT dapm

Sous cette derniére forme le théoréme de LEGENDRE a été trouvé pour la
premiére fois par M. HorwiTz et — indépendamment — aussi par M. BENDIX-
SON.1

Les mémoires de M. HURWITZ consacrés & ce sujet ont été publiés dans les
Math. Annalen sous le titre »Ueber arithmetische Figenschaften gewisser trans-
cendenter Functionen I (Band 22, 1882) und II (Band 32, 1888).»

Le dernier de ces mémoires a été provoqué par un article de M. RATNER,?
ou l'auteur cherche & employer les méthodes de M. HurwiTz pour étudier méme
des équations différentielles linéaires plus générales que celle que nous avons
indiquée ci-dessus par (4).

A ce propos, M. Hurwitz fournit une nouvelle preuve du théoreme de LE-
GENDRE, preuve qui, comme il le fait comprendre lui-méme, n’est qu'une tran-
scription de la preuve de LEGENDRE, mais qui offre 'avantage d’étre applicable
dans une certaine mésure & des fonctions d’un type plus général.

Soit » une constante arbitraire, nous aurons

V(z/e, b) =V (rajre, rbd),

et, par suite, nous pouvons nous borner au cas ou z, b et ¢ désignent des nom-
bres entiers.

Y

Désignons par 7 la réduite ui*me de la fraction continue (3), nous aurons
, . w
évidemment
(— 1)t V=V, —caxV, g, (t=0,1,2...ad inf.).

Y. et ¢, doivent &tre des polyndmes rationnels de z, b et ¢ & coefficients entiers.

Cela posé, si ¥,: ¥ se réduit & un nombre rationnel, soit

V—koet Vi,=kpo,

ol k, et k, désignent des nombres entiers ou nuls, on obtiendra
(5) 2V, =k,o, avec k, entier.

A partir d’'une certaine valeur de u, soit pour u >4, le membre gauche de
(5) doit 8tre inférieur en valeur numérique & une quantité donnée quelconque g,

! Bexpisson: Sur les équations différentielles linéaires i solutions périodiques. Kungl.
Vetensk. Akad. Ofversikt. Stockholm 1896. — On trouvera dans ce mémoire le théoréme de
Lecesors appliqué, d'une maniere fort intéressante, & l'étude des solutions périodiques de cer-
taines équations différentielles linéaires.

? Rarxer: Ueber eine Eigenschaft gewisser linearer irreductibler Differentialgleichungen.
Math. Ann. Band 32. 1888.
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c'est-a-dire, en d’autres termes, que le nombre entier |k,| doit étre <1, et, par
congéquent, on aura

k,=o0 et de méme V,==o0, pour u>J..

On aura donc pour ¥ une fonction rationnelle de z, ce qui est impossible.

La proposition énoncée se trouve donc démontrée.

M. Hurwitz cherche ensuite — et réussit jusqu’a un certain point — &
étendre cette démonstration & des fonctions d'un type plus général, entre autres
a certaines séries hypergéométriques généralisées.*

Clest surtout les idées exprimées dans ce dernier mémoire de M. HURWITZ
qui m’ont fait entreprendre les recherches publiées dans les chapitres suivants
de ce travail.

Dans le chapitre II je continuerai les recherches commencées par LEGEN-
DRE et HURWITZ sur certaines fonctions de BESSEL; le chapitre III sera con-
sacré & des fonctions un peu plus générales.

CHAPITRE IL
Sur quelques propriétés arithmétiques de certaines fonctions de Bessel.

§ 1. Nous étudierons d’abord P'équation différentielle qui fait I'objet des

)

recherches de M. Hurwirz, A savoir

2
(1) cx%-rb%-y:o.

Nous ferons pour le moment a l'égard des coefficients de cette équation
seulement cette supposition que ¢ =o. (Si ¢ =o, Péquation (1) se transforme en
effet, comme on le voit, dans I'équation différentielle de la fonction exponen-
tielle).

Désignons par kj(c) ou, plus briévement encore, par %; le produit

ky=b(b+c)...(b+tv—1xc),

lindice » étant > 1, et soit pour »=o: k§ =1.

* Hurwitz loc. cit. — Voir aussi p. 272 et suivantes de ce travail.
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Les intégrales particuliéres de I'équation (1) sont

V(z/e,b) = mv—:i, et
() 20 kil

b
V(z/c,b) =2 <V(z/e,—b+2¢).

On aura évidemment tous les coefficients ki » o, sauf le cas ol b est un

multiple de — ¢, soit pour b= — ¢ (1 désignant un nombre entier > o).
Dans ce cas, on trouve en effet

4

pour ¥ <A: k} = (— G)VF:'—"
et pour »>4: }} —o.

Par conséquent, V(x/c,b) a évidemment toujours un sens déterminé pour
b= —Ac, et représente une fonction entiére. Si, d’autre part, b =— ic, autre

3

intégrale V(x/c,b) représentera & son tour une fonction entiére.
La dérivée ni*me de ¥V sera évidemment

V,,(x/c,b)=k—1” V(z/e,b+ nc).
b

Nous pouvons donc restreindre ’étude arithmétique des intégrales de I’équa-
tion différentielle (1) et de toutes leurs dérivées & l'examen des fonctions
V(z/ec,b) (b= Ac).

Avant d’aborder cette étude, je crois utile d’établir concernant les coeffi-
cients k) quelques lemmes élémentaires, dont je ferai, dans ce qui suit, un usage
fréquent.

Je donnerai d’abord au caractére k, une signification symbolique analogue
4 celle qu'a donnée M. GORDAN au caractére k (voir ci-dessus p. 235), de sorte que

ky . ky désignera toujours ky+”, c.-a.-d. le produit

bb+c¢)....0+u+v—r1c)),

et non pas le produit de ky et de &,

3

(x + k) sera défini par la formule du bindme, & savoir

@+h)y 5 4 o
I ol )

Acta mathematica. 33. Imprimé le 23 septembre 1909 31

, ete.
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Cela posé, j’établirai les propositions suivantes:
Lemme I: a, b et ¢ désignant des quantités arbitraires et r étant un entier
positif quelconque, on aura toujours

(ka + kb) kr

add

(kr, désignant k7 (c), ky = kj(c), k7, =k ,{c).)
Pour r= o et pour r =1, la proposition est évidente.
Supposons dés lors, que 7 soit un entier quelconque > 1.
On aura

r—1 kv-i-l kr—l—v kv kr—v )

b a
(ko + ko) =|r — 2 ( I |f:1—:;+|z;|ri}_—7/ -
r—1 1' kr—l-—v

r—xz (@a+b+ cr— I)Llr"—l“’”

= (a4 b+ cr—1){ky + ko)™,
d’out
(ko + ko) _ (ko + ko)™ Rt ka_ F. D
kz+a h ]('2:; - o kb+n T O Q . .

Ce lemme élémentaire, qui a été trouvé probablement pour la premiére fois
par VANDERMONDE, subsistera méme en cas d’évanouissement de ’'un ou de
Pautre des termes de la série donnée pour (k; + kq)" ou de tous ces termes.

On en déduit comme corollaire cette autre proposition:
Lemme 11: Soit

f@) =3y a

0
une fonction rationnelle entiére quelconque, et mettons
f(ks) = Zv a,k},

0
nous aurons

m v
flkars) = Zp o) = b,
0

ot Uon aura mis
m

kv
h(z) = I—;/V(x).
Q —

On trouvera de méme pour les dérivées d’un ordre quelconque
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”m

kv
frikass) = r [;‘f"“(kb) == hr (k).

0

Lemme III. 8¢ Uon donne & b et & ¢ des valeurs entiéres, r et v désignant
des entiers positifs quelconques, soit, pour préciser, o < v <r, on aura

ek,
i

ky(—¢) = (—1)"kL,(c),

= nombre entier.

En effet, comme

il n’y a lieu de s’occuper que des valeurs positives de c.
La formule

v

cv1 7’; = nombre entier

est évidente pour v=1 et pour » =2, et pourra encore &tre démontrée pour
v > 3 par déduction de r—1 & 7.

Supposons, en effet, que ladite formule soit vraie pour 1 <py<r-—1, et
désignons par « un entier quelconque > o.

On aura
r—1 k;; .z—v
— —2 Lr s er—1 9% ar—l—v 9
0" Ky — kpo) = ¢k, +[£21'C lli’ i
d’oul
o (kg gy — ko) = 02K (mod. |r)
et, par suite,
c—1
kg, = o= Do by — k) =K, (mod. |r).
0
or, étant
o=2ky, = A2k (1) =0 (mod. |7),

on aura de méme
—1 —
¢'kj=o (mod. |r), pour r>1.

Cela établi, on aura encore

cv—1 kZ . cr—1

ey ie <y<r.
I"ki‘v [ Frer—s nombre entier, pour 1 <y <r

A4 fortiori, on trouvera
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c? kr
b .
— - — pombre entier,
|w ke
Y %y
et cette formule restera vraie encore pour v =o. C.Q F. D

La formule
1k
Ir = nombre entier, pour r > 1,

se déduit aisément comme un cas spécial du célébre théoréme d’EISENSTEIN con-
cernant les coefficients du développement en série de TayLor d’une fonction
algébrique.

On trouve en effet

e R cky
(1—c2x)=be= Qv
0

av.l
L

J’ai préféré toutefois conserver la démonstration trés-élémentaire donnée
ci-dessus sans supposer connues les recherches d’EISENSTEIN.

On aura, comme conséquence immédiate du lemme IlI, la proposition sui-
vante:

Lemme IV. Soient olal...e*,8°8'...3" ainsi que a, b et ¢ des nombres
entiers quelconques. J'introduis, pour abréger, la notation swivante:

_k;+uk;+u<a ﬂ)

p [rid ﬂ'u_v
=k \ Tk

11
=g fprtu fs+n iv B e I
D [] +v], 8+ [~V -
A kpely kgte—viu—v

0

W, r et s désignant des entiers positifs; on a toujours
ct .
r‘: @ = nombre entier.

En effet, chaque terme de la série

v kr+,u crkc«&-u
ﬁ v QL—v L b
v p’l .

- lt“- — vk * ) I_’_’kiw"—y

est, comme on le voit, un produit de nombres entiers, et, par suite, la somme
elle-méme devra se réduire & un nombre entier. C.Q F. D

J’ai préféré grouper ici ces lemmes préliminaires afin d’éviter, dans ce qui
suit, des digressions encombrantes. '

! Conf. Hermrre: Cours professé pendant le 2¢ semestre 1881—82. Paris. Hermann. 1883
p- 138
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§ 2. Je vais chercher maintenant & étudier de prés la fonction V(z/c,d)
pour des valeurs rationnelles des paramétres b et ¢ et pour des valeurs algébri-
ques — notamment rationnelles — de 'argument.

On peut d’abord démontrer que non seulement le théoréme de Lambert, mais en-
core la proposition plus générale d’'Hermite (et méme celle de M. Lindemann) con-
cernant la fonction exponentielle — sous la forme que j’ai donnée dans le chapitre
précédent & ces propositions — correspondenl & des propositions analogues pour la
fonction V et pour ses dérivées d’ordre quelconque.

Nous supposons, d’aprés ce qui précéde, que b et ¢ soient des nombres
rationnels quelconques (c = o0), et que largument z soit un nombre algébrique
quelconque.

Désignons par F(x/c,b) lintégrale générale de 'équation différentielle (1),
et soit r une constante arbitraire, nous aurons, comme le fait observer M. Hur-
WITZ,

F(re/rb,rc) = F(z/c,b).

On peut donc, sans diminuer la généralité des recherches, supposer que c
et b soient des nombres entiers, avec ¢ > o, et que & soit un nombre entier algé-
brique, c.-a.-d. racine d’une équation de la forme

7
xn+l + 2” Q= o,
0

les a,a, ...a, étant tous des nombres entiers ou nuls.
Tout particulidrement, il est donc inutile d’examiner F pour d’autres va-
leurs rationnelles de 'argument que des nombres entiers.

Pour I'étude arithmétique plus approfondie de la série Vix/c,b), j’ai pro-
cédé de la maniére suivante:

Soit » un entier positif quelconque, et désignons par E (:) le plus grand
entier < z.
2

J'introduis les définitions et les notations suivantes:
Soit
u'(x/c, b) =1,
et, pour lindice »> 1,

{3) g&"_(gc_/ ¢, ) AEE,) Ifb_/ ,-V-—_—)‘ Py
; R A A Ty Y e
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Je fais observer que, b et ¢ étant supposés des nombres entiers, toutes les

fonctions
u*(x)

¥
représenteront des fonctions rationnelles entiéres a coefficients entiers.

On trouve entre ces fonctions u’ les relations suivantes:
Comme

b+er—h—1)(r—2A)=(b+cr—1)(r—24) + A(b + A —1),

on aura
w{x/c, b) — E(v%l)kg-‘—‘- [p—1—1 ¢
T*Z(6+ v—1c) %, S RITETETYAN TS +

E(;) kz—l—). y— Ij (cx)"—l

+ cx 2;. ET . \I,;:.Zq)i . P—:
1

wlx/c, b)

b ;’
B . + cx ;l 'k;,_ T}—_——o——z “_E_}v Ii

=b+v—1c)
d’ou l'on tire

w(x/e,b)

N S T AR wl(e/e,b)  wz/c,b)

|’1/———I tex ‘V—Zﬁ‘

Introduisons maintenant un caractére » avec la signification symbolique
suivante:?

! Les systémes symboliques qu'on rencontre dans ce travail ne sont ni ici ni ailleurs
indispensables & la démonstration. Au contraire, ce serait une chose simple, bien qu'amenant
sans doute par ci par la certains embarras de nature formelle, que de transcrire la preuve sans
se servir de ces symboles.

Si je les ai conservés, c'est qu'ils me paraissent faire ressortir d'une fagon plus claire les
propriétés arithmétiques des fonctions et aussi qu'ils m'ont fourni le moyen technique a I'aide
duquel j'ai réussi & démontrer mes propositions.

Il m’'a paru utile de faire cette observation, car M. Vanrex a trouvé nécessaire d'intro-
duire dans les Math. Annalen une nouvelle preuve élémentaire arithmético-algébrique de la
transcendance de e, preuve qui, & l'instar de celles de Hurwirz et de Gorpax, se base sur la
preuve de Hirserr, mais qui posséderait, par rapport a celle de Gorbax, l'avantage de »ne pas
se servir de désignations symboliques.»

Il ne serait guére difficile non plus de montrer que ce n'est nullement 4 une faiblesse
essentieile de la preuve de Gorbax que M. Vanpex s'est attaqué dans le passage precité.

Laissant de coté l'exécution formelle — chose relativement pen importante — le mérite
principal de la preuve de GorpaxN me semble étre de ramener d'une maniére plus siniple et plus
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Nous désignerons par

[ + u(x/c, b)Y

|f_ ou, plus briévement, par( z+u)

-
la somme
2’) z*ur—*(z /¢, b)
|l Ir_—l ’
r étant un entier positif quelconque.
Done, si f(x) est une fonction entidre rationnelle quelconque, soit de degré =,

‘. v v,
f(x + u) désignera %v ? ()

On trouve d’aprés I'équation (4)

(z+ u)r_x: ral 1 ogr—1—i f§2 Al r—1—0t1)
T et h T DA e (A1

d’ou

palpable que les preuves précédentes les recherches sur les propriétés arithmétiques de la fonc-
tion e# 4 I'étude des coefficients de la série exponentielle.

C'est & canse de cette gualité de la preuve en guestion gu’il m'a semblé naturel de la-
prendre pour base d'un essai de dériver des coefficients des séries de Tavror représentant les
fonctions qui font I'objet de mes recherches, et qui ont avec la fonction exponentielle une

certaine affinité, des propriétés arithmétiques apparentées i celles qu'on a constatées chez la
dite fonction.

La preave de Gorpax, telle qu'elle a été exposée p. 235 et s, raméne P'étude de la fonc-
tion exponentielle d'une part 4 la propriété de |r qui & l'endroit cité a donné lieu a I'équation

(2) W Ex)=(x+ hy + irar E(|x]),

d’antre part au théoréme d'addition.
11 faut pourtant observer que déja I'équation (2') a elle seule aurait suffi pour une étude

non seulement de relations linéaires mais aussi de relations rationnelles de degré supérieur de
la fonction exponentielle.

En effet, on trouve d’apres I'équation (2')

(h=ar¥ Bla,) = hr + 2t Bl 1),
d’ou l'on aura

(h—myr E(x,). E(x) = (m+h)"+).r1'fE(lml)+I'r.’l"l E(ja, |) Elx),
et, par suite,

(2") hr E(a) Ex) = (@+x+ By +pr{fx |+ 20 I E(Js ). E(| 2 ),

ot Pon aura |purf< 1.
On est amené par 1a i chercher une généralisation des deux équations (2') et (2").
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(x+uy ar b +cr—1'”1;£7- w4 (x )]
k“ﬁ kﬂﬁ kr - |£(r—1———l k’l;”‘|r——1’
et, par suite,
(+u)y § o
(5) kg|r _2 ky|v
— 0 —

Si Pon arréte la série V(z/c,b) & un terme arbitraire, soit au terme (r+1)™,
on obtiendra

(6') Viz/e,b)= ¥v

ot 'on doit avoir

x 5 x® + -
b+er)(r+1) (b+er)b+er+1)(r+1)(r+2)

2r(x) = (

Or, soit » le premier nombre entier positif pour lequel

b+cx>o,
et introduisons

. X x]:
U(x)zlkglzo"v G

on aura dans tous les cas

[z (@< U (fe]).

Si, de plus, nous introduisons le caractére A(c, b) avec une signification
symbolique qui se rattache & celle de GORDAN (voir p. 235), de sorte que A" dé-

gigne u"{(o/¢,b), d’oit
b=k,

I'équation (6') peut s’écrire, comme on le voit aisément,

(6) W V(z)=(x+ uy + A2 U(|z]),
ou l'on aura
[ (x)] <1

Or, soit f(x) un polynéme rationnel quelconque, mettons

/(x) = 2” avlailj 3

(]
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et soit

(@)= 2 a/x[y -

0

Il s’ensuit que

(7) HR) V() =[x + u) + ¢(@) U (| x]),

ol 'on aura évidemment
n

lp@)|<

0

x¥
Ay E .

Soient maintenant x,z,...%, (n + 1) nombres rationnels quelconques iné-
gaux, et soient de méme C,C,...C, des nombres rationnels quelconques  o.
Cela posé, supposons qu’il existe une relation de la forme

(8) WzikOkV(xk/c, b) = o.
0

On pourra, comme nous I’avons déja remarqué, sans diminuer la généralité
de nos recherches, supposer que z,z, ..., ainsi que C,C, ...C, soient tous des
nombres entiers.

Si maintenant n =o0 et z, = 0, nous aurons
W=C,=o.

Dans tout autre cas, nous pourrons, tous les x; étant inégaux, supposer,
pour plus de simplicité, que les x; soient ordonnés de telle maniére que

Z, = 0.
Désignons par 4 et p deux entiers positifs quelconques, soit
P> A

Pour préciser, je suppose que p soit un entier impair, et que 1 doive étre
choisi dans Pintervalle

(2) pzlﬁlgp—r.

Je mets encore

fla) =& _lxo)" Il (z—=,
LI
d’olt Yon tire
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z, + u)

fyV () = &= g I ¢ — 2 + w7 + 9@ U(I2D),
1

et j’aurai par conséquent
(0) o=f(h) ZkCrV(xr) =4 + B+ 0,
0

ou j’ai introduit, pour abréger,

u(x,)

A4=0, 0 l—lli(xo——xﬂru(%))”

B— zkck[m—xo + u(xk)]",up“g (@ — a5 + w)P
1 1

|4
C = DkCrp@) U(|z).
[}

Or, z étant un nombre entier, les fonctions

w (%)
[

seront, d’aprés ce qui précéde, toujours des entiers, et il en résulte que A et B

gseront de méme des nombres entiers.
Dans ce cas, C sera encore un nombre entier.
Or, 'on pourra toujours choisir p assez grand pour que

|C| soit inférieur & 1,

quel que soit l'entier i choisi dans I'intervalle (2).
Done, nous aurons

C=o,
d’ou encore
A+ B=o.
Or, Pon trouve aisément
B=o0 (mod. p)

et, par conséquent, on aura de méme
A=o0 (mod. p).

Si p est un nombre premier, on aura évidemment
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A=C, ull(_l%)lnli (®y— ;) (mod. p).
1

Or, soit p un nombre premier assez grand et supérieur & la valeur numéri-

que de

00 ﬂi (xo - T’i)a
1

on aura

(11) ﬂl(_;“)zo {mod. p).

Nous prenons le nombre premier

p>|bex|.

Désignons par » —1 et » deux nombres consécutifs dans U'intervalle (i), et
substituons successivement dans I'équation (11)

A=v et A=v—1,
nous aurons

wiz,) wl(z,)

Il’ =o et PRt (mod. p).

Par conséquent, d’aprés I’équation (4), nous obtiendrons

w(2,)

l”—z =o0 (mod. p),

cx,

et, comme |cz,|<p, il faut encore que

wz,)

l”_z =0 (mod. p).

De proche en proche, on trouvera de méme que tous les

pour

Donc Pon aura enfin o

wl(z,)=o (mod. p),

c.-a.-d. que b devra étre divisible par p, ce qui est impossible, puisque nous
avons supposé
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0<|b| < p. C.Q. F.D.

Nous aurons donc la la proposition générale suivante:

Théoréme. S¢ l'on désigne par x,x, ...z, (n+ 1) nombres rationnels inégauz,
d’ailleurs quelconques, st ¢ et b désignent des nombres rationnels gquelcongues, et que
C,C,...C, sotent de méme des nombres rationnels quelconques, gui ne sont pas fous

égaux & zéro, 1l ne pourra jamais exister une relation de la forme

(8) ikC;;V(xk/c, by = o.
0

Corollaire. Powr une valeur rationnelle de Uargument différente de zéro, d’ail-
leurs arbitraire, nt V(x) ni aucune de ses dérivées peuvent prendre une valeur ra-

tionnelle ou devenir zéro.

§ 3. Il ne sera pas sans intérét pour une continuation éventuelle des re-
cherches sur les fonctions qui nous occupent de montrer que méme le théoréme
de Lindemann est applicable & ces fonctions.

En effet, soient

H. (%)= 2/‘-(1;_,,@" =0 pour y=1,2,...¢

une suite d’équations algébriques irréductibles & coefficients entiers, dont les

racines seront respectivement

‘:tl.v‘~-§n,,.v (V:I, 2,...7').

Tous les a,., doivent &tre supposés des entiers ou nuls.

Soient de plus z,z, ...z, des nombres rationnels quelconques ou des ex-
pressions linéaires & coefficients entiers des quantités données &; je suppose tous
les « inégaux entre eux.

Soient encore C,C,...C, des nombres rationnels quelconques qui ne sont
pas tous égaux a zéro, et supposons qu’on ait choisi 2z, ...%n, C,C,...C, de
maniére que l'expression

W= D CiV /e, b)
Q

soit une fonction symétrique de chacun des systémes
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ST S (v=1,2,...7).

Ceci posé, j’établirai la proposition suivante:
Théoreme. Il ne peut exister, dans les conditions données, aucune relation de
la forme

(8) W =o.

En effet, nous pourrons, comme il a ¢été déja observé, supposer, sans di-
minuer la généralité des recherches, que tous les & soient des nombres algébri-
ques entiers, que C,C,...C, soient des entiers = o, qui ne sont pas tous néga-
tifs, et que x,x,...x, soient de méme des entiers ou des expressions linéaires
des & A coefficients entiers.

Ceci posé, les zyz, ...z, étant de méme des nombres algébriques entiers,
désignons respectivement par 6¢;(z) la fonction rationnelle entiére irréductible qui
s’annule pour x =z; (1 =0, 1...7).

Je suppose que C,C,...C, soient rangés de maniére que

C3<C, pour 8> a.
Soit Cy41 le premier des coefficients C' qui soit inférieur & C,, de sorte que
Co=0C,=---=C,=C>o0 (u>o0)
Cusri <C, pour =1, 2, ...

Comme W a été supposé symétrique dans chacun des systémes &, il en sera
évidemment de méme pour chacune des sommes

2" Cray, (¥=1,2,...ad inf.)
0

et par conséquent toutes ces sommes se réduiront 4 des nombres entiers.
Posons maintenant

Soit x(x) le plus grand diviseur commun de 6(z) et de 6'(z), et désignons
par Y(x) le quotient de #(x) par x(x).

Il faut donec, comme on le sait, que ¥ (x) soit de méme une fonction ration-
nelle entiére de x & coefficients entiers. Soit
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n+
v = [ @ — =,
0

ol X,%,...%, seront les x donnés et Znyi...ZTnyp représenteront des nombres
algébriques entiers étrangers, tous distincts et différents des z,x, . .. Zn.
Chacune des sommes

n+
XkOx,”‘ (v=1,2...ad inf.)
0
est par suite un nombre entier.
Cela posé, introduisons
Cpes=o0 pour ¢=1,2,...p

et posons
Cr=C—Cir>o0, pour k=u+1,...0+ p;

chacune des sommes
n+
i,k C'rx}, (v=1,2,...ad inf.)
Bl
se réduira & un nombre entier.
Par conséquent, le produit

n+
[[," (x —2x) %

w41

représentera une fonction entiére rationnelle de x 4 coefficients entiers.
Il en sera de méme, comme on le sait, pour chacun des produits

l_[k (‘Z - xk)?

qui correspondent & tous les indices k, pour lesquels les ('; prennent la méme
valeur.

Comme, par conséquent, le produit

ﬁk (x—zz)

n+l

ﬂ" (x —z)

p+l

aussi bien que le produit

3

seront des polynOmes & coefficients entiers, il en sera enfin de méme pour le
produit
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ﬁk (x—xk)
0

Cela posé, en désignant par

n

¢(@) = []* (z—a)

0

un facteur irréductible de ce dernier produit et par F(x) un polyndéme ration-
nel a coefficients entiers, d’ailleurs arbitraire, on trouvera que non seulement la
somme

Zk CkF(xk)
0
mais encore les sommes
DkOF (zz) et e CrF (xx)
0 i+l

se réduiront & des nombres entiers.
Or, formons les fonctions

i n
fv.z(x)=x”ﬂ|::—)“‘ (z—a:)? (v—o,1,...7).

n+l
A et p pourront &tre choisis de la méme maniére que dans le numéro pré-

cédent (p. 249).

Toutes les fonctions

|AF.a()

seront, conformément & ce qui a été dit plus haut, des polyndmes de x & coeffi-
cients entiers.
On aura (voir le numéro précédent)

o=foalh)y\W=A+B+1T,
ou 'on a mis

A= Oﬁkﬁ.z(%k + u)
0

B— ﬁk Cifv.il@r + u)

n+l
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r=2sCrpu (@) Ul2i]).

0

A et B seront des nombres entiers, d’ou il résulte que I sera de méme
entier.
p étant pris assez grand, on aura

|| <1, dott I' —o,

et, par conséquent, on aura encore

4+ B=o.
De plus, on a
B=o0 (mod. p),
ce qui entraine
A=o0 (mod. p).

Si donc p est un nombre premier assez grand et supérieur a C, on aura

ikfv_;,(xk +u)=o0 (mod. p) (v=o0,1,...m)
0

(en supposant 4 choisi dans l'intervalle (i) p. 17).
Or

n n ————— . =n
zk fo.1(@n+u) = zk(xk + u) Pz + 0 “i (xx — x; + u)P.
0 0

L}: n+l

p étant un nombre premier, on aura donc évidemment

n n ——
(11) OEZk?v.l(xk + u)EZk (xx + u)” M;—@— Ili (2 — x:)? (mod. p)
0 Q

L n41
(»=o0,1,...n).

Si Pon suppose m —o, la preuve ne sera dans la suite qu'une simple répé-
tition de la preuve fournie dans le numéro précédent.

On pourra dés lors supposer que n> 1, el que tous les z,x, . .. ¥, sotent dif-
férents de zéro.

Avant de continuer, je crois bon d’introduire les définitions et notations
suivantes ainsi que d’établir quelques lemmes préliminaires dont je me servirai
dans ce qui suit.
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Désignons par

7
¢ () =z + Y a2’
0

Y

un polyndéme irréductible quelconque & coefficients entiers et dans lequel le coef-
ficient de la plus haute puissance de z est P'unité; soit a; une racine arbitraire
de ¢(x) = o.

Définitions: Si F(x) et G(x) désignent des polyndmes rationnels quelconques
& coefficients entiers, et si 'on a

F(z)=G(x) + ¢(x)0(x),
0(x) désignant de méme un polyndme rationnel & coefficients entiers, nous éorirons
F(z)=G(x) (mod. ¢).

Comme on le sait, il existera toujours parmi les fonctions G'(z) congrues
& F(x) un seul polyndéme, soit
Hz)=F (2) (med. ¢),

dont le degré n’est pas supérieur & 7.
Posons

fa) = 3 foa,
0

ou f,f,... fn seront, d’aprés ce qui précéde, des nombres entiers ou nuls absolu-
ment déterminés.

La fonction f(x) sera dite le résidu de F(z) (mod. ¢).

Si tous les coefficients f, sont des nombres entiers divisibles par p ou nuls,

nous dirons que
F(z)=o0 (mod. p, ¢)

F(x)=o (mod. p) (k=o,1,...n).

Dans ce cas, on aura évidemment

Zk F(z) égal & un nombre entier=o0 (mod. p).
0

Désignons de méme par g(z) le résidu de G(x) (mod. ¢).
Soit B
g@) = D g2’
0
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Lemme I. Pour que
F(z)=G(x) (mod. @),
il faut et il suffit que f(x) soit identiquement égal & g(x).

Lemme II. Pour gque
F(z)=G(x) (mod. @),

il faut et il suffit, que Pon ait
F (xx) = G(x1),

2y désignant une ractne donnée arbitraire de I'équation
p(x) =o.
Corollaire. Comme cas particulier de ces lemmes, je rappelle que, si Uon &

trouvé
n
Fxg) = Ev o Ty,
0

o . . . ap désignant des nombres entiers ou nuls, on aura nécessairement

7

)= Zv ax’.

0
Lemme III. On aura évidemment
F(z)G(x)=f(x)g(x) (mod. @).
Done, pour que
Fx)G(x)=o0 (mod. p, @),
i faut et il suffit que
fx)gx)=o0 (mod. p, ¢).

Or, soient 7,7, ...y, les racines de Péquation
g (CE) =0,
de sorte que -
7

g(x) =g J] (& — ),

1

et supposons que
f@)gl@)=0  (mod. p, §).

Soit, pour fixer les idées,
f(x)g(x) = pY(x) + ¢(x)0(x)
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Y (z) = 2" oy ¥
0
n—1
0 (x) = 2" By
0

(0w, f» désignant des nombres entiers ou nuls).
On aura, par suite,

n—1
PY ) + @ (7)) Doy =o. (i=1,2..m)
Soit °

D=[l: o9 (7,
1
et posons B
O S VAP Zan R ol
Dl:.- e e e e e e e e e, 934(71-'772)’
Iy;... ;/;';—1 Yy, 7;;',“ .
done, nous aurons
n{n—1)

(—1) * Dg=—pD, (A=o,1,...n).

D et D, représentent ici des fonctions symétriques de 7, ...y, et doivent
par conséquent se réduire & des nombres rationnels, dont les dénominateurs se-
ront certaines dignités de g-.

On trouve donc la proposition suivante:

Lemme IV. Désignons par F (x) et G (x) deux polynomes rationnels quelcon-
ques a coefficients entiers, et supposons que lon ait

) F(x)G(x)=0 {(mod. p, ).
Soit

ot on aura

Soit g, une puissance de g assez grande pour que le produit suivant, savoir

4

(12) D=g [l v g (),
1
801t un nombre entier.
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81, alors, p n’a pas de diviseur commun avec D el avec g, on aura
F(x)=o0 (mod. p, ).
Corollaire I. Si l'on a
xF(x)=o0 (mod. p, ¢),
et que p n'ait pas de diviseur commun avec a,, on aura
F(x)=o0 (mod. p, ¢).

Corollaire 11. Soit g(x) et h(x) deur polynémes rationnels quelconques & coef-
ficients entiers, et soit G () le plus petit dividende commun de g(x) et de h(x).
Supposons que, pour une valeur donnée arbitraire de v, on ait

hz) L@ (mod. p, ¢)
et

=0 (mod. p, ¢).

Cela posé, si p n’a pas de diviseur commun avec a,, ¢ et b, on aura neces-

sairement
Gx)=o {(mod. p, ¢).

En effet, on aura, par hypothése,

G (x) —?o (mod. p, 1) ]
>

uv—1 B ’
x)rV_I:o (mod. p, fp)J

et, comme, & cause de 1’équation (4), on aura

u’U ’l’—l ul'*r?
G@)==0b+cr—1)G @), — +cxG(a) :
E [ |lr—2
il en résulte que
p—2
ch(x)»u =z 0 (mod. p, ),

=0 (mod. p, ¢).
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De la méme maniére on établira de proche en proche que tous les
u*
G (x) on (mod. p, ), pour A<y,

Or, posons 2 =1, on aura

G(x)u! (x)=0 (mod. p, ¢),

ou, en remplacant u!(x) par b,

bG(x)=o0 (mod. p, ¢),
d’ol1, par hypothése,

G(x)=o0 (mod. p, ¢). ¢ Q F. D

Corollaire I11. Cas spécial: p étant sans diviseur commun aqvec a,, ¢ et b,
et v désignant un entier positif quelconque, on ne peut avoir en méme temps
uv ua’—l

|z:‘;o et l;:io (mod. p, ).

Aprés cette digression, revenons sur la preuve de la proposition généralisée
de M. Lindemann.

Si nous introduisons les notations suivantes:

(x3) C (@) =[] (@ —=.
n+l
(14) fos (@) — 2BV o
2
(14") Yo (x)= ”i(x~—xi)"' (k=o0,1...m; ik),
d’on ’
" (2 — ) -
(14") fon () = 220y () (k=o0,1,...10),

nous obtiendrons

(15) fo.a(@n + u) = (xx + u)"'{u;:l%xi) Wy o {xn) + L‘:L:w'k.z(xk) + y;j ﬂk—(_‘(fk") +} ,

2



262 E. Stridsberg.
ou l'on aura évidemment
(16) Yk (i) = @' (@)

Or, d’aprés (z1), on aura

Enko(xk)”fv.;, {(zx + u)=o0 (mod. p),
0

ou, en d’autres termes,

ui+

P(xy + w) {ﬁl(l‘( %) +MP'7¢A ilaE) + - (mod. p).

Soient maintenant A—1 et 4 deux entiers consécutifs dans I’intervalle (z),
et supposons qu’on ait tous les

witi
2

On aura dés lors

{mod. p, ), pour i=1, 2, 3,... ad inf.

ozikmp}m[)’-(xk + u)";f (mod. p),
d’ott (i )
O:’ﬁk(]( x2)? ' (1) i_ 5 (mod. p),
0
ou, en d’autres termes,
(17) zk Clan)? ¢ (an) "}l(g") —pd,,
pour ¥y=o0,1,...n,

4, A, ... A, étant des entiers.

Mettons, pour abréger,

7

D=]JJ+C =) et

0

= ﬁ" ¢’ (),
0

(18)

on aura
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(19) Dp @i+l ”;"ff") =+ p s (i) [ C (@)r ¢ (),
0

en désignant par 4;(x;) les déterminants

I..1 A, 1 .1
Ty .. xpy A, Tppr.. 7,
diler)y= | . ... g xp).
A an A am ~
x%..xp  A; g, .ox,

Le coefficient de p dans le membre droit de I'équation (1g) sera évidem-
ment une fonction entiére rationnelle & coefficients entiers de x, x, ... z,, symé-
trique par rapport & 2, x,... %1 k41 ... Z;; on pourra donc 'exprimer par une
fonction entiére rationnelle de x; & coefficients entiers.

D et @ se réduiront 4 des entiers = o.

Done, si 'on prend le nombre premier p plus grand que les valeurs numé-
riques de D et de @, on aura

(mod. p)

et, par suite,

(z0) |l =0 (mod. p, ¢).

De la méme maniére on établira encore que

(21) ul—_i(—f) =0 (mod. p, ¢).

Si, d’autre part, on choisit le nombre premier p plus grand que la valeur
numérique de a, de ¢ et de b, ces deux relations simultanées {20) et (21) com-

porteront d’aprés le corollaire 3 (p. 261) une impossibilité.
Or, en effet, p—2 et p—1 sont deux entiers consécutifs dans I'intervalle

(1), et 'on aura tous les

u})—l'f'i
p—I

=o (mod. p, @), pour ¢{=1, 2, ... ad inf.
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Nous avons donc établi I'impossibilite d’'une relation

W=o.
C. Q. F. D.

§ 4. Je tacherai maintenant, a Plaide des fonctions u et des constantes A
introduites dans ce qui précéde, d’étudier de plus prés les relations linéaires &
coefficients rationnels qui peuvent exister entre des fonctions V différentes pour
des arguments rationnels.

Soit

V (x|e¢, b) une fonction V donnée arbitraire,
et soit
Vi(z|c, b) sa dérivée uitme,
On trouve (voir p. 19)
(1) Vz|c,b+ ue)=1rkiV.(x|e, b)

Nous introduisons la notation

k; (c, b) = kg™ (c, b+ ue),

d’ou

h; (e, b) r Jr+e
(2) ‘1 = kg kb+,uc =Ry ?
et nous mettons encore
(3) u;(m|c,b)=u“(x|c,b+yc).

On aura

poy EPHEOVEIobtua=ls+ulelod+uol + hw Unllz)
° B (c,b) Viulz]|e,b) =[x + u (2] ¢, 0)F + 427 Uy (fz)),

ou, plus briévement,

(4) B Vi={(2+ w) + a2 Uy (b

Soit m un entier quelconque positif, et désignons par

(5) fm=2m§

m

une fonction rationnelle entiére quelconque.
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On aura, pour g =o,1,2,...m,

xv—

(=) Zg“' @r [r—w

d’ot1, d’aprés I'égalité (2),
(6) f (k) = D as by = 1 (B).

Or, 'on aura

- fR)V =[x +u)+ ¢ @) Uzl
ainsi que

(7) f (h) V,u = j,u (hu) Vy = f‘“ (x + uy) + ¢u (x) Ull (|$|),

pour g =o0,1,2,...Mm.

Je me servirai des équations (7) pour étudier de plus prés les relations
linéaires qui pourront exister d’abord entre trois fonctions consécutives, V,.
Va1 et Viaypo, ou, en faisant un simple échange des paramétres, entre une fonc-
tion V quelconque et ses deux premiéres dérivées, V, et V,.

En effet, soient d’abord y x,...2,, C,C,...Cp, C',C', ... C'y, CVC ... c
des nombres rationnels donnés arbitraires.

Posons, pour abréger,

Wi(x) =Cr V (2) + C: V, () + O, V, (),

et supposons qu’il existe une relation de la forme

(8) W= W, () = o.

0

On pourra, comme nous Pavons déja plusieurs fois remarqué, supposer que
tous les x et C soient des entiers et tous les a distincts.
Considérons d’abord le cas ou

n=o0 et z,=o,
on aura
wW=¢ V()+CI 'VI() CWVH()___C +Cf°_l____qj‘]’\
=0, V(o o‘o+’0 ° T b T b(b+ec)

et la condition nécessaire et suffisante pour que

W = o,
deviendra, dans ce cas spécial, que
Acta mathematica. 33. Imprimé le 24 septembre 1999. 34



266 E. Stridsberg.

95+ CV‘;-—*o
b "bb+c)

C,+

Dans tous les aufres cas nous pourrons supposer comme auparavant que
les x; soient ordonnés de sorte que

X, # 0.
On aura
T . ar—a—t pr—a—-2
« A a L
e == y—1I¢)f—— i—
IV——a (b + )Iphaﬂx |u—a—2

(c==0.1,2;, 2>+ 2)

Posons done, pour abréger,

v ('C) =}
v (2) = b0y + Oy
21 (2)

o i = Crfex+ b+ o)) +Cr(b+¢) + O = (b+¢c)vl(x) + Crex + C,
9

et, pour l'indice »> 3,

2(2)

4o | gt

& e
O "L“ L__?

nous aurons, pour lindice » > 3,

i vr.—] Uv—2

{10) vi:(b+;i;c)17'—

[u -1 C'TIT:;'

En désignant par

T

f(x) :2‘ aflq‘

|
2

une fonction entiére rationnelle donnée arbitraire, on obtiendra

(rry o=f(M)W =ik[0kf (o + ) + O f (e + w) + Cp " (2 + )] + 1.

0
Or, étant
r r—a uv~a—u
"1,,
fole + uy) = 2 va, Wu T —Vr Z_TL )
2 0 L l___.__‘_
on aura

Cof@+u)+ Crf @+ w+ O (@ + ) =[x+ v)

et, par suite, d’aprés Iéquation (11'),
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7
(11) 0=‘2kf[xk+vk(2k)]+ r=4+
0

Soient maintenant A et p deux entiers positifs quelconques choisis de la
méme maniére que p. 249.
Posons

() = ”—‘T‘ﬂ Il o — 2.

A représentera un nombre entier, tandis que I'on aura, pour p assez grand
— quelle que soit la valeur de A prise dans Uintervalle ({) —

. . xl<1,
ce qul entraine
A =o.

Or, 'on aura

A =[x, + v, (2,)] %Iix—()) Inli (%o — i + vy (20)]7 +
1

kv (x) ) »

|-

Si donc p est un nombre premier assez grand, on aura

7 n
a2 LEK 1
+ 2’»’ [xr + vx (il‘k)J"[ ’ 2 (ay) ll' [r) —a; + v (w2)]P.
1 1

A=[w, + v, (x,)) ?i‘ild ﬁi (xg— ay)? {mod. p).
- 1

Supposons, de plus, que

7
2> | I (o —mi)
1

b

on aura

(r2) [ + 2 @22 20 (mod. p).

*

Si Pon remplace d’abord 4 par p — 1, on obtiendra

21 ()
2 Y o) . }
x; — E) (mod. p)
ou, si l'on a pris p > |z,|,
-1
Qﬁ;ﬁ): {mod. p)
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Posons, en second lieu, A = p—2; on aura pour la méme raison
= (mod. p).

D’aprés ’égalité (10) on aura dés lors, si l'on a pris

p>|cxo'»

pour tous les » < p— 1 (sauf éventuellement la valeur ¥ = o),

25[%:"*);0 (mod. p).

On aura donc
v; (%) =0, c’est-a-dire bC,+ C'y=o0
v (%) = 0, et, par conséquent, cz,C, + C; = o.

On pourra aisément vérifier que les derniéres égalités représentent la con-
dition non seulement nécessaire mais encore suffisante, pour que l'on ait

W, (z,) = o.
En effet, si 'on admet

C'y=—0bC, et C,=—cx,C,
on aura

Wolx)) = Co V() + O, V() + C) Vy(xy) = Co{V () — bV, () — e, V, (2,)},

et W,(x,) s’évanouira donc & cause de I’équation (1) p. 24o.
Nous pouvons done établir la proposition suivante:

Théoréme. z,x,...x, désignant (n + 1) nombres rationnels inégaux, et
CoC...Cy, Oy . Oy, O .. C" étant des nombres rationnels quelcongues, si l'on

pose, pour abréger,
Wiy =Cr V(x)+ Ch V, (2) + OV, (2),

il ne peut exister une relation de la forme

(8) W = 2: Wi (2x) = o,
0

sans que chacun des termes
Wk (xk) =0,
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et, pour que cela ait lieu, il faut et il suffit que, xx étant = o, Wy (wz) se réduise
a Vexpression

(13) CrlV (k) — bV, (xx) — cax V, (21)],
qui est nulle par définition de la fonction V, ou que, xx étant = o, on ait

C’ cy
Ck + Tk + H‘:_——c) = 0.

J’observe que, b et ¢ étant = o, et ¥V (z), ¥, (z), V,(z) ne pouvant prendre
aucune valeur rationnelle ou nulle pour des valeurs rationnelles quelconques de
z différentes de zéro, aucun des termes de I'expression (13) ne peut s’évanouir
ou prendre une valeur rationnelle,

Nous retrouvons donc sous une forme généralisée le théoréme précité de M.
Hurwitz,1 & savoir

«Pour des valeurs rationnelles données de Uargument différentes de zéro, d’'ail-
leurs arbitraires, il ne peut jamais se faire que

! "
v, v, v, II; ou l;—
soit égal & zéro ou ait une valeur rationnelle; et, d’une fagon générale, il ne peut
exister aucune relation de la forme
pV+qV =r ou

pV+qV'=r,
P, ¢, r désignant des nombres rationnels, qui ne sont pas tous égauxr & zéro.»

Des recherches de M. HurwiTz résulte, comme nous ’avons mentionné dans
le § respectif, que, si la dérivée logarithmique de V a été développée en frac-
tion continue, soit

(14) cxKl=[ cx ]
+ |4 kc+ bl
et si on désigne par
Yy
P

la réduite (i®me de cette fraction continue, on aura
(15) (—1)pcra V=, V—epucxV,,

ou Y, et ¢, doivent &étre des polyndmes rationnels de z, b et ¢ & coefficients
entiers,

1 Horwirz, loc. cit.
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Soient maintenant z, , ...z, (n + 1) nombres rationnels inégaux; désignons
par m un entier positif quelconque, et soient

o (k———o, 1,...n)

k
H=0,1,...M

des nombres rationnels quelconques.
Posons, en outre,

Wi= 2# Cy Vi law)
)

et
70
W = Zk Wk.
0
Nous aurons évidemment
& C" lp,u al;) 1 0 (l’k)
:% oy Vixy) — ‘; ot ———cay Vi (x1).

Posons, pour abréger,
Wi=%r () V (02) — Ox (1) V, (22)-
On aura donc la proposition générale suivante:

Théoréme. 8¢ nous supposons tous les x,,...xn différents de zéro, W ne
peut prendre aucune valeur rationnelle différente de zéro. Pour que

W =o,
il faut que chacun des termes
Wk = 0,
et, pour que cela ait lieu, on doit avoir
¥y (zk) =0 et @ (:L‘k) = 0.
La condition nécessaire et suffisante pour que

W =o,

doit donc étre exprimée par un systéme de critériums algébro-arithméliques.

J'observerai enfin qu’aussi le théoréme de LINDEMANN peut sans grande
difficulté étre généralisé d’une facon analogue.
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CHAPITRE III.
Sur quelques cas de séries hypergéométriques généralisées.

§ 1. La méthode employée dans le chapitre précédent peut étre utilisée
dans une certaine mésure pour une étude arithmétique aussi des intégrales de
certaines équations différentielles d’un type plus général que celles que nous
avons étudiées jusqu’ici.

Examinons par exemple d’un peu plus prés les intégrales de P'équation

différentielle suivante:
m

(I’) 2-“ b,ux'“ Vu +1 = Gy V,

0

équation dont celle qui a fait I'objet des recherches de M. HURWITZ est un cas
spécial correspondant & m = 2.

Cette équation (1') est & son tour un cas spécial de Péquation différentielle
plus générale des séries hypergéométriques généralisées.

Appliquons les notations introduites dans ce qui précéde. Soit k(—1) ou
plus simplement

;
k}j=——y, pour »<4i

(2) |2 —

et = o, pour »> 4.

@, Ay + . - Amy by0, . . . by, désignant des nombres rationnels donnés arbitraires,
soient de plus

”t

f, = 2” a ki et g;= i bk}
0

U]

(A=0,1,2,...ad inf.).
f. et g; pourront s’écrire sous la forme

fr=1(k;) et g,=g(k;), ol

(3" 3 =
f@)=Yraa” et gla)— 3 b,a.
0 0
Soit, en outre,
F,=1=0G,

et, pour 1> 1,
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7—1

Fo)=T[:
(4) ;:
Gy=\1l:gi
[}
et posons enfin, pour abréger,
(5) I, = %‘%% :
Nous aurons done
(6) fill; 0 =g 11;.

Ceci posé, considérons la fonction

Cette fonction, qui est le type des séries hypergéométriques généralisées,
satisfait évidemment a I'équation différentielle

(1) b ™ Vo1 = 2“ (ax — b))z 'V +a, V.

1

Si am o0, mais b, =—o0="b,_1, la série (7) est, comme on le voit, toujours
divergente et n’aura par conséquent pas de sens déterminé.

Si am#0 et by — o0, mais &, = 0, la fonction V(z) aura en dehors de r=oo
encore un point singulier essentiel situé 4 une distance finie de V'origine.

Si, finalement, b,, > o, il est évident que la série (7) convergera dans tout
le plan.

Nous bornerons — du moins pour le présent — nos recherches & ce der-
nier cas.

Dans le mémoire précité de M. Hurwrrz, publié dans le tome 32 des Math.
Annalen, Pauteur traite aussi les séries hypergéométriques généralisées.

M. Hurwirz part, en étudiant I’équation (1), de I’hypothése essentielle que
bn=0 et que an=o0. La série (7) sera alors non seulement convergente dans
tout le plan, mais elle convergera si fortement, que be ame ¥V, diminueront con-
stamment et indéfiniment, lorsque I'indice © va en croissant.

On peut par conséquent reprendre le raisonnement de la p. 239 et montrer
que, dans les circonstances indiquées, il est impossible que toutes les relations
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V:V,:Vyioo iV
soient rationnelles pour des valeurs rationnelles de 'argument.!

Dans ces recherches, nous pourrons cependant laisser de coté la restriction
@n =0, qui est pour nous sans importance.

Désignons donc par @, le nombre a, de l'indice le plus haut, qui est = o.
Supposons by =0 et m'<m, de sorte que f; soit au plus du méme degré dans
4 que g¢;.

En désignant par r et s des constantes données arbitraires, nous aurons

Virz|sa,...sam, rsb,...rsbn) = V(z|a,...am, b,...bnm),
ce que nous abrégeons de la maniére suivante:
V(rx|sa, rsb) = V(z|a, b).

Dong, il suffit encore pour ces fonctions plus générales de supposer, comme
nous l'avons fait dans les cas précédents, que les paramétres a,a, . . . am, b,b, .. .bm
soient des nombres entiers, avec b, >0 et an >0, et que I'argument z ne prenne
pas d’autres valeurs algébriques que des valeurs algébriques entiéres.

! Hurwirz: loc. cit.

En corrigeant les épreuves de cette étude, mon attention a été attirée par un article
publié ces joursci par M. O. Perron: Ueber lineare Differenzen- und Differentialgleichungen
(Math. Annalen, Band 66, Heft. 4, 1909), ou I'auteur consacre un chapitre aux recherches préci-
tées de M. Hurwirz. )

M. Perrox, qui a développé 'algorithme bien connn, introduit dans un mémoire posthume
de Jacobi et généralisant les fractions continues, a en I'idée trés naturelle de se servir de ces
algorithmes afin de trouver, pour certaines fonctions générales, la correspondance exacte de I
propriété que Lecexpre et Hurwirz ont prouvée pour les fonctions de Bessel i l'aide de l'algo-
rithme ordinaire des fractions continues.

La proposition de M. Perron est énoncée de la maniére suivante:

»Désignons par @, @ ... Qn une suile de polynomes rationnels, soit

Q.(m)=zla;..ix“ (t=09,1,...m),
0

0l NoUS SUPPOSONS 4, ,, 7 O.

Il ewxistera toujours une fonction entiére transcendante, soit

y=V@),
déterminée @ un factewr constant pres, qui satisfait & Uéquation différventielle
Qn@yn+l) +... + Q@Y + Q@y' —y=o.

Or, soient tous les a; ; des nombres rationnels et x, un nombre rationnel quelcongue, qui n'a-
nule pas le coefficient @Qn(w,), et désignons par CyC, ... Cp des nombres rationnels quelcongues, qui-
ne soient pas tous égaux a zéro.

Il ne peut jamais exister une relation de la forme

D Ck Vi) = 0
0
Acta mathematica. 33. Imprimé le 24 septembre 1909. 35
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Nous avons trouvé (lemme 2, p. 242), pour des valeurs quelconques de ret
de 4 <7, les relations suivantes:

ff—z k,_/" () _ f (k)

(8)

(k r—4
gr—-“ Ic:_l"fl_l)—g +2 =i I_—a/| g (k).
O J—

Introduisons maintenant une suite de fonctions u*(z) par les formules récur-
rentes suivantes,
Soit u® =1, et soit, pour > 1,

A+1 m A41--v
f;.l%ﬁ=zvav(x)x! 2 BT =~

= 3 () — 2B ()27 ITu% ,

0

R Oﬁ ﬂm-’-l = 0,
et ou 'on aura encore

ay(A) =0 et 8;(1) =o0 pour 1< ».
Nous aurons done, en nous servant de notations symboliques analogues a
celles introduites dans le chapitre précédent,

(x + u)r-l—l xr+l 2 urtl  gr—2

|r+1 _"’|r+1 |1+1|r——}.

T u’-‘i’l r— —2 g f“(kl) /u/l'f'l ar—A—v .
=§1/1|l+1|1‘ +2vx 21 |» A+rfr—A—y

fr

u/‘.-{-l—v xf—l

EZa’x Zuxv(l) Ll ‘ —3 zlvxvgzﬂ,,(l)ll_i_l_v‘r_l-i-

m‘ , 7 ]""(ki.—v) ur+1—r . xr—2 )
+211x§l Ii’ I}'_*_I__»y IL—).

Je pose
o, (l) (Ikl—v)
— (v=o0,1...m),

v

By(4) =
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et je trouve

(x + wy+t £ g (ki) w a7
fr [r-{—I |r+1 20 Zvl |v ].-—vlr——}.

< g lk)ur o
z 2 |v E lr—l— v
0 A,

v =%

I
= M3

vélk’” g"(kl)ul ar—*
(1}

ou
pletut o on | (erur
[r+1 "Ir+1 gr [
On a done
(9) (.’17 + u)H-l 741 zv

H,+1‘r+1= Ovm-

Les fonctions u*(x) doivent ici &tre définies par les formules de récurrence
suivantes:
u® désignera toujours le nombre un, et, pour 4> o, on aura

ul+1—~v

ou

2 /1’ kl_,v) —‘ﬁvw(kl‘v) . w—

[ ESTENE i T )

ul-)-l i ki,—v) fx-}-l (k; . l) o )—v
ll +1 4 |v + 1 Il—— v

Si nous introduisons ensuite la notation

(x0)

b7 = ur(o) = t%%; =|r my,
nous aurons
(11") BV =(x+u)+ag(x),

ou

S, "l
Zr(1)=21 Al £

Or, nous avons supposé

m>m'.
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A partir d’une certaine valeur i, de 1, on aura par suite

Agra

o supérieur & 1, et constamment et indéfiniment croissant avec A,
2—1

et il en sera de méme pour

|lA].
Or, soit M la plus grande et m la plus petite des valeurs que prend

g1

fia

pour A <1i,.

On peut toujours trouver un nombre x> ,, assez grand pour que

M\
pel> ()
et que, pour toute valeur de 4 inférieure a %,

2] <ol

Soit maintenant, en premier lieu, r >, on aura évidemment

ﬂ:,‘h ”"lf

_7;;.*.1,'“ + v 7[1;L1_/

et -

Traa|r +

En second lieu, si r <z et » >1,, on aura
|l | < sl

I

<”L’_’.

et
I
nr+v]r + v

Soit enfin v < 4,, on aura

“’Il

I

et
|7 || < M,
d’ot1

TCp II
Trgw l'r +7) i |1"’
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Par conséquent, on aura dans tous les cas

”"lf

ﬂvlﬂ

|t

7Z',«+rl7' + v

Soit dés lors
U ) = S %
| U%MMI

on aura toujours

| @< U(|=])
L’équation (11') pourra done étre écrite sous la forme suivante
(11) BV =(x+u)y+tarU(lz]), ou |4 (z)] <1.

Soit, comme auparavant,
7

fm=}m§

0
une fonction rationnelle entiére quelconque, et posons

ww=2mmﬁn

0

nous aurons

(12) [V ()= }(x + u) + @(x) U(]=]),
ou Pon aura
7 xv
I‘p(x)l < g" av'L;

Soient x,z, ...z, (n + 1) nombres donnés rationnels inégaux — il suffit de
les supposer tous entiers — et soient C,C,...C, des entiers quelconques = o.
Posons, pour abréger,

W= 2kCiV(xs),
0

et supposons qu’on ait

(13) W =o.

Soient 4 et p deux entiers positifs, dont p > 4.
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Nous supposons, comme dans le chapitre précédent, que p soit un nombre
impair et que A doive étre choisi dans I'intervalle

(4) ”Zlgxgp——x.
Soit, de plus,
(x — z, )* - i
H(x) = —7== ][ (z —z)?,
pal
on aura
(14) o=f(h) JxCiV(z) =4+ B+ C,
0
ou l'on a posé, pour abréger,

u*(x,)

B H: (zo— i + u(z,))?
1

4=0,

B— i" Cs [z — 2, + u(xz)) () ﬁ; (22 — ; + u(an))?
1 1

%
0= Sk Cup@) Ullmel).
0

p peut étre pris assez grand, pour que
|C] soit < 1,

quelle que soit la valeur donnée de A, prise dans 'intervalle (z).

Des relations analogues peuvent facilement &étre démontrées aussi pour des
combinaisons linéaires arbitraires entre V et ses dérivées.
En effet, on aura, V, désignant toujours la derivée ui*me de V,

F.or Q& o
V=i’vaT,=2‘v7rvL1{,
0 - 0

o Py’ g
V= 2‘1” T =
0

Goru[2 ™ & Foralt”

lv
hvVﬁg:L‘{nv Vu= i

|V-—[.¢ (x + uu)— + R,

ou j’ai désigné, pour abréger, par R le restant des termes.
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Donc
J) V= f*(x + w.) + R.
Soit

W = z“ 01“' V!‘(x),
[)

il en résulte que

fB) W = S Cufrla + u,) + B.
0

Dés lors, si Pon pose

u/.—,u

zﬂ ”Il—‘u

on aura

) = 2# Cof(wa),
d’ou
(15) f(R)W =f(x +v) + R.

Or, mettons
f1+u = h(ki.) et gryu = i("‘l),

d’oun, d’aprés le lemme 2, p. 242, on aura

B (k2) = P (krvp) et (ki) = g" (Kiau)s

ce qui nous donne

PR ﬁ # (ki) B (ki) Y
1+"|l+1 - hf ¥ + 1 |}.——w

i g (kl—1'+#) fv+l(k}.—v~l+u) ¥ ul);—v .
- _ ¥ +1 Il— v

Done

ul—u+1 m ) {g,, ( kz_w ) fv+l ( ki1 )} u:.‘—v—u
0

illl Lt [» [»+1

et il en résulte que

!l

pAtT n g“'(k _,p) fv-{-l(kﬂ_ﬂ_) Proess
(16) /Z|l+1 ;{ |j h+11} [A=»"

279
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A Taide de ces équations (15) et (16), on pourra toujours rendre I'étude de
combinaisons linéaires quelconques de V et de toutes ses derivées analogue &
Pétude de la seule fonction ¥, et, par suite, nous pourrons nous borner, dans ce
qui suit, & cette derniére étude.

En effet, le raisonnement suivant ne rencontre pas de difficultés.

Désignons par

my
Wi= Z“ )’ﬁ V()
1

une combinaison linéaire quelconque des V, V,...Vm,, dont les coefficients 7%
soient des nombres rationnels ou des fonctions rationnelles de x & coefficients
rationnels.

Wi se réduira toujours, & P'aide de l'équation (1) et des équations qui en
auront été obtenues par des différentiations successives, & une combinaison de
la forme

Wi = 2#! Cﬁ V.(2),
)

dont les coefficients C¥ seront de la méme nature que k.

Soient %, . ..z, (n + 1) valeurs rationnelles de 'argument, toutes distinctes,
d’ailleurs arbitraires, et posons

W = % Waia).
0

Si Ton a montré, par les méthodes ici appliquées, l'impossibilité de toute
relation de la forme

YOV (ax) = o,

(Cx et x; étant tous des nombres rationnels), sauf le cas on tous les (' s’éva-
nouissent, on pourra toujours démontrer, d’une maniére tout a fait analogue,
la proposition suivante:

La condition nécessaire et suffisante, pour que

W =o,
est qu'on ait chacun des termes
Wk (xk) =0,

et cela ne peut avoir lieu, sans que tous les C¥ s'annulent (sauf le cas, bien en-

tendu, od l'on a x; — o0, ce qui entraine, en effet, une solution spéciale évidente).
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§ 2. Nous nous bornons dans ce § au cas spécial de I'équation (1').
On doit substituer dans I’équation (1)

Om=0==0Qp_1 == ==d,; Gy = 0.
Comme
V(x|aos b)= V(aoxll; b),

on peut toujours supposer a, —

On voit alors, & l'aide des équations (10), que tous les I% sont des entiers.
Il en sera de méme pour 4 et B, et I'on établira comme dans le chapitre
II§ 2 que
4 A+ B=o,

1

(mod. p),

B
d’ol encore
A

)
=0 (mod. p),

il

tandis que, p étant un nombre premier,

4

ll

Coz%f“)ﬁi (xy — x:)? (mod. p),

d’ou, si 'on prend le nombre premier p suffisamment grand, on tire

u* (x,)

(17) i = (mod. p).

Supposons, d’aprés le raisonnement repété plusieurs fois dans ce qui pré-
céde, que
x, o,

et choisissons d’abord le nombre premier

P> | bma,].
Soit encore

p—1>m,
2

et soient ¥, v —1,...»—m (m + 1) nombres consécutifs dans I'intervalle (;), on
aura, d’apres I'équation (17),

uv—x(ail): o )
|v——x =o (mod. p) (z=0,1,...m).

Acta mathematica. 33. Imprimé le 24 septembre 1909. 36
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Il en résulte d’aprés (o)

ur—m—1
bm xf," Iﬁﬂl—: =0 (IIlOd p),
d’otr
uv—m-—l
_a/_:;nt_i =0 (mOd. p) ete.

Finalement, on aura donce

u’=o (mod. p),
ce qui est impossible.

Nous aurons donc le théoréme enoncé:

Théoréme. L’équation
W=o0

comporte dans tous les cas une tmpossibilité.

Corollaire. Méme une relation linéaire ¢ coefficients rationnels entre la fonc-
tion V et ses dérivées est donc, d'aprés ce que nous avons dit dans le § précédent,
impossible pour des arguments rationnels, sauf les relations, qui sont identiquement
réductibles & Uéguation différentielle (1'), et sauf la relation évidente qui existe enire
des fonctions V arbitraires pour x = o.

Remarquons enfin que méme le théoréme de LINDEMANN se déduit ici sans
difficulté.

§ 3. Mon intention a été de poursnivre ces études jusqu’a considérer cer-
tains types généraux des séries hypergépmétriques généralisées. Si cela réussis-
sait, on obtiendrait, comme on peut facilement le montrer, un point de départ
important, qui permettrait d’approfondir considérablement I’étude de notre pro-
bléme et notamment de I'étendre des relations linéaires entre des fonctions ¥V
données 4 des relations de degré supérieur.

Je me permettrai de rendre compte ici de quelques-unes de mes recherches
préliminaires sur certains types plus généraux que ceux qui ont été étudiés dans
le § précédent. Elles donnent une idée des difficultés que 'on rencontre, lors-
qu’il s’agit de s’attaquer au probléme général.

Counsidérons d’abord la fonction suivante d’un type plus général

(18%) 4
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ou 'on a mis

Hy=hyhy .. by
ki = h(k,),

h(z) désignant une fonction rationnelle entiére & coefficients rationnels, soit

”m

(18h) h(x)zzv bz,

0

Pour plus de précision, nous supposons toujours qu’on ait obtenu, par un
échange convenable des paramétres, tous les b, entiers.

Si k; posséde un facteur de la forme 12—z, » désignant un nombre entier
quelconque positif, négatif ou nul, ¥V doit étre ramené aux fonctions déja étu-
diées dans le numéro précédent.

Je suppose donc que k; n’ait pas de facteur pareil.

Nous aurons donc tous les A; o0, et, par suite, la fonction V définie par
Pégalité (18*) aura toujours un sens déterminé.

J’ajouterai I'observation suivante dont je ferai usage plus loin:

On aura, ce qui est facile & vérifier, pour des valeurs quelconques de 4 et de »,

k}j_l__xE(—I)”k:"H (mod. 1) (r=o0,1,2,...)

Par suite, si on met

24v?

(18 ) ae= Yp (— 1) b K
1}
on aura toujours
h, , ,=a, (mod. 1) (r==0,1,2,...).

Ceci posé, supposons qu'on ait pour une valeur donnée de z, soit pour
2 7="%,
Oy =0}

on aura évidemment tous les A, divisibles par (A 4 %, + 1), ce qui est contraire
aux hypothéses.
Par conséquent, on aura tous les

o, # 0.
Supposons maintenant que A; contienne un facteur linéaire de 1, soit

ha=(b - ch)g,.
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Par hypothése, on devra avoir évidemment b = o, et, d’une fagon générale,
|6] ne doit pas étre divisible par |c]|.
Posons, d’aprés les notations introduites plus haut,
k;==b(b+c)...(b+c;7~——1),

I'égalité (18*) se transformera dans

(18) =%
Xge,
C’est-la la fonction que je veux étudier.
Considérons d’abord la fonction plus simple

(18) y=3NZ.

Cette fonction est une généralisation trés simple de la fonction exponen-
tielle, et, pour le cas que nous avons excepté,

b=o (mod. c),

elle se transformera dans ladite fonction.

Je rappelle en passant que M. RATNER a montré, Math. Annalen tome 3z,
limpossibilité de généraliser jusqu'a ce type de fonction les lemmes auxiliaires
sur lesquels M. HurwiTz basait dans ses recherches antérieures sa démonstration.

Cependant le raisonnement de M. RATNER montre seulement que les métho-
des employées par M. HURWITZ ne se laissent pas généraliser au deld de certains
types de fonctions déterminés, mais ne prouve rien contre la possibilité d’une
extension pareille des résultats auxquels M. HurwiTz a voulu arriver.

La fonction V, définie par l'équation (18), est évidemment une intégrale
particuliére de I’équation différentielle linéaire non homogéne

(19) cxV,+(b—c—a)V=b—c
ou de I’équation différentielle linéaire homogéne
(19) cxV,+(b—2)V,—V=o.

L’intégrale générale de ces équations doit &tre représentée, comme on le
voit, par une combinaison linéaire de P'intégrale particuliére donnée par I'équa-
tion (18') et d’une fonction exponentielle.!

' Je me sers ici et ailleurs de ce terme dans le sens étendu d'une combinaison de fonc-
tions algébriques et de séries exponentielles de fonctions algébriques.
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L’équation (19) est, comme on le voit, un cas particulier de I’équation (1),
pour
m=1, b=c¢c b,=b aq, =1=a,

Les formules récurrentes de (10) se transforment dans

=1, ul=2>~ et pour v>1

wHl=(b+cocv—ax)uw +crvru],
(21)

ou encore

wix+u)=cru(z+ u)+bdbu.

Tous les #¥ sont donc des nombres entiers.
J’aurai & substituer dans les équations (11) et (12)

h= kby
et j'obtiens, d’aprés cette derniére,
(22) fke) V =[x+ u) + ¢ (x) U(lz).

Soient maintenant s et r des entiers positifs quelconques, on aura

( + ,u,)r _ x + w Z yr+s xr—l—v

Elﬁ—_ v r—x1—»"

c(z+u) wrts—l pr-1-v g(x+u)"1=
P A
c(x+u)'21 w1 gpr—l—v " cut—1 (LII-{- u) u.(x+u)r—l—
|v~—1 r—I1—v  |s—1 |r—1 E |r—1

_cuw(x+uyt cwl(x+u) ut (x + u)—!

+oe —

b |r—2 |s——1 |r—1 E Ir—I
ut(x + uy—!  cul(r+ u)y
=Cter—n T ot
d’ou
( y_&(z + u)r - @is(x + u)r—l us—1 g_x__-l* u)’
) By R R R

Soit ¢ le plus petit des nombres r et s.
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Par Dapplication itérée de la formule (23), on trouvera évidemment pour

chaque nombre entier
=g

uw(x + u) (1)"“ (x + u)’—" (g I + u)l‘
k“ ]C' - k. ks k. ks ’
d’ott 'on tire, d’aprés le lemme 4, p. 12,

cH
" u* (x + u)’ = nombre entier.
Or, cette proposition pourra sétendre encore & la fonction (18) de type
plus général.
En effet, d’aprés les équations (11) et (12) on aura, en mettant

hr=H,,
(24) fRYV (@) =f(x+u)+ @)U (),
ou les w’ (voir I’équation (10)) seront introduits par les formules récurrentes
suivantes
=1, u'=~h, et, pour 1>1,
(25) B ( k;_.,) w
(x + u) E Il_ >

Tous les u, se réduiront 4 des nombres entiers, et, par suite, tous les

o= (x + u)
seront de méme des entiers.

De plus, on aura
v = + Ay v,

Done, nous aurons, en désignant par r et s des entiers positifs quelconques,

pr+i—l(— gt

$ r+/ ) 3
% v l %lhr+l——l T ,8-——1

’_ 1) pr+i—1 (_ x)a—)

m 8 h
%;‘ b =y 52

3

=i b (k,_1) prtv—1 2;_ v (—xf
. | Il——v 8—), ’
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d’ot
(26) Urlis — 2,,, h_v_(&___l_) pr+v—1 urr

ou, si 'on veut,

(26') " %’ =0b+cr—ia)gv-! Cagi zv h ('i}'“) -1 B
1

Is [s—7»

Lemme. Désignons par s un indice quelconque.
Pour toute valeur de r qui n’est pas supérieure ¢ 8, soit pour

r=s8s—u (u=o0,1,...8),
on aura

. (cu) .
K reim V' T = mombre entier,

et pour toute valeur de r qui n’est pas inférieure o s, soit pour

r=s+u (u=o,1,...ad inf),
on aura

cu) .
pitu (—l = nombre entier.

287

Pour s=o0 et pour s=r1 le lemme est évident, et pour s> 2 il peut s’éta-

blir aisément par déduction de s —1 & s.
En effet, supposons le lemme vrai pour l'indice <s—1.
D’aprés (26'), nous aurons

B _.(c u)* 141 ——1 (c u)* _
kin.:uvs ' _F — by e Qe T —
m
Y (fos—p s us? .
= 21' —(—"“ﬁl) kg+ —— ps—uy—1 ~= nombre entier.
. |l/ cs—u 8§— ¥

Par lapplication itérée de cette formule, nous aurons donc

. _feuy ky b .
prern UM T = Pe—u—1Gs—u—2 - - - o E (cu)* + nombre entier =
= nombre entier, pour u=o0,1,...8s.

En particulier, nous aurons, pour g = o,

u)* .
il (clf) = nombre entier.
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De plus, on aura d’aprés I'équation (26)

pitu gcv&)s — f,, E_(_k.‘.i‘"“l) . s tubv—L (Lu‘_v

- B ls-—v

- (cu)

= hepy—1.?® + nombre entier =

(cu)

= hstu—1-Papu—z... he?® b + nombre entier —

= nombre entier. C.Q F.D.

Supposons maintenant qu’il existe une relation de la forme

W=2kC'1.- V (xx) = o.
0

On peut toujours supposer
T, ¥ 0.
Soit

p (x s xo)l

o= ety [T (= — 20,

avec les mémes hypothéses qu’auparavant concernant les nombres p et 4 (voir
par exemple p. 278).
On trouve, comme auparavant,

o=f(h)2":k0k V(w) =4 (x,) + B+ C,
0

ot I'on aura posé, pour abréger,

A (x) = 00 CPE’U,Z (x + u)Pﬁi (1' —x; + u)p

1

B = ﬁk Cy, C_P [:L‘k — x({ +u (TL)]/ [xk +u (xk)]p urP (xk) ﬁ: [zk— i+ u (xk)]P

1 lf‘ . 1

C =Xk Crgp (x1) U (|2 )).
0

A(r) et B se réduiront a des nombres entiers, ce qui entraine effective-
ment la conséquence que C sera de méme entier.
Or, prenons p assez grand pour que

|C] soit < 1;
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done il faut que

et, par suite, nous aurons encore

A(z,)+ B=o.
Or, comme
B=o (mod. 7)
il faudra enfin que
Ax,)=o0 (mod. p).

Si Pon prend pour » un nombre premier, on doit avoir, pour x=—2,,

972—'“/'(9; + u)p Hi (x — a;)? (mod. p).

— 1

A @) =0,

Soit  un nombre premier assez grand et supérieur & la valenr numé-
rique de

n
Cobncx, Hi (xy — x3).
1
On trouve alors, pour = = z,,

(—glzl (x +u)?=o0 (mod. p).

Supposons de plus que

-—1I
P

m,
2

et soient p—1, p—2,...p—1—m (m + 1) nombres consécutifs dans Pinter-
valle de 2, on aura

(|6pu lg;(x +u)?=0 (mod. p) (x—1,2,...m + 1).

On trouvera, plus généralement, pour — o < u <m et 1 < < p,
b 2 p — —_

(o e

(27) Ip~;7(x +u)Pt=o (mod. p).

En effet, supposons d’abord que la formule (27) soit vraie pour une valeur
certaine de x» et pour toutes les valeurs entitres positives inférieures & celle-1a,
w étant égal & zéro. Sa vérité pour — w < u < — 1 sera alors facilement prouvée
par déduction de ¢ & « + 1.

En effet, on aura

p—x yp—x+l
c(cﬁ)—h(x + y)prutl —,(—CL— (x +u)p+ =0 (mod. ) (n--o,1,...ad inf).

pP—x |p—z

Acta mathematica. 33. lmprimé le 9 novembre 1909. o1
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Cela démontré, la vérité de la formule (27) pour 1 < u < m sera aussi facile-
ment prouvée par déduction de w & « + 1.
En effet, d’aprés lidentité suivante

“
(2 + WP [(cup—! — (— ex) 1 (cupp— = c(x + u)r—" Y (cu)p~H—cx)2,
2
qui pourra étre aisément vérifiée, on aura

(cujr— (ow)

(28)  (—cx)? -7 (v + wyp—l = T (v 4+ w)p—r—1 (mod. p).

De plus, on aura

21 ) p— m . —1 5, p—1—r
@Wgwwwﬁxzpwwamﬁm%HwaqMA

[p—1 7 - v fp—1—»

p—1
hp—n— (z + u)p—1=" (IC;L)*I ) (mod. p).

Or, nous avons trouvé (voir p. 51)
fp—ney 5 (mod. p),

ou tous les ¢, sont différents de zéro, pour u=o, 1, 2,... ad inf.
Par conséquent, si 'on prend p supérieur & la valeur numérique la plus
grande des nombres ¢, ¢, ... a,, on aura ¢évidemment

(cuyr=t

p—r—1
(x -+ u) lp”’ L

=0 (mod. p),

d’ou, d’aprés (28),
p—*%
few)r (x + wyr——1=o0 {mod. p).
|p—= '
La formule (27) sera done vraie pour 1 <z < m+1 et pour —o < u < m. J’éta-
blirai, par déduction de « &4 » + 1, qu’elle Pest aussi pour m + 2 <z < p.
Supposons en effet que ladite formule soit valable pour une certaine valeur
donnée de z > m + 1 et pour toutes les valeurs inférieures a celle-la.
On trouve
(c u)p—xtm—1 (c u)l’_-”'"—l”"c"

o A (kpm) ,
B St S —m+l — B AP (0 )\ pmmty ,
|p_x+m__1(:v+ wyp—m DI (@ - ) p—rtm—1—r

—x—1
b, (v + u)? {ewp Zio (mod. p),

lp—'/,—~1 ’
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et 'on établira, comme auparavant, que tous les

(cﬂp w1

Ip— 7

(x + )P~ =o0 {(mod. p),

pour — o < u < m.
Or, substituons dans I’équation (z7) » = p, nous aurons
(x +u)p=* =0 (mod. p), pour — x < 1 < m.

Or, Pon aura
(@ +w)p =22 4 hypy (2 + u)?- 1,
d’ou
xP =9 (mod. ),
ce qui est impossible.

De 14 résulte cette proposition:

Théoréme. V  désignant la fonction définie par la formule (18), il ne peut
exister aucune relation de la forme

En poursuivant les recherches exposées dans ce §, j’ai réussi encore a étu-
dier de plus prés I'équation différentielle générale du 2¢mc degré que voici:

{29) cx V,+ (b—ex) Vl——aVzo,‘
équation dont celle de M. HurwiTz est un cas spécial pour
e=0
et dont I’équation (19) est un autre cas spécial pour
a=o0 (mod. e).

Mes recherches ont abouti & la proposition suivante analogue aux précé-
dentes:

Théoréme. Soit

r—1 y—1

Uo=Ql7(a + ed), 2= T[> ® +ch).
0

0
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La fonction
(30) Vo=

VvV

o K
sera, donc une intégrale particuliére de Iéquation (29).

Il est vrai aussi pour cette fonction V qu’il me peut exister aucune relation
de la forme

W= YrCr V() = o,
0

a, b,c e, ayx,...x, et C,C,...C, étant des nombres rationnels quelconques,
T, T, ... Ty Gtant tous différents et C, C, ... Cy wétant pas tous égaux & zéro.

Cette proposition représente un progrés incontestable comparée & celles que
nous avons exposées dans ce qui précéde. J’ai pourtant trouvé inutile de pro-
longer encore cet article, en en donnant ici la preuve, espérant trouver I'occa-
sion de passer dans un article suivant & certaines études générales basées sur

ces recherches.




