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1. Introduction

Le présent mémoire concerne un systéme fini F=(F, -, F,,) de fonctions
holomorphes dans un ouvert pseudoconvexe Q de C”.

Premiérement, nous nous proposons d’étendre aux formes différentielles de
bidegré (p, g) fermées par rapport a 0 le théoréme de Skoda (Théoréme 1 de
oD:

Soient @ une fonction plurisousharmonique dans Q, s>1 et t=min {n, m—1}.
Pour toute fonction f, holomorphe dans Q et telle que || f ||’=S | f12| F |-t e®.
Q

dV <+ oo, il existe un systéme (hy, -+, h,,) de m fonctions holomorphes dans Q tel
que P'on ait

SUbFi=f, {1l F|2eeav < S |IfIP.
Q §—

Pour ceci, en poursuivant les raisonnements de Skoda, on verra qu’il ne s’agit
que de I’énoncé suivant:

Soit X un ensemble analytique fermé de dimension <n—1 dans un ouvert Q de
C" et soit ucLy, ) (Q,loc). SilPon a dans Q\X la relation du=0 au sens des
distributions, alors on ’a dans Q) tout entier.

Nous démontrerons un énoncé plus général au n°4. Pour ¢=0, Skoda a
démontré cet énoncé a I'aide du développement de Laurent. Pour le probléme
d’extension traité dans la troisiéme partie de ce mémoire, on aura besoin du
théoréme étendu non seulement pour p=g=0 mais aussi pour p=0, g=1.
Remarquons que, dans le théoréme original de Skoda, les F; pouvent étre en
nombre dénombrable infini mais, en revanche, nous les supposons en nombre
fini.

Deuxiémement, nous nous proposons d’établir un théoréme de cohomologie,
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3 estimation L? avec poids plurisousharmoniques et a valeurs dans le faisceau des
germes de m formes, fermées par rapport 2 9 et donnant des relations linéaires
homogenes entre les F;. Celui qui joue I2 un rdle fondamental est un systeme de
solutions (u, **+, ) pour l'opérateur 3 qui vérifie la relation 33; Fau;=0 et
une certaine estimation L2 Un tel systéme de solutions est obtenu d’aprés le
théoréme d’Hormander (Theorem 2.2.1" de [1]) et le théoréme de Skoda étendu
dans la premiere partie.

Troisiémement, nous nous proposons de montrer un théoréme d’extension
a croissance qui généralise le théoréme de Leontev pour m=n=1 dans [6] et celui
de Nishimura pour m=1, n: quelconque dans [7]. Pour cela, on introduit au
n°8 une famille ® de fonctions plurisousharmoniques dans Q, qui domine la
croissance des fonctions. Ceci posé, on se donne une fonction g holomorphe
sur la sous-variété analytique X dans ) définie par F,=---=F,=0 (1<m<n)
et on suppose les hypothéses suivantes:

(i) il existe une a= P telle que | F;| Ze” (=1, ---, m);

(ii) il existe une BE D telle que |dF; A -+ AdF,,| =e™® sur X;

(iii) il existe une Yy ® telle que | g| <e” sur X.

Sous ces hypothéses, nous montrerons qu’sl existe une fonction G, holomorphe dans
Q et telle que on ait G=g sur X et |G| Ze® dans Q, @ appartenant a D et ne
dépendant pas de g.

~ Afin' &y appliquer le théoréme de cohomologie établi dans la deuxiéme
partie, nous construisons au n°9 un recouvrement ouvert de Stein de { dont les
ouverts rectangulalres deviennent de plus en plus petits suivant que s ’augmente
une certaine fonction de & mais ne deviennent pas trop petits, puisqu’il faut une
grandeur qui assure I’existence d’une partition de I'unité, subordonnée au recou-
vrement et majorée en gradient convenablement. Au n°12, en étendant la
fonction g 4 chaque ouvert du recouvrement d’une fagon triviale dans la direction
transversale 4 X, on évalue la norme de cette extension locale et la norme de son
cobord avec certains poids, ce qui nous permettra de résoudre le probléme.

Signalons que ’exemple donné par Nishimura dans [7] montre que, pour le
probléme d’extension 2 croissance, on doit supposer la condition (ii) ou une telle
sorte de condition.

Finalement, au n°13, nous donnerons diverses familles de fonctions pluri-
sousharmoniques. Pour les fonctions entiéres d’ordre inférieur a » dans C”", r
étant un réel positif, on utilise la famille des fonctions de la forme a(|2|"+1), a
étant une constante =1. Pour un ouvert pseudoconvexe général, borné ou non,
on peut former quelques familles significatives au moyen de la distance 2 la
frontiére de I'ouvert.

2. Notations

Reprenons les notations d’Hormander dans [1]. Nous nous plagons dans
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un ouvert  de I'espace C" de 7 variables complexes 2, -*+, 2,. Une forme
différentielle # de bidegré (p, ¢) dans Q peut s’écrire

u=722Yu, ;dx' NdZ’,

ou >3’ signifie que la sommation est étendue  ’ensemble des couples de deux
suites I=(2,, *--, 7,) et J=(ji,**,J,) d’entiers telles que 1=<4,<--<i,<m et 1=
1<+ <j,=mn; chaque coefficient #; ; de u en dz’ AdZ’ est une dlStrlb'uthl’l ‘dans
Q; et on note dz'=dz; AN /\dz et dz/= dz, A /\dz, L’opérateur .0 est
défini de la fagon usuelle Ou est une forme dlﬁerentlelle de bidegré (p, ¢+1)
dont le coefficient en dz’ Adz¥ est par définition donné par la férmule

(Ou); x = 23821 (—1)’+’7‘(6/6§kv)u,’Kv ,

calculée au sens des distributions, ot K=(ky, -, k,y;) et K,=(ky, =+, Ry 1
kv+1, % kq+l)'

Soit @ une fonction réelle mesurable dans Q, localement bornée supérieure-
ment et admettant la valeur —oco. Toute fonction semi-continue supérieure-
ment est une telle fonction. Désignons par L ,,(Q, @) 'espace des formes
différentielles u=3Y u, ;dz! Adz’ de bidegré (p, ) telles que tout %, ; soit une
fonction mesurable dans Q et que sa norme ||u||, définie par

Jl? =Y lug s 12, e = _julevav

soit finie, dV étant la mesure de Lebesgue dans C”.

Désignons par L%, ,)(€, loc) espace des formes différentielles de bidegré
(, g) dans Q dont les coeflicients sont des fonctions de carré intégrable sur tout
compact dans Q; et par L, 4 le faisceau des germes d’éléments de L?, (9, loc).

Soit U=(U,)ses un recouvrement ouvert de Q, A étant 'ensemble des
indices supposé dénombrable et totalement ordonné. "Pour un entier 7=0,
désignons par C"(U, -L?,.,) espace des cochaines alternées ¢=(c,) de U, de
dimension 7 et a valeurs dans £}, ), a parcourant I’ensemble des suites a=
(ctgy @y *++5 ;) de 7+1 éléments de A et ¢, étant un élément de L, 4(U,, loc),
olt Uy="Uy N Uy N+ N Uy, tel que, si o est une substitution des indices, on
ait ¢,y=sgn o+¢4. O désigne l'opérateur du cobord et dc désigne la cochaine
(Oca)EC(U, L%, 441)), pourvu que toute dcg, calculée au sens des distributions,
appartienne & L%, ;4 1)(Us, loc). La norme ||c||, de ¢ est définie par

el =3 leal®emeav,
Us

la sommation étant étendue 2 ’ensemble des suites de -1 indices strictement
croissantes.
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3. Extension du théoreme de Skoda

Théoreme 1. Dans un ouvert pseudoconvexe Q) de C", soient donnés un
systéme fini (F,, -+, F,) de m fonctions holomorphes et une fonction plurisoushar-
monique @. Posons X=log>;|F;|? et t=min{n, m—1}. Soit s un réel>1.
Sotent p et q des entiers =0.

Alors, pour toute f € LY, 4(Q, p+(st+1)X) telle que 9f=0, 1l existe un systéme
(hl, ) hm) tel que

h;EL(zp.q)(ﬂ, ¢+Stx) ) ah, =0 (i = 1, (AL m) ,
SWFhi=f, et DUllk]lZem és—}f (V[

Dans le cas ot |F|*=X);|F;|>>0 dans Q, suivant la méthode de Skoda
dans [9] 4 partir de la derniére moitié de la page 547 jusqu’a la premiére partie
de la page 557 et remplagant les raisonnements de Skoda 2 la page 559 par ceux
d’Hérmander dans la démonstration du Theorem 2.2.1’ de [1], on peut démon-
trer le théoréme sans difficulté. Nous laissons les détails au soin du lecteur.

Avec Skoda, éliminons ’hypothése |F|>0 dans Q. On peut supposer
sans restreindre la généralité O connexe et F, non identiquement nulle dans Q.
Soit X I’ensemble des zéros de F,. Posons Q,=Q\X. Comme Q, est pseudo-
convexe et que |F|>0 dans Q,, on a une solution (A, **+, k,) pour f dans Q,.
Comme X est de mesure nulle, on peut considérer les b; comme éléments de
L, »(Q, @+stX). La relation 3Y; Fih;=f (presque partout) et I'inégalité de-
mandée entre les normes sont trivialement vérifiées dans Q. Il ne reste qua
montrer 9k;=0 dans Q au sens des distributions. Manifestement, pour ceci, il
suffit d’établir le théoréme suivant:

Théoreme 2. Soit X un ensemble analytique de dimension complexe <n—1
dans un ouvert Q de C*. Soient ucL?, ,(Q, loc) et veLly 441)(Q, loc). Silon
a du=v dans Q\X au sens des distributions, alors on 'a dans Q tout entier.

4. Démonstration du théoreme 2

En vertu des partitions de 1'unité, 'étude est tout locale. Sil’on montre le
théoréme au voisinage de tout point régulier de X, on aura du=v sauf sur
I’ensemble des points singuliers de X. Or, cet ensemble est un ensemble
analytique dans Q, de dimension plus petite que X. Par récurrence sur la
dimension de X, on achévera la démonstration.

Au voisinage d’un point régulier de X, il existe une hypersurface analytique
réguli¢re qui contient X, D’autre part, tout changement analytique des co-
ordonnées locales conserve la situation du probléme. Donc, il suffit de démontrer
le théoréme sous les hypothéses suivantes:
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(1) Q est de la forme Q=AXQ', A étant un cercle défini par |z,|<R
dans le plan de la variable 2, (R>0) et Q' étant un domaine borné de I’espace
C*71 des variables 2'=(2,, -, 2,);

(i1) X est défini par 2,=0 dans Q;

(i) tous les coefficients des # et v sont de carré intégrable dans Q;

(iv) 0=p=<m et 0=g=n—1.

Sous ces hypothéses, étant données deux suites d’entiers I= (s, -++,,) et
J=U1 s Jen), telles que 14, <+ <4, <m et 1= j,<+--<j .. =mn, et une fonc-
tion g de classe C*= a support compact dans Q, nous avons 4 montrer SQA dV=

0, ou
(1) A= vug—EL’i} (—l)f’“’u,,,v(a/ﬁéjv)g;

Jv=U s Jv-1 Jo+1s ***> Jgs1); 01,7 €st le coefficient de v en dz’ AdZ/ et il en est
de méme de u, ;,. Comme A est intégrable sur Q, il suffit de montrer qu’il
existe une suite de réels (p,) telle que 0<<p, <R, lim p,=0 et

lims
k> JA(py) X Q7

AdV =0,

ou A(p)={2;: p<|z;| <R} pour 0=p<R.
Posons maintenant

(2) w(@) = D g )-8, 200V ),

dV’ étant la mesure de Lebesgue dans Q'. D’aprés le théoréme de Fubini et
I'inégalité de Schwarz, on voit aisément que w(2,) est presque partout définie et
de carré intégrable sur A.

Cela posé, nous allons montrer I’énoncé suivant:

(a) Pour presque tout réel p de I'intervalle ouvert (0, R), on a

o[ u(peneras  (sij,=1),
0
0 (siju =+ 1).

(3) AdV:{

sA(p) xQ/

Dans le cas régulier ou u est de classe C'et v est continue au voisinage de
(A(po) X Q') N (supp £) pour un certain p, (0= p,<R), la relation ou=2v entraine

Aav = st (—1pe| (0002w, ,00dV

SA(p)XQ’ A(p) XQ

quel que soit p (p,<p<<R). En tenant compte du support de g, on voit que
les termes avec j, %1 du second membre se réduisent 2 0 et que le terme avec
Jv=1 (alors »=1) s’écrit
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0w
A(p) 621

0 '
(—1)y Sm as [ wnear =—2
dS étant la mesure de Lebesgue dans A. En vertu de la formule de Green-
Stokes, il en résulte que (3) subsiste pour tout p (p,<<p<<R).

Le cas général se raméne au cas régulier au moyen de la régularisation de
Friedrichs. Prenons un nombre positif p,<<R assez petit pour que l'on ait
2+supp gCQ si z&C" satisfait & |2| <p,. Choisissons ensuite une fonction
réelle =0 de classe C~ dans C”, telle que supp wC {€C": |2| <1} et

S wdV=1. En posant u=0 et v=0 en dehors de Q, on considere v, ; et u; ;,
ct ! ’

comme éléments de L¥C"). Pour chaque & (0<E< p,), posons ()=
E7w(2[6), v =0, ;*0® et uf;,=u, ;*o®. En remplagant v, ; par of; et
#; s, par uf?;, respectivement, on définit A® par (1) et w® par (2).

Les v, et uf®;, sont de classe C= dans C". On a |[vf%—v, | 2cm—0 et

([, —u; 1)l 2% ey — O pour E->+4-0. 1l en résulte aussitot que

A‘“’dV—»S AdV pour E— 40,

SA(p) xQ’ A(p) X Q7

(4)
quel que soit p (py<<p<<R). En outre, on observe sans peine que I'on a
ofy = 2301 (—1)PY(0/0Z;, )ufy,

au voisinage de (A(p,) X Q') N (suppg). D’aprés ce que nous avons vu au cas
régulier, la formule (3), ou 4 et w sont remplacées par A® et w® respective-
ment, subsiste quel que soit p (p,<p<<R).

D’autre part, d’aprés I'inégalité de Schwarz, on a pour presque tout p de
intervalle (p,, R)

2z 21
o woenao—p ) wefode’

0

<P S
= 2 Jozoxe’

1/2
=M([ gy, ltpd0av)
(0,2) x Q7 1 1

Iuﬁ)fl'—uz,lll lg|doav’

ol 3,=pe® et M est une constante positive finie qui ne dépend ni de & ni de p.
Désignons par B®)(p) 'intégrale entre parenthéses du dernier membre. Pour
chaque & (0<€<p,), la fonction B® de p est presque partout définie et mesura-
ble dans (p,, R). Je dis que B® converge vers 0 en mesure dans (p,, R). En
effet, sinon, on pourrait trouver a>0, 5>>0 et une suite de nombres positifs (&)
de telle maniére que & —0 et que la mesure de I’ensemble des p dans (p,, R)
satisfaisant & B¥(p)=a soit au moins égale 4 b. Alors, on aurait
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0<abs( B(p)dps| |t —uy, 1%V,
Py Alpg) X Q7

ce qui contredit |[uf?; —u; ; [|,%cm—>0 pour E—+-0.

Donc, on peut extraire une suite de nombres positifs (§,) convergeant vers
0, de telle maniére qu’on ait, pour k—co, B®—0 presque partout dans (p,, R).
De la et de (4), il résulte que (3) subsiste pour presque tout p dans (p,, R). p,
étant arbitraire pourvu qu’il soit assez petit, nous avons ainsi démontré I’énoncé
(a).

En vertu de (a) et en vue de ce que nous avons signalé aprés la formule (1),
le théoréme est une conséquence immédiate de la proposition suivante:

(b) Siw est une fonction de carré intégrable dans A, alors on a

2" .
lim inf ess p S |w(pei®)|df = 0.
P>+0 0

Cela revient 4 dire que, pour tout ensemble E de mesure nulle dans (0, R), il
existe une suite de nombres (p,) telle que 'on ait 0<p,<R et p,£ E (k=1, 2, --+),
que w(p,e’®) soit intégrable sur (0, 27) et que 'on ait lim p,=0 et

2z
lim p, S |w(peei®)|df = 0.
k>oo 0

En effet, sinon, on pourrait trouver >0 (¢<R) et >0 de maniére qu’on
2
ait pS |w(pe®®)|dd=b pour presque tout p dans (0, a). Alors, on aurait pour
0
tout r& (0, a)

b= dpp [ Twlpen)|d0 <1 (=W,

ou W(r):S |w(2,)|?dS — 0 pour r—-+-0, ce qui est impossible.

0<lz1<r
Nous avons ainsi achevé la démonstration du théoréme 2 et par suite celle
du théoréme 1.

5. Systeme de solutions satisfaisant 4 une équation linéaire

Soit @ une fonction plurisousharmonique dans un ouvert de C”. Avec
Hoérmander, nous disons qu’une fonction réelle continue ¢>0 dans Q est une
borne inférieure pour la plurisousharmonicité de ¢ si

kglt,f,(az/ 02,0%;)p—c Z; [2:]?

est une distribution positive quel que soit (¢, -, t,)EC".
Cela posé, d’aprés le théoréme d’Hérmander et le théoreme de Skoda
étendu précédemment, nous allons montrer le
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Théoréme 3. Dans un ouvert pseudoconvexe Qo de C”, soient donnés un
systéme fini (F,, ---, F,,) de m fonctions holomorphes et une fonction plurisousharmo-
nique @ admettant ¢ pour une borne inférieure pour sa plurisousharmonicité, on
est une fonction réelle continue dans Q.. Posons X=log X3;| F;|? et t=min {n, m—1}.
Soit s un réel>1. Soient p et q des entiers tels que 0= p=n, 1 =q=n.

Alors, pour tout systéme (fy, -+, f,,) tel que

fi€ L4, o(Q, k+p+stX),
gfzzo (iZl,"',m)) et ZiFifiZO’

1l existe un systéme (uy, -+, u,,) tel que
uiELfﬁ.q—l)(Q’ ¢+Stx) ’
ou;=f; (G=1,--,m), >, Fu;=0, et

2 2s—1
Zi”"i||<za+stx§— d Eil'fi||£+¢+stx~

g s—1

Pour simplifier 1'écriture, posons §=g+stX. Pour chaque 7, il existe
d’aprés Hormander (Theorem 2.2.1' de [1]) une g; € L}, ;1)(Q, 0) telle que
gi=f; et qllglli<|Ifill2. La forme v=3); F,g; est mesurable, de bidegré
(p, g—1). Elle vérifie dv =", F;dg;=>\; F:f;=0 et, en vertu de I'inégalité de
Schwarz,

ol = | S350 Figi el e | F I 0V
=2Ullglli=q 2l fillie<+oo .
D’apres le théoréme 1, il existe un systéme (4, --+, h,,) tel que

hiEL(zﬁ.q—l)(Qa 0) ’ 5}‘: =0 )

DiFhi=v et DlhE= ol

En posant u,=g,—#h;, on voit aussitdt que (u,, -+, ,) posséde les propriétés
voulues. c.q.f.d.

6. Théoreme de cohomologie

D’aprés le théoréme 3, nous nous proposons d’établir le

Théoreme 4. Dans un ouvert pseudoconvexe Q de C", soient domnés (a) un
systéme fini (Fy, --+, F,,) de m fonctions holomorphes; (b) une fonction plurisoushar-
monique @ admettant e pour une borne inférieure pour sa plurisousharmonicité, o
K est une fonction réelle continue dans Q et minorée par —o: k= —q dans Q, o
étant une fonction plurisousharmonique dans Q; () un recouvrement dénombrable
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U=(Uy)rex de Q satisfaisant aux conditions suivantes:

(1) chaque U, est un ouvert pseudoconvexe dans Q;

(ii) 2l existe un entier positif N tel que tout point de Q se trouve dans au plus
N ouverts de U;

(iii) om peut choisir une partition de Punmité 3N\cp wy=1 subordonnée a
U (02 EC=(Q), 0= wn=1, supp o, C U,) et majorée en gradient: 3 \cp| 0wy |?<e"
dans Q, T étant une fonction plurisousharmonique dans Q.  Supposons ¢+7=0 et
posons X=Ilog 3,2, | F;|? t=min{n, m—1}. Soit s un réel>1. Soient p=0,
q=0et r=1 des entiérs.

Alors, pour tout systéme (fy, -+, f,) tel que

fiEC'(CU: -Eg’?:)q ’ 8fi:O) gfi:()’
“fiH¢+stx<+°° (1’ =1, R m) , et Zl‘Fifi =0 ’
il existe un systéme (uy, -++, 4,,) tel que

w,€C (U, Lé.0), Su;=f,
ou;=0 (i=1,--,m), 2, Fu;=0, et
P “uiuz(ahnwuxéM P ||fi||§:+stx ’

oit M est une constante pusitive dépendant seulement de n, N, r et s.

Démonstration. En prenant soin de 'opérateur de multiplication (f;)+>
V. F.f; ainsi que de l'estimation qui est ici plus compliquée & cause de la
majoration 23, |0w,|*=e", on démontrera le théoréme tout parallélement 2 la
démonstration d’Hoérmander (p. 114-116 de [1]). Posons encore § =g} stX et,
a=(ay,, ***, a,) étant une suite de r+1 éléments de A, écrivons f=(f,, -+, f,.),
fi=(fi.o)s fi0=231.1 fi,o1,7 42" NdZ7, et IAE=23: 1Ifill5. B étant une suite de 7

éléments de A, posons

uf,p =N wl\fi,AB , ui= (ufe) , u' = (uf, -, ui’n) .

Alors, on a w/€C" U, LE.p), dut=f;, 23 Fu’ =0 et par suite >); Fau/=0.
De plus, on a

01 = ST B 10 eV
ST, S oSl fillerdr
= SR (| Bheo an,| fral e dV <1

Considérons ensuite ou}=(0u! g), ou'=(0uf, -++, 0up). On observe
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311;’5 = 2;\ (5&))‘)/\f,',}‘5€pr'q+1)(Q, IOC) ,
B ECT U, L200), O0ul=00ul =3f,=0,
dout =0, SV Foui=0X;Fui=0, et |ou|’,
— 22/3’ 2/ 22( 1)p+v 1 af))‘f ABLEy e (o) Y
i B

Ug I,K
sy | s(ng|le )(zznf.-,m,,,mIZ)e-mw
i B Jugl,k \'X v=1 azk\, X V=1

=SSR -0 fras s eV = -+ Da—9If.

UanUg

Dans le cas ol =1, 9u} , donne une forme globale %/, de bidegré (p, g4-1)
et localement de carré intégrable, qui vérifie ou’’=0, >3, Ful’=0 et |[t”||2 4 srrr0
S| )21 0= 2n]| fll3<oo+. o et T étant toutes deux plurisousharmoniques, €
reste encore une borne inférieure pour la plurisousharmonicité¢ de o+7+.
D’aprés le théoréme 3, il existe un systéme v=(v,, -, v,,) tel que

;€LY (Q, o+740), 5‘0‘ =ul, 24 F0;=0,

2 25—
g+1s

Posons u; \=u} \,—v;, u;=(u; ,) et u=(u, ---,u,). On obtient alors

||7)”3'+T+0— ” ””x+n'+"r+0

Bu,- = Bu{ = Ji, 5‘“;,)‘ = 5”5,}‘—5‘2),- =0 ,

DU Fu =2 Fu!,—>)Fv;=0, et

WlEsso = U SN fialte o ay
<2“u I|a'+‘r+0+2N|I‘v”o‘+'r+0SMl“f”2 ’

en vertu de o+7=0, ol M, est une constante positive dépendant seulement de
n, N et s. Ceci démontre le théoréme pour r=1.

Pour r>1, on procédera par récurrence. D’aprés I’hypothése de récurrence
pour 9u’, il existe un systéme v=(v,, -+, v,,) tel que

v, = (0;,)€C™HU, L{,4+1)), Ov; = 0ul,
9v;=0, > Fuov;,=0, et
”‘ZJH(, Wotn+rro=M,_ 1”6" ||1+0 ’

avec une constante positive M,_,.

Pour chaque suite v de —1 indices strictement croissante, on applique le
théoréme 3 au systéme (v, 4, -+, v,, y), dans 'ouvert pseudoconvexe U, et pour
la fonction plurisousharmonique 7(¢+7)+@. Comme on a, en vertu de x+o
= 0, II‘Z), 'Y“x+r(a'+'r)+¢+stx ”v”(r—l)(a-+1')+'r+9 = Mr 1'71(7’—1—1) ”f||0< + oo, il existe
un systéme (v y, **+, v5, y) tel que
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vl yE L}y o(Uy, r(c+7)+0),
0vly =10y, 2V Foiy=0, et
2 2s—1

S 10l wrrrre < —2-
i l :,y”r(a+1-)+o q+1 s—1

> ||7’i,7||£+r(cr+r)+o .

On obtient alors une cochaine alternée v!=(v!,) ({=1, ---, m) et, en posant
u;=u/—38v{, on voit que le systtme u=(uy, --*,u,) posséde les propriétés
voulues:

w,eC™ U, LE.5), Ou;=dul=Ff;
Ou; = 0u,—0dv! = dv,—380v! =0,

SVFu, =3V Fui—382, Fovi=10, et

1 osmr0 = 2010|5427 N [[0"| 2 osm+e = M f 17,

avec une constante positive M, qui dépend seulement de z, N, r et s, ce qui
compléte la démonstration du théoréme 4.

En particulier, si m=2, F;=0 et F,=1 identiquement dans Q, alors le
théoréme 4 se réduit au théoréme ordinaire de cohomologie & estimation L2
Comme 1’énoncé est, en quelques points, différent de celui d’Hoérmander
(Theorem  2.4.1 de [1]) et que nous en aurons besoin dans la suite, nous I'indi-
quons ici:

Théoreme 5. Pour un ouvert pseudoconvexe Q) de C", soient donnés (b) et
(c) du théoréme 4. Supposons encore o+7=0. Soient p=0, ¢=0 et r=1 des
entiers.

Alors, pour toute cochaine f&C'(U, L. ,) telle que 8f=0, 3f=0 et
| flle<<-+ oo, il existe une cochaine ucCr (U, L3, ) telle que Su=f, du=0 et
l[llycormr+o =M ||fllg, 0t M est une constante positive dépendant seulement des n, N
etr,

7. Théoréme intermédiaire pour le probleme d’extension

En formulant le théoréme suivant, nous mettons en ordre les choses i faire
pour le probléme d’extension 2 croissance. Dans sa démonstration, on verra
comment le théoréme de cohomologie y sert. Désignons par O le faisceau des
germes de fonctions holomorphes.

Théoreme 6. Conservons les notations et les hypothéses du théoréme 4. En
outre, soit r une fonction plurisousharmonique dans Q, telle que \r=3(o+7)+p+
(st-+1)X dans Q. Alors, pour toute cochaine g=(g,) € CY(U, O) vérifiant ||g||y<<
+ oot ||8gllps (strnx <<~ o0, il existe une fonction G, holomorphe dans Q) et telle que
Pon ait
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G=g—>Fh;,  dans chaque U,, et
NG13=21gll3+M |3l +(st+1x »

ot h; , est une fonction holomorphe dans U, et M est une constante positive dépen-
dant seulement des n, N et s.

En effet, posons g'=(g{.)=8g et §=@-stX. Dans chaque ouvert pseudo-
convexe U,N U, (A, nEA et A<pu), on obtient d’aprés le théoréme de Skoda
m fonctions holomorphes 4} ,, telles que 'on ait 23; F;hf ,u=g/u et

5]

Pour la cochaine alternée Al=(k! .)€ CYU, O), on a

Hpleta= [ Jgtulzeermap,
Uy s—1 Juanug,

U)n

s
s—1

2uFhi =g =38g et 2| =——Ig'lllx<+oo.

Comme les 4} ne sont pas nécessairement cocycles, on va les ajuster au moyen
du théoréme de cohomologie.

Les cocycles f;=38h! satisfont & >); F;f;=0 et ||fill5 < 3N|[A}||i<+ oo.
D’aprés le théoreme 4, il existe un systeme (1, -+, #,,) tel que
w,€C(U, L), Su=f;, u;=0,
2N Fu; =0, et Ei ||ui||‘2’(¢+7)+o§M1 2:‘ “fi”g .

On peut regarder #;=(u; ,.) comme élément de CY(U, O) en vertu de du;=0.
Posons maintenant h{/,u=h! ,,—u; . et hi’=(h{’,.). Les h//,. sont holomor-
phes dans U,N U, etona

Shi? =0, DV F.hi =g" et
23 1B oy ro =2 23; [1AAIG+2 255 il 3o rmso = Mol €[5 -

D’apres le théoreme 5, ¢ étant encore une borne inférieure pour la plurisous-
harmonicité de 2(c+7)+0, il existe pour chaque 7 une cochaine ;= (k; ,) €
CAU, O) telle que dh;=hi" et ||—[3orn+0=M,llAY||3grr+e OO My, M, et M,
sont des constantes positives dépendant seulement des 7, N et s.

La fonction G définie par G=g,—27; F;}; , dans chaque U, est une fonc-
tion holomorphe globale dans . En outre, elle vérifie

IGIPES |, 1635 Fissl7evav

Ua

=2118lli+2 23 12:ll3co1r)+0
=<21Iglli+2MM||8g|15,x<+o

ce qui démontre le théoréme 6.
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8. Théoréme d’extension a croissance

Afin de contréler la croissance des fonctions holomorphes dans un ouvert
pseudoconvexe Q) de C" qui interviennent dans nos études, nous nous donnons
une famille ® de fonctions plurisousharmoniques dans Q, avec un entier K =2,
une fonction p réelle continue et une fonction o plurisousharmonique continue
non négative dans (), de telle maniere que les quatre conditions suivantes soient
satisfaites:

(i) toute =P vérifie =1 dans Q et admet e~° pour borne inférieure
pour sa plurisousharmonicité dans Q;

(i) siz'=(2], , 2 EQ, &"=(2/, -+, 2)EC" et |zj—z}|<e ) (1=
1, ---,n), alors on a 2" €Q et (') <K p(2') quelle que soit p=d;

(ii}) si @;e®, M;>0 (j=1, -+, I<+0o0) et M =0, alors il existe une
pE® telle que =M+ ; M,p;;

(iv) il existe une @, @ telle que I'on ait

P=p, Pe=o et Sne‘¢0dV<—l—00.

Cela posé, nous énongons le théoréme principal:

Théoreme 7. Dans un ouvert pseudoconvexe Q de C”", soient données une
famille ® de fonctions plurisousharmoniques satisfaisant aux quatre conditions précé-
dentes, un systéme (F\, -+, F,) de m fonctions holomorphes, et une fonction g holo-
morphe sur Uensemble X des zéros communs aux F;. Supposons 1 <m=n et que les
trois conditions suivantes sont satisfaites:

(v) il existe une a =D telle que | F;| <e® dans Q) (i=1, ---, m);

(vi) il existe une BE D telle que |dF\ N\ -+ NdF,,| e ® sur X;

(vit) il existe une y E D telle que | g| <e" sur X.

Sous ces hypothéses, 1l existe une fonction G, holomorphe dans Q) et telle que
Pon ait

G=gsurX e |G|ZedansQ,
ou ¢ est une fonction de ® indépendante de g.

La démonstration du théoréme sera donnée dans les n% 9~12, ou il s’agira
de réaliser les situations du théoréme 6. Faisons ici quelques remarques. En
vertu de (vi), X est une sous-variété analytique non singuliére de ) de dimension
n—m. L’emploidans (i) de la notion de borne inférieure pour la plurisousharmo-
nicité découle du théoréme 2.2.1" d’Hormander dans [1]. L’emploide K de la
fagon de (ii) est dii 2 Nishimura [7] et tout essentiel dans le présent mémoire.

Dans le n° 13, nous donnerons quelques familles significatives de fonctions
plurisousharmoniques.
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9. Construction d’un recouvrement

La fonction £®, au moyen de laquelle nous allons construire un re-
couvrement de Stein de Q et une partition de I'unité, sera précisée au n° 11.
Dans les n” 9 et 10, nous n’utiliserons que ses propriétés suivantes:

(9.1) E2K et Ezptlogy/7 .

Pour chaque »v=1, 2, ---, désignons par E, ’ensemble des suites (v; ¢, ***, ¢,)
telles que ¢;=C et que 25"-Re¢; et 2X'-Im¢; soient des entiers (i=1, +++, ).
Pour A=(»; ¢y, -+, ¢,)EE,, notons |A|=w» et considérons dans C" trois sous-
ensembles rectangulaires réguliers suivants:

RC C,‘éRe z,'éRe C,'+2_Kv .
{ E=1, -, n);

Im¢;<Im 2;<Im¢;+2"%
Re ci._z—(2+xv+l)<Re z;<Re c,‘+2_KV—+—2_<2+KV+1)

¥ { Im ¢;—2" @D < Im 2, <Im ;275" 42 @+E"D
V. Re ¢;—2" K™ < Re z;<<Re ¢; 427K 27 0+E* ™)

M Img,—2- Y < Im z,<Im ¢4 27K 270K+

(z: 1, ...,n);

f=1,n).

Onal,cU,CV,.
Définissons deux parties A¥ et A, de E,, par récurrence sur v, & partir de
A¥=¢, d’une fagon alternative. Soit A, ’ensemble des AEE, tels qu’on ait

9.2) ANEA¥, V,CQ et 2e8<2K dans V,.

Pour »>1, soit A¥ I'ensemble des A EE, tels qu’il existe un A’ E A, satisfaisant
a0<v'<vetal,DIl, Posons

A=U{,°°=1A,, et CUZ(UA)AeA-

Il est évident que, pour tout AEA, U, est un ouvert pseudoconvexe
contenu dans Q. Nous allons montrer que (I,)\ep et par suite (U,),ea sont
recouvrements de Q et que, pour tout point &L, le nombre des indices AEA
tels que V22 ne dépasse pas N=2%, ce qui montrera que les premiéres deux
conditions imposées au recouvrement U dans les théorémes 4 et 6 sont remplies.

Prenons en effet un point quelconque 2°=(z}, -++, 23) de Q. Soit » I'entier
déterminé par

9.3) 2K < Db < 2KV

On a v=2 d’aprés (9.1), ce qui montre A,=A¥=A¥=@. Pour 2°, il existe un
et un seul point ®=(c}, -++, ;) EC" tel que (v; ") EE, et que

Re ¢}—2-0+*E) < Re 29 <Re ¢?4-2-0+&"
{ = (=1, m).

Im ?—2" < Im 29 <Im 042~ 0+KY)
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Désignons par E,(c°) 'ensemble des 2* indices AEE, tels que I,2¢". Par
définition, 2° appartient a I, pour au moins un indice AEE,(c’). Cela étant, je
dis que Pon a V,CQ et 2¢£<<25""" dans V,, quel que soit A EE,(c°).

En effet, pour tout 2=(2,, -**, 2,)EV,, on a

Izr‘z? | <\/7<%2-K“ _|_%2~x"+1 >< \/7.2.2-1(“ < \/“2_e~£(z°) ge“”(‘0>
(G=1,-,n).

En vertu de la condition (ii) au n° 8, on a 3EQ et 2e!® < 2KV < 28¥ 7 ce qui
montre 1’énoncé.

Soit A€ E,(c°). On discerne trois cas suivants. Dans le cas ou AEAF, il
existe un A'EA tel que |\ |<v et IyDI,. Alors, (9.2) et (9.3) entrainent
LEV,yDV,DI,. Dans le cas ou AEAF mais A€A,, il n’y a rien a dire.
Dans le cas o A& AF U A,, pour tout A’ &E,,, tel que I,,C1,, ‘on a, d’aprés
Pénoncé précédent, N A¥,,, VirCV,CQ et 26£<2K"*" dans V,, d’otl et de
(9.2) découle A" €A1

On en conclut qu’on a 2’ I,C U, pour au moins un indice AEA,UA,,,
et que, si '€V, et A€A, || est égal 2 » ou bien 4 »+1. Ou encore, si
AEA, uEA et V,NVyu=k0, alors on a ||n|—|p||=1. De plus, pour tout
AEA,ona

(9.4) 28 <26t < 26™ dans 1, .

Maintenant considérons I’ensemble A(2?) des indices AEA tels que V,22".
Soient u,;_;=Re z; et u;;=Imz;. Soit p, la projection (2, :*+, 2,)—>u, (k=1, ---,
2n). Pour chaque &, on fait correspondre a chaque A € A(2°) le nombre &(\)=
+1 ou —1 suivant que p,(2°) se trouve dans la moitié & gauche de l'intervalle
p(V,) (le centre de I'intervalle y compris) ou non. Cela posé, il est aisé de voir
que, si A, pEA(2°) et &(N)=E(p) (k=1, -+-, 2n), alors on a A=y, ce qui montre
que le nombre des éléments de A(2°) ne dépasse pas 27"

10. Construction d’une partition de 'unité

Choisissons une fonction réelle we C~(R) d’une variable réelle ¢, telle que
Pon ait 0=Sw=1 sur R, w(t)=0 quand t<—14¢, et w(t)=1 quand t=—¢, &
étant un réel positif assez petit. Soit M=sup|dw/dt|. Pour v=1, 2, ..+ et
pour tE R, posons

R )
et puis, pour chaque A=(v; ¢, **+, ¢,) EA et pour chaque 2=(2,, **+, 2,)EC",

wy(2) = q ,(Re (z,—¢,)) - w,(Im (2,—c;)) .
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Alors, en tenant compte de (9.4), on peut vérifier immédiatement

w,eC=(C"), 0=w,<1, suppw,cU,, w,=1 surl,, et

| 0w, [07; |2 232KV 2 < D3+2K° 2 2K
Posons pour chaque A

o = Wy (Rpen W) '
On observe aussitot que >ep wa=1 est une partition de 'unité de classe C*
subordonnée 2 U. De plus, on obtient par un calcul direct
ZAEAlga’Alz §23+2K3n N3M2 ezzﬁg .

D’aprés la condition (iii) au n° 8, nous pouvons choisir une fonction r€® de
telle maniére que le second membre de cette inégalité soit majoré par e’ et que T

ne dépende que desn, K et £. Donc, les trois conditions imposées au recouvre-
ment U dans les théorémes 4 et 6 sont vérifiées, pourvu que £ soit déterminée.

11. Etudes locales au voisinage d’un point de X

Commencons par rappeler une estimation élémentaire.

Lemme 1. Soit H(z,, -+, 2,) une fonction holomorphe dans un domaine
convexe D de C" et supposons quw'on ait |0H[0z;| <M dans D (i=1, +--, n), ou M
est une constante positive. Alors, on a

|H(31, -, 20)—H(=1', -, 2/) | <M 203 | 21— 2|
quels que soient (21, «++, 23)ED et (37, -+, 2;/)ED.

Ensuite, dans notre but, citons le théoréme d’existence des fonctions
implicites, bien connu et démontré par la méthode des approximations succes-
sives, sous la forme suivante:

Lemme 2. Soient A un ouvert de C*~™ (réduit a un seul point quand m=mn)
et A'={(yy, = Ym) EC™: | y;i—b;| <r (i=1, --,m)}, 0 1=m=mn, r>0et (b, -+,
b,yecC™. Soit (H,, -+, H,) un systéme de m fonctions holomorphes dans A X A’,
satisfaisant aux deux conditions suivantes:

| H(x, by, ...,b,,,)|<—£— pour x€A (i=1, -, m);

0H,;

0y;
Alors, il existe un et un seul systéme (f,, -+, f,,) de m fonctions holomorphes dans A
tel que Uon ait | f(x)—b;| <r pour tout x€ A (i=1, ---, m) et que, pour xEA et
pour (¥, -+, Ym) EA’, on ait

<1 dmsaxa G j=1, - m).

T 2m




CoHOMOLOGIE A EsTIMATION ET EXTENSION DES FONCTIONS 803
yi_bi:Hi(x)yl’ '"7ym) (z: 1) '"ym)
si et seulement siy; = f{(x) =1, -, m).

Revenons au n° 8. D’aprés la condition (ii) imposée a @, le polydisque
fermé autour de tout point 2° de 0, de rayon ™", se trouve dans Q. Donc,
en vertu de 'inégalité de Cauchy, on a le

Lemme 3. Les inégalités suivantes subsistent dans Q3:

% < gK®+P dans Q (= 1,eee,m; j= 1, ...,n) et
0z; | .

2
_8_141;. éZeK‘”‘FZP damﬂ(i: 1’ ...’m;j,k: 1, .--’n).
62,62‘,,

Cela étant, prenons un point quelconque a=(a,, :**, a,) de la sous-variété
X et, d’aprés ’hypothése (vi) imposée 2 (F;) au n° 8, une suite J(a)=(j, ***» Jm)
d’entiers telle que 1< j,<-+<<j,, < et que

6(‘Fl) ) Fm) (d) g( n >—1/Ze—3(ﬂ) .
0(2j **s %) m
a et J(a) étant prises une fois pour toutes dans le reste de ce n°, on désigne par

J*(@)=(4, ++*,1,_,) la suite strictement croissante qui est le complémentaire de
J(a) dans {1, ---,n}. Pour simplifier I'écriture, notons

xk:zik (k: 1’ ""n*m)’ a' = (afl’ 4 )’

tn—-m

(11.1) Ye=2;,, bi=a;, (k=1,-,m), b= (b, bs), et

— aF’ ] — oo
Cij = ayj(a) (l’] - 1’ rm) .

Soit (d;;) la matrice inverse de la matrice (¢;;). D’aprés les conditions (iii) et
(iv) au n° 8, choisissons a’€® et '@ de telle maniére qu’on ait a’'=Ka+p

et B'=(m—1)(Ka+p)+B —i—%log (Z)+log(m—l)!. Alors, d’aprés le lemme
3 et au moyen des cofacteurs de (c;;), on a
(11.2) leij] Se¥@ et |d;| <@  (i,j=1, -, m).

Maintenant, pour 2=(zy, ***, %,) €Q, avec la convention (11.1), posons

(11.3) Hx,y) = yi_bi_JZ:-‘{ dijF(z) (=1,--,m).
Evidemment, pour qu’on ait Fy(2)=0 (=1, -+, m) il faut et il suffit qu’on ait
y;—b,-=H,-(x, y) (i=1, ceey m).

Ensuite, d’apreés (iii) au n° 8, choisissons deux fonctions nE® et £=P de
maniére que I'on ait
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(11.4) n=K(a'+@,)+ B +log 4m’n , et

1 2 im=
s gz{7ilEV2 Gm=n, |
| p+Ka'+ B +log 21/ 2 m(n—m) (si m<<nm).
On voit aisément £=K et /2e<e "<e ", ce qui montre que I'hypothése
(9.1) posée au début du n°9 est remplie. Avec ces fonctions & et 5, définissons
les domaines suivants:

Aa) = {(x1, *+, %,_ ) EC™ ™: |Re(w,—a;,) | <e 8,
|Im (x,—a;) | <e7 8@  (k=1, -, n—m)};
A'(@) = {(yy, =, ym) EC™: | yp—by| <e™"® (k=1,-,m}; et
Qa) = {(z, -, 2,)EC™: (25, -+, 24, YEA(Q), (2)py -, 25, ) EA (@)}
Cela posé, établissons le
Lemme 4. Ona

| Hi(x, b)|<%e‘"(”) pour x€A@) (=1, m), et

oH,

3y, éi dans A(a)x A'(a) (,j=1,,m).

Démonstration. Quant 4 la premiére inégalité, le cas ol m=n est trivial.
Supposons donc m<n. En vertu du lemme 3, de (11.2) et de la relation
(0H [0x,)=—3d,;(0F ;/dx,), on a | (0H ;[/x8;)| <meX® @+ @, De cette inégalité,
de H(a', b)=0, du lemme 1 et de (11.5), il vient pour xE A(a)

| H(x, b)| <mek? @+ @ SUrx—a;,

<V 2 m(n—m)e HO+EY @+F @ Si e 7@
2

En différentiant (11.3), on obtient dans Q(a)
H; oF, oF, oF
s — b3 20 = 310,200 —2).
0y; %; ;" y;
En vertu des lemmes 1 et 3, de (11.2) et de (11.4), on en tire

0H; <mef' @ K@ (@)+9y(@)) yp=1@) < 1 .
8yj 2m

c.q.f.d.

Maintenant que les hypothéses du lemme 2 sont vérifiées pour A=A(a),
A'=A'(a) et r=e"®, nous avons m fonctions f;, -+, f,,, holomorphes dans A(a)
et satisfaisant aux deux conditions du lemme 2.

Nous aurons besoin dans la suite des lemmes suivants.
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Lemme 5. Soit z€Q(a). Soient x& A(a) et y=(y,, ***, Ym) EA'(a) donnés
par (11.1) pour z. Alors, on a

T Fi(3) |2 (2me @) max | yi—fi#)|*

En effet, en posant t,=y,—f,(x) et t¥=H(x, f(x))—H(x, y), on a de (11.3)
et de la relation f;(x)—b;=H (x, f(x))

Fy2) =23 cij(y;—b;—H(x, y)) = 23 ci{t;+17) -
D’aprés les lemmes 1 et 4, on a |ti-"|§51—2,-':,|t,[§%max|t,.|, d’ou
m

maxlti—l—t?‘lg—;—maxlt,-l.

D’autre part, considérons 'automorphisme linéaire de C™ défini par la
matrice (d;;). En vertu de (11.2), I'image du polydisque unité est contenue
dans le polydisque de rayon me® @ autour de l'origine. Donc, I'image inverse
du polydisque unité contient le polydisque de rayon (me®@)-1. Il en résulte
que 3| Fy(2)|?=max | F(2) |2 = (me® @)% max |t,4£F |2= (2me ¥ @)~ max | £;]?,
ce qui démontre le lemme 5.

Lemme 6. Siz'=(z],:-,z2}) et 2"'=(2’, -+, 21/) appartiennent a Q(a), on
a |2i—zl| <e ) (=1, -+, n) et par suite p(z"") <K p(2") quelle que soit p = ®.

En effet, comme |2/—a;| <e7"@<<e @, ona y(z')<Kx(a). D’ol,il vient
|2 —2l | <2e7"@ < e~ WEME 082 < p=0) <o) en vertu de (11.4). Ceci
montre le lemme 6.

Nous terminons ce n° par définir une rétraction holomorphe z,: Q(a)— X
de la fagon suivante: pour z=(zy, -+, 2,) EQ(a), x=(xy, -+, X,_,,) étant donné
par (11.1), 'image z,(2)=(2¥, -, 2¥) est définie par

ok — 2; (si 7 figure dans J*(a));
] Ji(®) (si ¢ = j, figure dans J(a)).

12. Extension locale et estimation des normes.

Rappelons qu’on se donne une fonction g, holomorphe sur la sous-variété
X de Q et telle que |g| <¢" sur X (yE®). Pour une extension locale de g,
partageons I’ensemble A des indices en deux parties: la partie A des indices
AMEA tels que V,N X ne soit pas vide et le complémentaire B de A dans A.

Pour chaque A€ 4, choisissons un point a,& ¥V, N X une fois pour toutes.
Par rapport & ce point a=a,, nous utilisons les notations et les résultats donnés
au n° précédent, aprés avoir choisi J(@)=(j1, ***, jm). £r=goma, est alors une
fonction holomorphe dans Q(a,) et telle que g,=g sur X N Q(a,). Pour chaque
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MEB, posons g,=0, considérée comme fonction holomorphe dans Q. On peut
vérifier immédiatement V,CQ(a,) pour A4, ce qui permet de définir la fonc-
tion g¥ =g, |,, pour chaque AEA et la cochaine g*=(g¥)=C%(U, O).
Maintenant, examinons les hypothéses du théoréme 6, ou g est remplacée
par g*. D’abord, déterminons un réel s>>1 qui figure dans les théorémes
4 et 6. Sim=1, on prend s>1 d’une fagon arbitraire. Si m>1, on pose

Comme nous avons supposé 1<m=n, on a t=min {n, m—1}

=m—1 et par suite 2(st+1)=2m+¢&, ot €=0si m=1 et E=1si m>1.
Ensuite, annongons le lemme suivant qui sera démontré tout 2 ’heure:

Lemme 7. On peut choisir une o =®, d’une facon indépendante de g, de
telle maniére que, si N\EA et pE A, on ait

S | gu—28s ! e *dV < e=%dV .

oA (33| F; %) SV"”"*‘

Pour le moment, supposons que ce lemme 7 soit établi. La fonction &
donnée au n°8 étant continue, la condition (i) au n° 8 permet de se servir de
—o pour la fonction « des théorémes 4 et 6. Nous avons construit au n° 9 un
recouvrement U de Q et au n° 10 une partition de I'unité subordonnée a U, qui
satisfont aux conditions (i), (ii) et (iii) du théoréme 4 avec la fonction T€®
choisie au n° 10 dépendamment de la fonction £®. La condition o-+7=0
est trivialement vérifiée. Donc, les hypothéses du théoréme 4 sont toutes
remplies.

D’aprés les conditions (iii) et (iv) au n° 8, choisissons une y»& ® de manicre
qu’on ait simultanément

Vv=2Ky+@, et

¥23(pot )+ ot (mt e )2atlogm).
Alors, la condition Y»=3(c+7)+@+(st+1)X est remplie, puisqu’on a o =@, et
X=log 3| F;|*<log me®.
D’autre part, d’aprés le lemme 6, on voit que, si AE4 et 2EQ(a,), on a
To(2) EQ(a) et par suite [g,(2)] = | £ (%)| Sexp V(mo(2)) <K@, Dol

eI S8 Bere, = 32 | leale @7 0ay <N [ emvodV <o,
A U Q

En outre, le lemme 7 entraine

- N S _
* < % < @ )
[16g ”¢+(st+1)x=)§‘Svmme dV _<2> Qe odV <+ oo
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Nous avons ainsi vu que toutes les conditions du théoréme 6 sont remplies.
Donc, il existe une fonction G, holomorphe dans € et telle que I'on ait

G=g sur X et ||G]y=C,

ou C est une constante positive indépendante de g. En vertu de (ii) au n°8,
pour tout 2EQ, le polydisque @(z) de rayon e™*® autour de z est contenu dans
Q. En considérant la moyenne de |G |? dans @(z), on a

l G(z) I Zén—nCZeZnP(z)‘f-K\p(z) .

Si 'on prend, d’aprés la condition (iii) au n° 8, une {E® telle que {=np,+
%\]r—{—%log max {1, z7*C?%, on a

|G| Zef dans Q

et £ ne dépend pas de g, ce qui démontrera le théoréme 7.

Il ne reste qu’a montrer le lemme 7. Soient AEA et uEA. Supposons
que U,NU.*@. Pour simplifier 'écriture, posons k=g.—g, et H(p)=
|R|2C; | F:|?)~ ¢ De®,  On discerne trois cas. Le cas ou AEB et uEB est
trivial,

Dans le cas ou 'un des A et u appartient & A et 'autre 2 B, on peut sup-
poser sans diminuer la généralité que A4, pEB et que, pour a=a,eX NV,
on a J*(a)=(1, -+, n—m) et J(a)=(n—m+1,---,n). Comme X NV,.=¢, le
polydisque de rayon 2-®*£*) autour de tout point de U,N U, n’intersecte pas
X, ot v=|p|. Donc, avec les notations du n° 11 pour a=a,, si (x, y) € U,N U,,
on a max|y;,—f{(x)| >2-@£"*), D’aprés les lemmes 5, 6 et (9.4), la minora-
tion de >);|F;|? et la majoration |g,| <eX” entrainent

H(p)<e % dans U,NU,,
pourvu que @ satisfasse a
(12.1) @p=@y+2Kv+(2m-+&)(K*E+KB')+(2m+€)((3+K?3) log 2+log m) .
Cela donne I'inégalité du lemme 7 dans le cas ot A4 et pEB.

Dans le cas o A4 et u= 4, on peut supposer sans restreindre la géné-
ralité v=|n\| = | p|, J*(a)=(1, -+, n—m) et J(a,)=(n—m+-1, ---, n). Utilisons
les notations et les résultats au n°11 pour a=a,. On obtient tout de suite
|h| < 2¢KY < 2¢K*@, mais on pourra montrer sans difficulté les inégalités
|a;—au;] Smin{e™*@, e P@} (1=1, .-+, n) et

(12.2) |h| <2¢5%@  dans (a)NQ(ay) .

Nous laissons les détails au soin du lecteur.
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On peut écrire UyN Uu=TXT", ot T (resp. I'") est un domaine rectan-
gulaire dans C*™* des «y, -+, x,_,, (resp. C™ des y,, -+, y,). Pour xET, désig-
nons par @, (resp. @,) le polydisque fermé de rayon 2-G+¥**") (resp, 2-G+£"*h)
autour de f(x)=(fi(x), ***, fu(x)) dans C™. Soit Ty I'ensemble des *<T tels que
Q.NT'=*0. Je dis que, si x€T,, on a {x} XQ,CQ(a)NQ(ax). En effet,
soient 2=(2,, *-+, 2,) € {a} X Q, et 2'=(z], ---, 2)E({*} X Q,) N (U,NU,). Avec
2KV <D-WHEY) on g

|2;—a;| §%2‘K”+l+\/7(2-K”+%2—K”+1)

V222K L\ /2 e O L@ (n—m+1=Z1<n),

ce qui montre 2=Q(a). Ensuite, on discerne deux cas: cas ol |u|=v et cas
ou |u|=v-+1. En appliquant le procédé précédent de majoration aux
|Re(2;—ayw;)| et |Im(2;—ay;)| siiE J(ay) et au |2;—ay;| siieJ*(au), on peut
montrer 2&)(a,) sans difficulté, ce qui démontre 1’énoncé.

Maintenant, un point ¥ T, étant fixé, nous allons évaluer % en tant que
fonction de y=(yy, **, ¥,). D’aprés Iénoncé précédent, elle est sur @, holo-
morphe et majorée par 2¢5"@. Elle s’annule au point y=f(x). En posant
t;=y,—f(x), on réarrange la série de Taylor de % au point y=f(x) de la fagon
suivante:

h(x, ) zllHZZla,,l,_,km(x)tfx cee thm
=21+ 21 +-+
B2l ky=0,ky21 by=ky=""=kp _,=0
= tih(x, £)+thy(x, 1)+ +t,h,(%, 1) .
En vertu de I'inégalité de Cauchy et de (12.2), on a

| @y(x) | S 2eFNO 2RV
lh',(x, t)l §2m—i+4+K\J+l.eK‘Y(a) pour max |2 | §2'(3+KV+‘);

| (e, y)| < (max|z;])2m+++E" . gY@ pour yEQ, .
De 14 et du lemme 5 découlent
[, #H@ar()= | @maxizpy-emv-Hav ()
Qx Qx
< H,(2ma™)2~ GHEV) < M, « gF* 6@ T 2KV @+ @m+e)f (@)~ W/K)P(@) |

ou dV’ est la mesure de Lebesgue sur C™ et on abrége

Ho — 24m+e+s+2x‘“+1,m2m+e, ezm(a)+(2m+s)p’(a)-(1/K)¢(a) et

3
M, = 24mHe+6+K® pyomtet1 om
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D’autre part, en écrivant V,N V,=I'XI" de méme que U,N U,, on peut
facilement minoré le volume de IV\I' dans C™ par m2~ (K **+@m-n@E+x**ly),
D’ou, on a pour x€T,

S~ e =AY () = M5 e~ (EP(@+K*E(@)+@m-DK%@) |
TAD
olt My=m™12K"+Cm-D@+E") et par suite

(12.3) S H(p)dV'( y)§5~ e%dV'(y)  pour xT,,
QN TV ™I

pourvu que ¢ satisfasse a

(124) = K(Kp,+K*E+2mKE+2K v+ (2m+€)B'+log M, M,) .

Dans Ty X (I"\Q,) et dans (T\I\)XT", on a max| y;—fi(x)| >27C*"D et
par suite

(12.5) H(<p)éM3e21{7+(2m+e)(1(35+1{8')—¢_§e-¢o ,
olt M,==22+Cm+e)d+K™ ?mte nouprvu que @ satisfasse 2
(12.6) @@+ 2K v+ (2m-+E)K3*E+KB")+log M.

Or, en vertu de (11.4) et (11.5), 'inégalité (12.4) entraine (12.6) ainsi que
(12.1). Donc, lorsqu’on choisit d’aprés la condition (iii) au n° 8 une fonction
@ E P satisfaisant 4 (12.4), on a en vertu de (12.3) et de (12.5)

| H@ar )| emary),
oy r/
ce qui montre I'inégalité du lemme 7 dans le cas ou A4 et pEA.
Nous avons ainsi achevé la démonstration du lemme 7 et par suite celle du
théoreme 7.

13. Familles controleuses

Une famille ® de fonctions plurisousharmoniques dans un ouvert pseudo-
convexe ) de C" s’appellera famille controleuse sur Q avec (p, o, K, @) si les
quatre conditions (i)~(iv) au n° 8 pour &, p, o, K et @, sont satisfaites. Pour
une telle famille ®, nous désignons avec Hormander (Voir [2]) par A(Q)
I'algebre formée des fonctions f, sholomorphes dans Q) et satisfaisant 2 la condi-
tion suivante:

(@) il existe une p=® telle que | f| <e” dans Q.

Le raisonnement fait pour G au n° 12 montre que la condition (&) pour f est
équivalente 2 la condition
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(B) il existe une Y P telle que |[f[ly<<+oo.

On verra aussitét que toute sous-famille @’ cofinale au sens de la relation
d’ordre d’une famille contrdleuse ® sur Q avec (p, o, K, @,) est aussi famille
controleuse sur Q avec (p, o, K, ¢t), 94 @’ choisie tellement que pf=@,. On
a Ao(Q)=Ae/(Q).

On pourra montrer aisément la

Proposition 1. Etant donnée, pour chaque i=1 et 2, une famille controleuse
@, sur un ouvert pseudoconvexe Q); de C" avec (p;, o, Kiy @i, la famille O formée
des sommes @,+@, dans Q=0,NQ,, avec p;E®; (i=1, 2), est une famille con-
troleuse sur Q avec (p, o, K, @), ot p=max{p,, p}, c=max {o}, o3}, K=
max {K,, K;} et py=@+@yx. En outre, les fonctions de Ay,(Q2;) restreintes a )
appartiennent a Aq(S2).

Pour le moment, nous nous bornons au cas o Q=C" c’est-a-dire au cas
des fonctions entiéres. La fonction

ao(2) = log(1+ | 2]%)?,

considérée par Hérmander dans [1] ainsi que par Skoda dans [9], jouera un
role fondamental 4 double sens en vertu de ses propriétés suivantes:

(1) o, estdeclasse C~ et =0;

(2) elle est plurisousharmonique et admet 2¢~ "0 pour borne inférieure pour
sa plurisousharmonicité;

(3) si 2'=(»], -, 2L EC", F'=(3, -+, 2 )EC" et |2i—2{ =2V n)!
(=1, :+-, n), alors on a

I4-0y(2") =2(1+0¢(2"));

“4) S e *dlV <+ oo pourvu que a>"n.
c" 2
En effet, par un calcul direct, on obtient
) 21412 2
60-0('2‘) tkil_ 2 I”Z_*_lel Iti I(z)t)l

INCEHETRS (1412192
quels que soient 2 C”, t=(t,,++,¢,)C", d’ou découle (2). En posant r=|z’|
et f(r)=14log(1+7%?% on a f(r)=1, f'(r)=2, |2”] gr—i-%, et par suite

k=1 azk‘ 62,

12" = f(r—l—%)—f(r)—{—f(r) gZ%—}—f(r)ng(lz’] ), ce qui montre (3). (4) est

élémentaire et (1) est trivial.
A T’aide de cette fonction o, on a le premier exemple le plus fondamental
que voici: Soit @, la famille formée des fonctions @ de la forme
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P(2) = a(l+04(2))

a étant une constante =1. Alors, on peut vérifier immédiatement que P, est
une famille contrdleuse sur C* avec (log2\/ 7, gy, 2, 27 (n+1)(14-0)). Ao, (C")
est 'algébre des fonctions polynémes dans C”. Cela posé, nous allons donner
une méthode générale de construction qui montre I'existence de viverses familles
contrdleuses sur C”, les unes se rapportant aux fonctions entiéres d’ordre fini et
les autres aussi aux fonctions entiéres d’ordre infini. Pour cela, nous donnons
d’abord la proposition suivante:

Proposition 2. Soient f et p deux fonctions réelles continues sur Uintervalle
[0, + o) d’une variable réelle, satisfaisant aux conditions survantes:

(1) f est différentiable et croissante sur (0, + o), avec f(0)=1;

(i1) f(r+e ?)=2f(r) pour r=0;

(iii) I existe un réel a=0 tel que f'<e*’ sur (0, 4 o0). Soit g une fonction
réelle différentiable croissante convexe sur [1, +-o0), avec g(1)=1, satisfaisant a la
condition

(iv) il existe un réel b= 0 tel que g'(2t) <eb'g(t) pour t=1.

Sous ces hypothéses, les fonctions f=gof et p=max {p, (2a-+-b)f} satisfont aux
conditions (1), (i1) et (iii) précédentes.

En effet, il est clair que f et 5 sont continues sur [0, + o) et que f posséde
les propriétés de (1). A l'aide de la formule de la moyenne, on a avec un réel
0 (0<o<1)

g(f(r+e)—g(f(r)
<z f(,+ge—5(r))) f'(r+ ge—17<r)) 0]
< ¢'(2f(r))-exp(af (r+-6e77)—B(r))
= 8(f(r)) - exp (bf(r)+2af(r) —B(r) = g(f (7)) ,
ce qui montre que la condition (ii) est vérifiée. Si g est constante, il n’y a rien

a faire pour (iii). Supposons donc que g n’est pas constante. Alors, on peut
trouver un réel ¢>0 tel qu’on ait ¢g(f)=¢ pour tout t=1. Ona

g/(z).eZa si 1§f(7)<2;
Fns, (2f@)-e (2r0)+a0)  sif)z2,

Si f(r)<2, il suffit de choisir un réel =0 tellement que g'(2)e*=<e". Sif(r)=2,
il vient

Forsexp (ge)+( % +a)ar0)).
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En somme, il existe un réel >0 tel que f'<e*/ sur (0, + oo). c.q.f.d.

Conservons les notations et les hypothéses de la proposition 2 et de plus
supposons que les trois conditions suivantes soient satisfaites:

(a) f(l=]) est plurisousharmonique de classe C? et elle admet ¢~ pour
borne inférieure pour sa plurisousharmonicité dans C”, o étant une fonction
plurisousharmonique continue >0 dans C”;

(b) il existe un réel c=1 tel que 'on ait, pour tout 2EC”, @y(2):=cf(|z|)
=0(), po(2)=p(2):=p(|2])+log v/ n et SC” e % dV <+ oo}

(c) £'(1)>0 et g est de classe C? sur [1, 4 0). Alors, on observe aussitot
que la famille & formée des fonctions ¢ de la forme @(2)=af(|z|), a étant une
constante =1, est une famille contrdleuse sur C" avec (p, o, 2, @,). De plus,
en posant d=max {1, g’'(1)™'}, on pourra montrer sans difficulté que les fonc-
tions @f et p satisfont non seulement aux conditions (i), (ii) et (iii) de la proposi-
tion 2 mais aux conditions (a) et (b) précédentes avec la méme fonction o.
D’ol, on aura une nouvelle famille controleuse et par suite on pourra continuer
ce processus indéfiniment.

Par exemple, les fonctions f(r)=1+log (147%)* et p,(r)=log 2 satisfont aux
conditions (i), (ii) et (iii) avec a=1 et aux conditions (a) et (b) avec o=0, et
¢=(n+1)/2. La famille contréleuse induite de (f;, p,) est la famille ®, donnée
plus haut.

Pour un réel >0, la fonction g(¢#)=e satisfait aux conditions (iv) et (c).
A partir de (f;,, p,) et par I'intermédiaire de cette g, le processus qu’on vient
d’indiquer nous donne un nouveau couple (f;, p;) de fonctions réelles continues
sur [0, 4 o0) et une nouvelle famille contrbleuse @,, puis (f;, p,) et D,, et ainsi
de suite. @, est, comme on le vérifie facilement, cofinale avec la famille &’
formée des fonctions @’ de la forme @’(2)=A(|2|**+1), 4 étant une constante
=1. Donc, on a 4, (C")=Ae/(C"). Les fonctions entieres d’ordre <4«
appartiennent a cette algebre, mais aucune fonction enti¢re d’ordre <4« n’y
appartient. Remarquons que I’algébre "4,,(C") admet déja des fonctions enti-
¢res d’ordre infini. Signalons encore que, pour un réel o>1, la fonction
£(t)=1" satisfait aux conditions (iv) et (c).

Finalement, passons 4 un ouvert pseudoconvexe général Q (£C") de C".
Pour ceci, donnons-nous une famille contrdleuse ®* sur C” avec (p*, p*, K*, ¢¥)
d’une fagon quelconque et considérons pour chaque 2€Q la distance poly
cylindrique R(2) de = a la frontiére de Q. On sait bien que —log R ainsi que
R™®, a étant une constante >0, sont plurisousharmoniques et continues dans
Q. Soit ) 'une des deux fonctions max {1, —log R} et R™®. Soit ® la famille
formée des fonctions @ de la forme

P = ay+o*,
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avec a>0 et p*=®d*. Posons p=max {log (2/R), p*} et s=c*. Dans le cas
ol Yr=max {1, —log R}, posons K=K* et py=++@f. Dans le cas ol Jr=
R™®, soit K le plus petit entier =max {K*, 2%} et posons gy=ap)r+@¥, ou

ay=sup x~"log 2x< +co. Alors, la famille & est, comme on le vérifie sans
x>1/2

difficulté, une famille contrdleuse sur Q avec (p, o, K, @,).
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