UBER EINIGE BEISPIELE DER QUASINORMAL—
TEILER EINER p-GRUPPE

KIRIO NAKAMURA

In dieser Note soll die Struktur des Quasinormalteilers vom Exponenten
p der endlichen p-Gruppe untersucht werden. Ferner sollen einige Beispiele
sowohl im reguliren Falle als auch im nicht reguliren Falle angefiihrt
werden, die zeigen, daf3 das erst gesagte Ergebnis im allgemeinen Quasinor-
malteiler nicht immer zutrifft.

BEZEICHNUNGEN

2N =N ist Quasinormalteiler von &; N = maximaler Normalteiler
von &, der in N liegt; |®],|G|= Ordnung von & und @; |®:9|= der
Index von  in &;{A,B,...}=die von U, B,... erzeugte Gruppe; 3(®)
oder nur 8 = Zentrum von &;® = Kommutatorgruppe von &; % v 8 = A ist
mit B als ganzes vertauschbar; ® >R = N ist eigentlicher Normalteiler von
®; ist pe|x aber p*ti¥x, so schreiben wir pe T x.

Im allgemeinen gilt der

Satz. Set & eine p-Gruppe und S 2N. Ist N vom Exponenten p, so ist
NIN abelsch. Daber wird & endlich angenommen.

Beweis. Wir beweisen den Satz durch Induktion von [®|. Daher
kénnen wir 9% = € annehmen. Sei 2{&_% = Hﬂb HRH"' und $He¢={GM.
€0q

Dann ist N, = (l G*NG-* wegen H = G*N fir N € N, daher N = GQ@ Nog -
Denn es ist i < 0 Rog und GRG-1 < Np,. Wenn &+ He fiir jedes G ®
ist, so ist durch Induktionsvoraussetzung %/%e, abelsch, daher /N auch
abelsch. Also kénnen wir erst recht ® = {G}% fiir ein G € ® annehmen.
Es gilt weiter {G} NN =€, da sonst N+ E wire. Sei G*+ E, daher
G*EN und X =G*N fir ENefN. Dann haben wir Hx={X}0N =
{G=}%. Ist | X|= p, daher |9x:9|=p, so ist |[G*|=p. Da {GINnJ+E
ist, ergibt sich {G®} €8, daher {G% xRN = 2,(®) im Sinne von P.Hall
Wir betrachten die Frattini-Gruppe von 2,(®) I = ¢{2,(®)}, wo &> U und
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M2n ist. Wegen 9t =€ erreichen wir gleich unser gewiinschtes Ergebnis
nu=_¢.

In diesem Satz ist die Voraussetzung fiir 9 nicht tiberfliifig. In der
Tat:

Wir konstruieren eine endliche p-Gruppe & mit & 2%, wo % nicht
vom Exponenten p und /9%t nicht abelsch ist. Zuerst haben wir den
regularen Fall

(1) Es sei % eine abelsche p-Gruppe vom Typus (p?% p% p?» und
bewirke 4,B folgende Automorphismen A4, B auf %.

1 0 0 pPP—p+1 0 0
A=11 1 o B= Lgi 1 0
0 1 1 0 0 p+1

Natiirlich gehéren die Elemente der Matrizen 4, B und des Vektorraums
A dem Rest-klassenring modulus p*. Weiter wird Aie % (i =1,2,3) mit
dem Basisvektor

0 0 1
0 1 0
1 0 0

von ¥ identifiziert. Es ist 4»* = B» = E. Setzen wir 4#° = A7', so haben
wir nach Zassenhaus [4] eine Erweiterungsgruppe %t von A, da fiir jedes
NuyN, €% (N.N,)4 = NANZ und fiir jedes N € % N = NE= N4T' mit
(A71)4 = A7 gilt. Sei zundchst B» = A@*-»+2/2, Wenn wir Automorphismus
von B auf A mit AB = A+rA» definieren, so gilt AB” = gu+»” =
2EDP. denn (A1+2AZN P = 40+t 4p (0<i<n—1) fihrt durch
Induktion nach n zu AB" = {A0+2" "I gp0~1}B = (fl+p gp)1+2)""
AC+P" 7™ Weiter ergibt sich AB? = 44:®*~P+*)%) = Fiir jedes N € ¥ und
x definieren wir (VA*)EB = NB(AB)*. Sei (A*N)B = (48)*NB, Dann gilt
(AXN)B = (NA* gx)B = NBAX(4B)* = (AB)*NB = (NB)(AB)‘GAB):: - N(A1+pAg)xB(AB)x,

daher NAB¥B = N(Al*PAZYB — NBA*  was aber sicher ermittelt ist, da der
¢

Al+p+

"Azn-n =

1 und 2 Esist AATA™ = (4,4,)° = ATAY, daher ATAAT* = AP was 7y [AZ, A]
pt-p
= A" € 8 und A4 A(1+”2)(1+ 2 ) = ACHPYP = ABP fihet,
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Automorphismus BA*B™' von %A durch die Matrix At+»» dargestellt wird
und A2 elementweise A festlaBt und daher jener Automorphismus
(ArtpAr)x ist. Daraus folgt sofort fir jedes ~N;e¥A und x; (i =1,2)

(N,A‘I)R(NzA"‘z)B=NP(AB)"I Nf (AE)'“: NZI?NZ(Ag)"lB(AB)xI-}-xz:NlﬁNzBAxl(AE)x1+xz

= (N N,A*t gx1+22)B = (N, A*1N, 4*)B, womit haben wir gesehen, daB B
einen Automorphismus von 9t bewirkt. Es ist fiir jedes M = N4* € % ME

pt—p+2 pt-p+2 piopt2 pi-p+2

= NB(4%)B? = N(A4: 57" = NA: 5 (45)4e 5= (M)4: 7, und

pi—p+2 2 . . "
(4,2 )8 =4, 2 , so daB wir auch nach Zassenhaus zeigen kénnen,

daBl es eine FErweiterungsgruppe & von M gibt.  Wir betrachten
die Normalteilerkette & 2 {4,, 4, 4.} 2 {4%, A, 4,} 2 {4,, 4.} 2 {4,} 2 {47}
2€E. Dabei ist ersichtlich  3[®&/{42, 4, 4,}] 2{4,, A,, 4,}/{42, A,, A;},
BIGH{ AL, 4,31 2 {45, A, A3/{ A, Ao}, BISH AN 2 {4, 4,3{A,), B[G{42}] 2 {4}/
{47}, 8(®) 2 {47}, daher ist die Klasse von ® hochstens 7. Setze p=11.
Dann muf3 & im Sinne von P. H all regulir sein. Jedes G ® wird
durch G = NA*B¥ ausgedriickt, wo N € {4,, 4;} ist, und zwar setzen wir
N = {4, A5, B} .

a) Sei x=£=0 (p). Da ©® regular ist, gilt GrP* = NpP*4r*=Br*vCr* mit
C € & < {4»,%A}, dasjenige Gruppe und {B, N} vom Exponenten hochstens
p® ist, woraus G = AP**# E, daher GP*e€ 3 folgt. Wir haben gleich
{GynB8=¢E, falls RnB=E ist, daher {G} v N, da |&|= p°, |G|= p',
M= p* ist. Es soll im SchluB bemerkt sein, dal 9t N 8 = & keinesfalls
eintreten kann. Also nehmen wir weiterhin ¥ N 8 =& an.

b) Sei x=0 (p).

b1 pTx. Wie in a) haben wir fir jedes G = N4*BY G#* =
N#* Ar*xBrivCr* mit C € {N, 4% B¥} < [{4*}N]) < A, dasjenige Gruppe doch
vom Exponenten héchstens p? ist. Nun aus der Definition vom N mer-
ken wir |N|< p*. Also erreichen wir G?* = A?**Brv e 3 und G E N
wegen AP**=E, was alsdann {G} N %N =€, daher {G} v 9t ergibt, da
G € {47, U, B}, |G|= p |9N|= p° und [{47, %, B}| = p? ist.

b2 pPTx. Esist 4%, daher G» = (4*NBY)P = Nitvt-+P7
wo 7 Matrix des durch Bv induzierten Automorphismus und N, = A*N € ¥
ist. Da wir durch Induktion von i leicht



100 KIRIO NAKAMURA

(p*— p+ 1) 0 0 (p*—p)i+1 0 0
_ 2 __ i-1 —
Bi=| PP Si(pP—p+1F 1 0 |=|Z=Px;i 1 o
2 k=0 2
0 0 (p+1) 0 0 1+ pi

-1
daher ’;‘_]0 i = p (p* erhalten haben, so gilt G» = (4*NB¥)» = (A*N)?B?¥ =

AP*NPBPv E MDD, was {G} NN =€ und {G} v N ergibt, da |G|= p* |{B,UA}:
N|= p?, daher {GIN = {B,A} ist.

b 3) pllx. Esist 4 8, daher G e RJD> N, was gleich {G} vR
liefert. Damit haben wir & 2 %.

Zum Schlufl weisen wir %t = € nach. So haben wir sofort 9/ nicht
abelsch gezeigt, da 9t ersichtlich nicht abelsch ist. Ware %t =& daher
NN B+ E, dann wiirde {4, X {4:3 N 8+ E oder N =N N ) x {4} x {4}
sein, was sicher nicht geht, da A keinen Vektorraum in % als {4,} festlaBt
und N nicht abelsch ist.

Weiter haben wir den nicht reguldren Fall:

(2) Es sei A eine elementdre abelsche p-Gruppe von der Ordnung
pr+! fiir p>2 und bewirke 4, B folgende Automorphismen A4,B auf .

/1 0O - 0 1 0 -+ 0
11 0 0 1 0
A= 0 1 B= 0 !
1
0 0 11 0 0 1

Natiirlich ist 4 und B Matrix auf GF(p) von dem Grad p+1. A4;€9A
(i=12...,p+1) wird mit dem Basisvektor

3 Es gilt (A*N)? = (NA®)? und N?BPY €%, da B” € {4,} ist. Weiter ist AP*€ 3.
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p+1/ 0!
0

i 1
0

1 Iy

von U identifiziert, wobei A als ein Vektorraum iiber GF(p) betrachtet
wird.

(Dieser Vektor hat 1 auf der i ten Stelle von unten und 0 auf anderen
Stellen). Wir koénnen leicht (A4)?* = (B)» = E erhalten. Setzen wir
AB = A1*+r4,, so haben wir eine Erweiterungsgruppe ® von % mit A?P°=A7
und B? = 4, wie in (1). Da (4)»+ E ist, gibt es ein N mit [4?7, N]+# E
und NV € N, was Nichtregularitit von ® anzeigt. Setze N = {4,(i >1), B}.

a) Seix #0(p). Esist fiir jedes G = NA*BYe® GP = N1itot+eP~l(gxBu)p
= NltoteoetoP 7l gx)14+BY 4+ +BP~WRBpy = wo 5= 4*Bv ist. Da AA4,A™ = A, A,,
daher 4,443' = 447" = A1+9* erfolgt, bekommen wir gleich (4%)B = (41+» A4,)~
= AQ+pAX] 4,, AVtPx-1/2 . Durch Induktion von py folgt also (A")By
:{(Ax)B”‘l}B = [AC+PP T 421+ W+R)+ oo+ PP T g2y—2]B = (fl+2 4,) G+pPix
A§{1+(1+p)+---+(1+p)”‘1} A%y—2= AUHPPx AX(1HL+D)Foo +1+PP T 4y, A1H2J0+PY "I +oP " x

12 A%-2= AQ+p)¥x A, x(1+p¥ -x}/2A30-1 = AC+pVxA,xyA%v-1, da[A,, Al=A7* € 3 ist.
Dies ergibt eben GP = N1+o+e+oP71 gx gU+pFx gxy A(+p¥x g2xy . . . AQ+p P

AYAP = Nitoten+aP~Lgx(lt4pW4(1+pIYA+pY 4o oo+ (14p)(P = DU 4 paf ~ D@ = D50/

AYA48 ., Es ist (60— 1)1+ o+ -+ oPl)=gP — 1= (A*BY)p — 1 = Apx — ]

0 0 0
=10 0 0
X 0 0

da (A4*B¥)» = A»*Brv ist. Ersichtlich ist
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Qp; Gp; -+ ~app 1

fir aja@y. .. app7=0. Gelte fiir ein

X 0

= . ~1 = :

N N¢ 0
Xp+1 o

Dann ist a;x;+x,=Xp... 8p-1, %+ + - +@p-1,p—1Xp-1 + Xp=Xp, ApX;
+"'+appxp+xp+1=xp+1+a, daher x1=x2="'=xp—1=0unpr=0
fir « =0. Daher haben wir p=1+4¢+-. -+ or-!

0 0 .« . e 0

=]
(=]
(=]

N 0 . ’
Op1
Ppi1,1 Opi1,2 + + + Opi1, pit /
was

[0

0
Ne=| o | =A143
v
u!
p(p

fir jedes N e A ergibt. Daraus folgt G» = A¥434*{p+eux > +pth} AyA48
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wegen p>2, daher GP* = A»** < J, was gewiinschtes {G} v %t wie in (1)
ergibt.
b) Sei x=0 (p).
b 1) pTx. Dann erhalten wir 14+s¢+: ¢ +-+¢r1=0, da

1 0 -+« 0 daher 1 0O +-- 0
0 1 0 0 1 0
A* = g = *
-y
X 0 1 X 0 1
D D

ist, womit G® = (A*B¥)?» = A»xBrv gleich ermittelt ist, weil [4%, BY] = A-Pv & 3
wegen [B, A¥] = BA*B-1A~* = (A*PA,)*A-*=A»*c 8 und |A~»¥|= p ist.
Jetzt ist gefordert G»rE N, da E+ A**< 8 und Bry= Ay N ist, daher
{GINN=E. Wenn wir G € {47} betrachten, so erschlieBen wir {G} v %
wie in (1) b 2).

b2 p*x. Es gilt nun G=4*B*N < {2, B}={4,} XN mithin
{4, B> M, was wie gewiinscht zu {G} v % fiihrt.

Damit haben wir alle méglichen Fille betrachtet und & 2 0N erhalten.

Wie im Schluf von (1) kénnen wir it = € und daher /N nicht abelsch
nachweisen*).
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*) Nach brieflicher Mitteilung von Herrn Deskins hat Herr J.G. Thompson die dhnliche
p-Gruppe wie (2) konstruiert.








