
UBER EINIGE BEISPIELE DER QUASINORMAL—
TEILER EINER p GRUPPE

KIRIO NAKAMURA

In dieser Note soil die Struktur des Quasinormalteilers vom Exponenten

p der endlichen p-Gruppe untersucht werden. Ferner sollen einige Beίspiele

sowohl im regularen Falle als auch im nicht regularen Falle angefύhrt

werden, die zeigen, daβ das erst gesagte Ergebnis im allgemeinen Quasinor-

malteiler nicht immer zutrίfft.

BEZEICHNUNGEN

& 5 31 = 31 ist Quasinormalteiler von & 31 = maximaler Normalteίler

von ®, der in 31 liegt; |®| , \G\ = Ordnung von © und G; \®:ξ>\= der

Index von ξ) in ®;{2ί, 33,. . . } = die von 21,33,. . . erzeugte Gruppe; $(®)

oder nur Q = Zentrum von @; &r = Kommutatorgruppe von ® W v 33 = $t ist

mit 33 als ganzes vertauschbar; ® |> 31 = 31 ist eigentlicher Normalteiler von

@; ist pa\x aber ρa+1Xx, so schreiben wir pa~Tx.

Im allgemeinen gilt der

Satz. Set ® eine p-Gruppe und % M 31. Ist 31 vom Exponenten p , so ist

31131 abelsch. Dabei wird ® endlich angenommen.

Beweis. Wir beweisen den Satz durch Induktion von |® | . Daher

konnen wir 31 = @ annehmen. Sei 9L = Π H31H'1 und $ c

Dann ist 31$,, = n GX31G~X wegen ίΓ = 6rΛ7V fur iV e 9Z, daher 5R = Π 9̂ ^̂

Denn es ist 31 £ Π K©c und G31G~X £ g^^G. Wenn ® ψ $G fur jedes G e ®

ist, so ist durch Induktionsvoraussetzung 3ll3t&G abelsch, daher 31/31 auch

abelsch. Also konnen wir erst recht ® = {G}31 fur ein G e & annehmen.

Es gilt weiter {G} n 31 = @ , da sonst 31 Ψ @ ware. Sei Gx ψ E, daher

G* e 91 und X = G*iV fur EψNe-yi. Dann haben wir

{G*>%. Ist \X\= p, daher |§jr:5R|=p, so ist \GX\= p. Da

ist, ergibt sich {Gx} c ^ , daher {G*} X 5R = ft(®) im Sinne von P. Hall.

Wir betrachten die Frattini-Gruppe von ^(®) U = Φ{Ωί{&)}9 wo ® ζ> U und
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91 2 U ist. Wegen 91 = @ erreichen wir gleich unser gewiinschtes Ergebnis

U = <S.

In diesem Satz ist die Voraussetzung fur 91 nicht ύberfluβig. In der

Tat:

Wir konstruieren eine endliche p-Gruppe © mit ® 8 91, wo 91 nicht

vom Exponenten p und 91/91 nicht abelsch ist. Zuerst haben wir den

regularen Fall

(1) Es sei 91 eine abelsche p-Gruppe vom Typus (p2, p2, p2) und

bewirke A, B folgende Automorphismen A, B auf $ .

1 0 0 , , p% — p+ 1 0 0 ,

1 1 0 *= J^JL ! 0

O i l ' ^ 0 0 p + 1 '

Natύrlich gehόren die Elemente der Matrizen A, B und des Vektorraums

2Ϊ dem Rest-klassenring modulus p 2 . Weiter wird At e $ (/= 1,2,3) mit

dem Basisvektor

Λ /°\ /'\
Γ
\ 1 I v 0 / \ o '

von Ĉ identifiziert. Es ist Ap2 = B» = E. Setzen wir Ap2 = A\x, so haben

wir nach Zassenhaus [4] eine Erweiterungsgruppe 9Jΐ von %, da fur jedes

N19 N2 G ̂ C {NΊNz)* = N*N§ und fΐir jedes N e % NΛP = iV^ = iV"*1 mit

(Al1)^ = AT1 gilt. Sei zunachst β^ = Aψx""+2^2. Wenn wir Automorphismus

von B auf A mit Aβ = A1+PAP definieren, so gilt AβP = AP-+*f =

~: denn (A1+»A*fι+p) = A^1+^ι+1Af ( O ^ ί ^ / i — 1) fϋhrt durch

Induktion nach w zu ^ n ^ ψ ^ f

^Ld+^^Γ 1). Weiter ergibt sich ^L5J> = AΛ*(pt-p+2V2*). Fiir jedes i V e a und

x definieren wir (NAx)β = Nβ(Aβ)x. Sei (AxN)β = {Aβ)xNβ . Dann gilt

(4*JV)* = (iV^^)^ = NβA*{Aβ)x = {Aβ)xNβ = {NβyAβ?kAβ)x = WAl+PAVβ{Aβ)x,

daher WABfβ = WAl+PAP2>Xβ = iV5ΛΛ: ^ s was aber sicher ermittelt ist, da der

und 2) Es ist AA\A-^ = (i l^a)* = ii?Aί, daher A*2AA^X = A 1 + J > 2 Λ , was zu [A?, A]

8 und A ^ ' - * ^ 2 = Aa+A1+^) = Aα+*) = A » f α h r t.
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Automorphismus BAXB~X von 9t durch die Matrix Jt 1*")* dargestellt wird

und A* elementweise $ί festlaβt und daher jener Automorphismus

(A1+*Aξ)x ist. Daraus folgt sofort fur jedes Ng e SI und x j ( ί = l,2)

{N^WNzA**)* = N?Uβ)Xl N* {Aβ)X2 = NβN2(
AβyXιβ(Aβ)x^x^ = NβN2

βAXί{Aβ)χi+x*

= (iVjiYa^1^^^)^ = {NιA
x^N2A

xήβ, womit haben wir gesehen, daβ B

einen Automorphismus von *M bewirkt. Es ist fur jedes M = NAX e ffll M^

= N^U^ = WA*J*=ΓtL)' = ΛΓ* ~ 2 — U * ) ^ * ^ = {M)Λ2 -'-Ϊ-7+8- u n d

(̂ 12 2"~^)β = 4̂2 2 , so daβ wir auch nach Zassenhaus zeigen konnen,

daβ es eine Erweiterungsgruppe ® von Tl gibt. Wir betrachten

die Normalteilerkette © 2 {A3, A19 A2} 2 {A», Aί9 A2} Ώ {Av A2} Ώ {AJ- Ώ {A*>}

2 (£ . Dabei ist ersichtlich ΆW{A», A19 A2}] 2{A3, A19 A£l{Άζ, A19 A2},

8[®IU19A2}] 2 {^f,Λ,Λ>/{Λ,Λ>,θ[®/{^i>] ^ {^i,Λ>/{Λ>,θ[®/{^}] 2 {Λ>/

{̂ 4f>, 8 (®) 2 {^>, daher ist die Klasse von & hochstens 7. Setze p ^ 11.

Dann muβ ® im Sinne von P . H all regular sein. Jedes G e % wird

durch G = NAxBy ausgedriickt, wo N e {̂ 42, 4̂3} ist, und zwar setzen wir

a) Sei x φ 0 (p). Da ® regular ist, gilt G*3 = N^ApZχBp^Cpi mit

C G ®' Q{^p, ^[}, dasjenige Gruppe und {B, N} vom Exponenten hochstens

p 3 ist, woraus G^3 = A*%x ψ E, daher Gpi G 3 folgt. Wir haben gleich

{ G } n 3 = g , falls s f tn3 = @ ist, daher {G} v 3 l , da | ® | = p 9 , | C | = p 4 ,

13̂  I = JP5 ist. Es soil im Schluβ bemerkt sein, daβ 91 (Ί 8 T^ @ keinesfalls

eintreten kann. Also nehmen wir weiterhin 91 Π 8 = @ an.

b) Sei x = 0 (p).

b 1) p T x . Wie in a) haben wir fur jedes G = NAXB* Gpi =

N*A»tχB»%"Cpt mit C e {TV, 4X, B"}' £ [{^}9l ]' £ 9t, dasjenige Gruppe doch

vom Exponenten hochstens p 2 ist. Nun aus der Definition vom N mer-

ken wir | JV|^ p 2 . Also erreichen wir GpZ = ^ 2 x J5^ 2 ^ e 913 und G^2 e 31

wegen A"1* T^ ίJ, was alsdann {G} Π 9Z = @, daher {G} v 91 ergibt, da

G €= {^,^1,J5}, |G| = p3, |9l| = p5 und \{A»9Sί,B}\ = p 8 ist.

b 2) p 2 T x Es ist AXSΞ%9 daher G^ = (AXNB")» = jV1

1+
r+—+rJ>"1,

wo T Matrix des durch β* induzierten Automorphismus und iVΊ = -A*JV e ?ί

ist. Da wir durch Induktion von i leicht
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((P2-P)i-

_ I p2 - P

o (p+iy*
2

0

Xi

Jf-l

daher Σ r* = p (p2) erhalten haben, so gilt G* = {AxNBy)p = (AxN)pBpy =
i=0

A**N»B»» e 91 3\ was {G} Π 91 = ® und {G} v 9ί ergibt, da |G| = p2,

5R| = p 2 , daher {G}M = {B,«} ist.

b 3) p*\x . Es ist

liefert. Damit haben wir

S, daher G e 5R3 > 9i, was gleich {G} v 91

91.

Zum SchluB weisen wir 91 = @ nach. So haben wir sofort 9l/9£ nicht

abelsch gezeigt, da 9̂  ersichtlich nicht abelsch ist. Ware 91 ψ @ daher

91 Π 3 ^ @, dann wύrde {A2} x {̂ 13> Π 8 Ψ ® oder 9̂  = (91 Π 3) x {A2} X {^3>

sein, was sicher nicht geht, da A keinen Vektorraum in Ĉ als {Aj- festlaBt

und 91 nicht abelsch ist.

Weiter haben wir den nicht regularen Fall:

(2) Es sei Ĉ eine elementare abelsche p-Gruppe von der Ordnung

pp+ι fϋr p > 2 und bewirke A,B folgende Automorphismen A,B auf 21.

A =

o

1 1

0 1

0 0

0 0

0 1

—1

0 0

0

Natΐirlich ist A und B Matrix auf GF{p) von dem Grad p + 1 . At e SSL

(i = 1,2,. . . , p + 1) wird mit dem Basisvektor

3) Es gilt (AxNf = (NAX)» und NpBpy G s«, da ist. Weiter ist Apx <Ξ Q .
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0\

0

0

von $1 identifiziert, wobei 9t als ein Vektorraum ύber GF{p) betrachtet

wird.

(Dieser Vektor hat 1 auf der i ten Stelle von unten und 0 auf anderen

Stellen). Wir kόnnen leicht {A)pZ = [B)p = E erhalten. Setzen wir

AB = A1+PA29 so haben wir eine Erweiterungsgruppe & von % mit Ap2 = Ai1

und Bp = A2 wie in (1). Da (A)p ψ E ist, gibt es ein N mit [A»9N]ψE

und N(Ξ%1, was Nichtregularitat von © anzeigt. Setze $1 =-{A^i >Ϊ)9B}.

a) Sei x m 0 (p). Es ist fur jedes G = NAXB*><E® G*> = JV^'+' + ^ ^ U * ^ ) *

= ]\Γl+a+' +σJP~1( JxU+B ϊ '+ +β^~ 1) ί 'Djϊy w π ^ — ΛxJΪy ict T)n A A A"1 = A A

daher A2AAγ = AAl1 = ̂ l1+i>2 erfolgt, bekommen wir gleich (^4X)B = (^41+JΪ^[2)
JC

Durch Induktion von y folgt also [A*)3*

-i, da[i42^]=^I1 ^ 8 ist.

Dies ergibt eben Gp =

A\A\ . Es ist (σ - 1)(1 + a + + σ*-1) = a* - 1

0 0 0 \

- 1 = A»x - 1

0 0

x 0

0

da [AXB")» = A»xBpy ist. Ersichtlich ist
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a —

I 1 0

« n

N =

\ aPι aP2 - app I j

fur ana22. . . aPP ψ 0 . Gelte fur ein

\

Dann ist anxx + JC2 = JC2, . . . ,αj»-i, ^ + +ap

+ + appXp + Xp+\ = Xp+ι + a, daher ΛΓJ = x2 —

fur α = 0 . Daher haben wir p = 1 + <r + + <τ

-ιxp-ι + xp=xP9 aPίxx

= Xp~ι = 0 und Xp = 0

0 0 0

was

= ΛUΛV

fur jedes iV e Ĉ ergibt. Daraus folgt G» =
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wegen p > 2 , daher G ί 2 = # * e 3 , was gewϋnschtes {G} v 31 wie in (1)

ergibt.

b) Sei JCΞΞO (p).

b 1) p~Γ x. Dann erhalten wir 1 + a + + ap~ι = 0, da

1 0 0 \ daher

Ax =

0

* 0
P

0

— υ

* o

ist, womit G*> = U * ^ ) " = A»*R»y gleich ermittelt ist, weil [AX,BV] = i4-**ir e ,8

wegen [B, L̂Λ] = β^Z?- 1 ^-* = {Aι+»A2)
xA-χ = ^ * e 3 und |i4-*«»| = p ist.

Jetzt ist gefordert G*> e 31, da Jζ; ̂  ^ * e 3 und B»" = i?eSJi ist, daher

{G} Π SI = @. Wenn wir G e -CA» >9t betrachten, so erschlieβen wir {G} v 31

wie in (1) b 2).

b 2) p21 x . Es gilt nun G = AXB*N e {̂ C, # } = {AJ x 31 mithin

{$, J5} > 9 ,̂ was wie gewϋnscht zu {G} v 31 fuhrt.

Damit haben wir alle mδglichen Falle betrachtet und &Ώ31 erhalten.

Wie im SchluB von (1) konnen wir 91 = (S und daher 91/91 nicht abelsch

nachweisen*).

LITERATUR

[1] Deskins, W.E.: On quasinormal subgroups of finite groups. Math. Z. 82, 125-132 (1963).
[2] Hall, P.: A contribution to the theory of groups of prime power order. Proc. Lond. Math.

Soc. (2) 36, 29-95 (1933).
[3] Ito, N. und J. Szep: Uber die Quasinormalteiler von endlichen Gruppen. Acta Sci. Math.

Szeged 23, 168-170 (1962).
[4] Nakamura, K.: Uber den Quasinormalteiler der regularen p-Gruppe von der Klasse 2.

Nagoya Math. J. 26, 61-67 (1966).
[5] Zassenhaus, H.: Lehrbuch der Gruppentheorie I. 1937.

Mathematisches Inslitut der Nihon-Universitat Koriyama {Japan)

*) Nach brieflicher Mitteilung von Herrn Deskins hat Herr J.G. Thompson die ahnliche
/?-Gruppe wie (2) konstruiert.






