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ZUM BEGRIFF DER BORELMESSBARKEIT

ROBERT ZOBEL

In dieser Arbeit werden die Voraussetzungen untersucht, die an

einen topologischen Raum (X,©) mit dem System offener Mengen © zu

stellen sind, damit einige der in der Literatur gelaufigen Begriffe der

Borelmeβbarkeit reellwertiger Funktionen aquivalent sind.

83(©) sei die von © erzeugte σ-Algebra. ® sei das System der

kompakten Mengen von (X, ©). 9ΐ($) sei der von $ erzeugte σ-Ring.

(X, ©) ist genau dann σ-kompakt, d. h.: abzahlbare Vereinigung kompakter

Mengen, wenn 9ΐ(®) ID $(©) gilt. Im allgemeinen enthalt 9ί(®) nur die

σ-beschrankten Teilmengen von S3(©), das sind die Mengen mit σ-

kompakter Obermenge. Sei K e ® und ©# die Spurtopologie von © auf

K, 3ΐ*(®) die Spur des σ-Ringes 5ft(ίϊ) und 33*(@) die Spur der σ-Algebra

»(©) auf K. Dann gilt »(©*) = 33*(©) C dtκ(St).

Gilt speziell in (X,©), daβ jede kompakte Menge abgeschlossen ist—

eine Forderung, die schwacher als das Hausdorff'sche Trennungsaxiom

T2 und starker als Tx ist—so erhalt man 8t(S) c S3(©). 9ΐ(®) besteht dann

genau aus den σ-beschrankten Teilmengen von X. Fur K e $ gilt

93(©*) = »*(©) = dtx(β). (X, ©) ist (7-kompakt genau dann, wenn 8t(β)

- »(©) gilt.

Sei (X,©) ein beliebiger, topologischer Raum und 3ΐ ein σ-Ring ύber

X mit β c 91 Dann heiβt ein Maβ μ auf (X, 3ΐ) ein Borelmaβ, wenn

μ(K) < co fϋr i f e ® gilt. Es heiβt von innen regular, wenn fiir AeϊR

gilt μ(A) = sup{μ(K): Ke® Λ Ka A}.

Sei // speziell ein von innen regulares Borelmaβ auf (X, 3ΐ(®)) und

Sl^®) die Vervollstandigung von St(β) bezϋglich μ. Dann ist

= D f J 4 : A c I Λ Λ A Π Ke

(7-Algebra ύber X und μ besitzt genau eine Fortsetzung μ zu einem

von innen regularen Borelmaβ ύber (X, S8μ($i)), die wesentliche Fortsetzung
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μ(A) =wsup{μ(K): Ke^AKdA} [2].

Der Maβraum (X,9ΰμ(Sί),β) ist vollstandig, er enthalt sogar alle Teil-

mengen lokaler Nullmengen, denn jede lokale Nullmenge ist Nullmenge.

Der Maβraum ist also Caratheodory-vollstandig.

Eine Abbildung / heiβt Borelfunktion von X genau dann, wenn /: X

~> R und fur alle reelen Zahlen c gilt [/ < c] = {x: x e X Λ f(x) < c}

e 83^®). Genau dann ist / eine Borelfunktion, wenn fur jedes Ke& ein

g:K-+R existiert mit [g <c]e »(©*) fur ceR und f(x) = g(x) f. ύ. fur

x e K, wenn also fur jede kompakte Teilmenge K von X die Einschrankung

f\κ auf ί ί f. ϋ. gleich einer "Borelfunktion im ublichen Sinn" ist. Ist /

Borelfunktion und g:X->R mit / = g f. ύ. so ist auch g Borelfunktion.

/ ist genau dann "Borelfunktion im Sinne von Halmos", wenn /

Borelfunktion ist und auβerhalb einer σ-kompakten Menge verschwindet.

Der Zusammenhang dieses Begriffes der Borelfunktion und der "application

mesurable" von Bourbaki [1] wird im folgenden untersucht:

Fur einen topologischen Raum (X, ©) sind die folgenden Eigenschaften

gleichwertig [3, 6]:

(1) Zu x,yeX mit xΦ y gibt es eine stetige Abbildung /: X-+ [0,1]

mit f(x) = 0 und f(y) = 1.

(2) Es gibt eine stetige und injektive Abbildung φ von X in [0, l]k

fur eine geeignete Kardinalzahl k.

(3) (X, ©) ist TΊ-Raum und jede auf einer kompakten Menge definierte,

stetige Abbildung ist stetig auf X fortsetzbar.

Ein topologischer Raum, der eine der Bedingungen (1)—(3) erfύllt,

ist Hausdorff-Raum und alle seine kompakten Mengen sind abgeschlossen.

Genau die Topologien © auf X, die Verfeinerung einer vollstandig

regularen Topologie X c © sind, erfύllen (1)—(3). Die Eigenschaften

sind von der Regularitat des Raumes unabhangig und sind schwacher als

die vollstandige Regularitat und erst recht die Normalitat. Sie sind fur

Produktraume (Summenraume) genau dann erfύllt, wenn sie fur jeden

Koordinatenraum (Summanden) gelten. Sie sind hereditar.

SATZ 1. (X,©) sei ein lokal-kompakter, σ-kompakter Hausdorff-Raum

und μ ein von innen regulares Borelmaβ iiber (X, 3ΐ(S)). Dann sind fur

eine Funktion f:X-+R die folgenden Aussagen gleichwertig:

(la) / ist Borelfunktion.

(lb) Zu jedem B e %>μ(®) = dlμ(Sl) mit μ(B) < oo und jedem ε > 0 existiert
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eine kompakte Menge K c B mit μ(B — K) < ε und eine stetige

Abbildung ff:X->R mit kompaktem Trdger und f'(x) = f(x) fur

xeK.

(lc) / ist f. ii. punktweίser Grenzwert eίner Folge (fn)ζ=ί von stetigen

Funktionen mit kompaktem Trdger. (Dabei kann (fn)n=ι so gewάhlt

werden, daβ (fn(x))n=ί fiir alle xeX ab einem gewίssen Index

konstant ist.)

(Id) Es existiert eine Zerlegung von X in eine abzdhlbare Folge (Kn)n=1

dίsjunkter, kompakter Mengen und in eine μ-Nullmenge Nedϊ(!&),

derart, daβ die Restriktion von f auf jede der Mengen Kn stetig ist.

Zum Beweis der Aquivalenzen (la)<e*(lb)<->(ld) sei auf die Literatur

verwiesen [1,2], Man beachte, daβ ein lokal-kompakter Hausdorff-Raum

vollstandig regular ist und damit die aquivalenten Bedingungen (1)—(3)

erfύllt. Fur einen <7-kompakten Hausdorff-Raum gilt darύber hinaus

S3((δ) = ΪR(®). (lc) -> (la) gilt auch ohne Zusatzbemerkung. Zu zeigen

bleibt (lb)-*(lc):

Es gibt eine Kette kompakter Mengen (Kn)^=ί, so daβ jeder Punkt x

eKn innerer Punkt von Kn+1 ist und X= {J~=1Kn gilt. Wegen (lb) gibt

es eine kompakte Menge Ln C Kn mit μ(Kn — Ln) < 2~n und eine stetige

Abbildung fn:X->R, die auf Ln mit / ϋbereinstimmt. Weiter gibt es

wegen des Urysohn-Lemmas eine stetige Abbildung gn: X-> R mit kom-

paktem Trager und gn(x) = 1 fur xeLn. Mit fn = f'n>gn erhalt man die

gesuchte Folge. Denn ist x e L = lim inf̂ .,̂  Ln, so gilt fn(x) = f(x) ab

einem gewissen Index. Weiter ist M = X — L μ-Nullmenge. Denn wenn

eine kompakte Menge K c M mit μ(K) > 0 existiert, so gilt wegen K c

Uw=i Kern (Kn) = 1 ab einem gewissen Index n! fur alle τι > nf K c

Kern (Kn). Sei s eine natύrliche Zahl jnit 2"s+1 < μ(K) und s > nf. Nun

gilt K Π Π?.. Ln = 0. Wegen K C Kn fur n >s folgt:

μ(κ n n Ln) = μ(κ -u(κ- L
\ n-s / \ n=s

> μ(K) - Σ 2 " " = μ(K) - 2"s+1 > 0 .

Dies ist ein Widerspruch zu K Π Π«=* ̂  = 0 D a s folgende Lemma
beschaftigt sich mit der Frage der Fortsetzbarkeit eines von innen
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regularen Borelmaβes, das auf einer Teilmenge eines topologischen Raumes
gegeben ist, wenn die auf der Teilmenge gegebene Topologie feiner ist als
die Spurtopologie:

LEMMA. Seien (U, ©), (X, %) Hausdorff-Raume mit U C X und fur
den Unterraum (U,%u) von (X,%) gelte %ff cz ©. Sei ® das System der
kompakten Mengen von (U, ©) und £ das von (X,%). Dann besitzt jedes
von innen regulare Borelmaβ μ auf (U, 9ΐ(®)) eine σ-superadditίve Fortsetzung
μ' auf (X, SR(£)) in

μ\A) = Df sup{μ(K): K^AΠ UΛKe®}

fur 0φAe 3ΐ(S) und μ'(0) = 0.

Ist U σ-kompact, so gilt 9ΐ(S£) = {A Π U:Ae Sl(S)}, und μl ist ein
Maβ; ist μ zusatzlίch endlich, so ist μf von innen regulares Borelmaβ,

Beweίs. Ist K ein kompakter Unterraum von (U, ©), also (K,
kompakter Hausdorff-Raum, so ist erst recht (K, Xκ) wegen %κ c ©^ ein
kompakter Hausdorff-Raum. Dann gilt aber bereits ©^ = %κ. Es folgt
S c £ und damit Sft(S) c 9ΐ(S). Da μ von innen regular ist, ist //
Fortsetzung von μ. μf ist monoton und positiv. Sei {At: i = 1,2, } c
9ΐ(S) ein disjunktes Mengensystem und Cέ C Â  Π £/ kompakt mit

0 = ^ ( Σ C4) + ε

Dies liefert die σ-Superadditivitat. Ist U σ-kompakt, so gilt U = UΓ-i ^
mit Kie®cz2, also 17 e 9t(Λ) c 3ί(fi). Sei ϋΓefi, so folgt K f] U =
\JT=i K Π K{. Wegen ίΓ Π if4 e β erhalt man ί f l ί / e 8Ί(®) und ^ c {Z
Π i7: Ke 2} c 9Ϊ(^), also St(ft) c {A Π i7: A e Sl(β)} c »K«). Dies liefert

μ'(t At) = μ ( ± A, n u) = Σ MA, n £/) = Σ

1st μ endlich, so ist μ sogar beschrankt und alle kompakten Teilmengen
von (X, %) besitzen daher endliches Maβ. Nach Konstruktion ist mit μ
auch μ' von innen regular.

SATZ 2. {X,%) sei ein topologίscher Raum, der eine der άquίvalenten
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Trennungseίgenschaften (1), (2) oder (3) erfulle, μ sei ein von innen

reguldres Borelmaβ iiber (X,ϊ8μ(Sϊ)) und f:X->R.

Die folgenden Eigenschaften sind gleichwertig:

(2a) / ist Borelfunktion.

(2b) Zu jedem B e S3Λ($) mit μ(B) < oo und jedem ε > 0 existiert eine

kompakte Menge Kd B und eine stetige Abbildung ff:X~^R mit

μ(B - K)< ε und f(x) = f'(x) fur xeK.

(2c) Zu jedem Be9t(®) mit μ(B) < oo existiert eine Folge (/„)£-1 von

stetigen Abbildungen fn:X->R, so daβ f(x) = limfn(x) μ-f.ϋ. fur

x e B gilt

(2d) Zu jedem B e ΪR(!&) existiert eine Zerlegung von B in eine hδchstens

abzahlbare Folge (Kn)ζ=1 kompakter Mengen und in eine μ-Nullmenge

Ne 9ΐ(ί£), derart, daβ die Einschrdnkung von f auf jede der Mengen

Kn stetig ist

Beweίs. Nach Voraussetzung ist (X, X) stetig und injektiv einbettbar

in ([0,1], ©)fe, wobei © die gewδhnliche Topologie des [0,1] und k eine

geeignete Kardinalzahl ist. O.B.d.A. setzen wir X C [0, l]fc voraus. Sei

BeΐH(^) und μ(B) < oo. Dann gibt es eine σ-kompakte Menge C mit

μ(B — C) = 0. Die Einschrankung von μ auf den von den kompakten

Teilmengen von C erzeugten Ring ΐfϊc kann nach dem Lemma zu einem

von innen regularen Borelmaβ μc auf den σ-Ring 9ΐ, der von den

kompakten Teilmengen von [0, l]fe erzeugt wird, fortgesetzt werden. Es

gilt dann

μcΦ, I]*) = μc(C) = μ(C) = μ(B) = μc(B) .

Damit ist dann Satz 2 eine Folgerung aus Satz 1, denn ([0, l]k, 9ΐ, μc)

erfullt die Voraussetzungen des Satzes 1, wobei statt f:X-+R nun

f c : [ 0 , l ] k - > R m i t fc(x) = f(x) f u r x e C u n d fc(x) = 0 f u r x e C z u

betrachten ist. Satz 2 ist unter schwacheren Voraussetzungen als den

angegebenen nicht zu beweisen, denn:

Bemerkung. Genau dann gilt fur jedes von innen regulare Borelmaβ

eines topologischen Raumes (X, 5£) (2a)<^(2b), wenn (X, %) eine der

aquivalenten Eigenschaften (1), (2) oder (3) erfullt.

Beweίs. Es ist zu zeigen, daβ aus (2a)«->(2b) fur jedes von innen

regulare Borelmaβ (1) folgt: Sei μa fur aeX gegeben durch μa(M) = 0
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fur a&M und μa(M) = 1 fur ae M. Sei x, y e X und x Φ y. μ = μx + μy

ist von innen regulares Borelmaβ auf (X,Z). Durch f:X->R mit f(x)

= 1 und f{z) = 0 fur z Φ x erhalt man eine Borelfunktion auf X. Mithin

gibt es eine stetige Abbildung, die x,y trennt.

Analoge Betrachtungen gelten fur (2a)«->(2e): Ist (X, %) ein topologischer

Raum, in dem jede kompakte Menge abgeschlossen ist, so gilt (2a)<^(2d).

(2a) ist dann bereits aquivalent zu

(2b*) Zu jedem B e ?8μ(Sϊ) mit μ(B) < oo und ε > 0 existiert eine kompakte

Menge K C B mit μ(B — K) < ε und f\κ ist stetig.

Wie die abzahlbaren, trivial topologisierten Raume zeigen, braucht ein

topologischer Raum, der fur jedes von innen regulare Borelmaβ (2a)**(2d)

erfullt, nicht einmal Tλ zu erfύllen. Sei nun (X, X) bis auf eine Nullmenge

σ -kompakt. Gelten dann die Voraussetzungen des Satzes 2, so ist jede

Borelfunktion μ-f. ϋ.-Grenzwert von stetigen Funktionen. Es ist dann

also 83/®) Vervollstandigung der Baire'schen σ -Algebra, d. h. der kleinsten

σ-Algebra, bzgl. der alle stetigen Funktionen meβbar sind. Erst recht

gilt dann SJ/β) = %μ(%), wobei %μ(%) die Vervollstandigung von %(%) bzgl.

μ ist.

Bemerkung. (X, X) sei ein topologischer Raum, μ ein von innen

regulares Borelmaβ auf Ϊ8(%). S3*(5£) sei die Caratheodory-Vervollstandigung

von S3(ί£) um lokale Nullmengen. p sei die wesentliche Fortsetzung von

μ auf S3*(S;) C 18μ(®). Ist dann in (X, S3*(5£), β) jedes /2-absolut stetige

Maβ nach μ differenzierbar, so gilt 18%%) = 18μ(Sϊ).

Beweis. In (X,1B%%),β) gilt das SegaΓsche Lokalisationsprinzip [4,5].

Ist A e S3/®), so ist

i = J5: Be 18%%) A V (RedKR) A μ(R) <ooABczAnR)

bedingtes σ-Ideal summierbarer Mengen im Sinne von Segal. Da mit dem

Satz von Radon-Nikodym auch das SegaΓsche Lokalisationsprinzip gilt,

wird i durch ein Le%%%) lokalisiert. Sei Me 33*(S:) und β(M)< oo.

Aus Ke β und K a M f) (AAL) folgt μ(K) = 0: Denn zu K Π L existiert

ein lex mit ρ(K Π L — I) = 0, da Li lokalisiert. Wegen I a A folgt

p(KΠ L- A) = 0 und p(K f) L) = p(K f) L Γ) A) = p(0) = 0. Es bleibt

K Π A zu betrachten: Wegen K e ffi und A e 18μ(St) gilt if Π A e ΪRμ(®), der
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Vervollstandigung von 9ΐ(®). Es folgt K Π A e i und damit p(K Π A - L )
= 0. Damit erhalt man ρ(K ίlA) = ρ(K Π A (Ί L) = 0 und insgesamt
p(K) < p(K Π A) + /*(# (I L) = 0. Damit gilt aber auch p(M Π A Δ L)
= 0 fur alle Me S3*(̂ ) mit /i(M) < oo. AAList lokale Nullmenge und
es folgt A e ©*(£).

LlTERATUR

[ 1 ] N. Bourbaki, Elements de mathematique. Integration Livre XIII, Chap. IV, Her-
mann, Paris.

[ 2 ] P. Courrege, Theorie de la mesure. Centre de Documentation Universtiaire, Paris
(1962).

[ 3 ] W. T. van Est and H. Freudenthal, Trennung durch stetige Funktionen in topo-
logischen Raumen. Indagationes Math. 13 (1951), 359-368.

[ 4 ] D. Kolzow, Differentiation von Maβen, Lecture Notes in Mathematics 65, Springer,
Berlin (1968).

[ 5 ] I. E. Segal, Equivalence of measure spaces, Amer. J. Math. 73 (1951), 275-313.
[ 6 ] M. H. Stones, The generalized Weierstrass approximation theorem, Math. Mag.

21 (1947/48), 237-254.
[ 7 ] M. L. Wage, A generalization of Lusin's theorem, Proc. Amer. Math. Soc. 52

(1975), 327-332.

Unίversitdt Braunschτυeig






