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ZUM BEGRIFF DER BORELMESSBARKEIT
ROBERT ZOBEL

In dieser Arbeit werden die Voraussetzungen untersucht, die an
einen topologischen Raum (X, &) mit dem System offener Mengen © zu
stellen sind, damit einige der in der Literatur geldufigen Begriffe der
BorelmeBbarkeit reellwertiger Funktionen Aquivalent sind.

B(@) sei die von © erzeugte o-Algebra. R sei das System der
kompakten Mengen von (X,S). R(RK) sei der von K erzeugte o¢-Ring.
(X, ©) ist genau dann o¢-kompakt, d. h.: abzihlbare Vereinigung kompakter
Mengen, wenn R(RK) D B(S) gilt. Im allgemeinen enthilt R(R) nur die
g-beschrinkten Teilmengen von B(S), das sind die Mengen mit o-
kompakter Obermenge. Sei Ke & und €, die Spurtopologie von & auf
K, R (R) die Spur des o-Ringes R(K) und B,(S) die Spur der g-Algebra
B(S) auf K. Dann gilt B(Sy) = Bx(B) C R(R).

Gilt speziell in (X, ), dall jede kompakte Menge abgeschlossen ist—
eine Forderung, die schwicher als das Hausdorff’sche Trennungsaxiom
T, und stiarker als T, ist—so erhilt man R(®) C B(S). R(K) besteht dann
genau aus den o-beschrankten Teilmengen von X. Fir Ke® gilt
BBg) = B(C) = Rx(R). (X,S) ist o-kompakt genau dann, wenn RHK)
= B(©) gilt.

Sei (X, ©) ein beliebiger, topologischer Raum und R ein ¢-Ring iiber
X mit  C R. Dann heilit ein Mall g auf (X,R) ein Borelmall, wenn
WK) < co fiir Ke® gilt. Es heiit von innen reguldr, wenn fir Ae R
gilt p(A) = sup {(K): Ke & N K C A}

Sei y speziell ein von innen regulares Borelmall auf (X, %R(R)) und
R,(R) die Vervollstandigung von R(K) beziiglich x. Dann ist

B,(R) = e {A: ACXA)\ANKe mp(@)} .

o-Algebra iiber X und p besitzt genau eine Fortsetzung g zu einem
von innen reguldren Borelmal iiber (X, 8,(8®)), die wesentliche Fortsetzung

Received June 16, 1978.
57



58 ROBERT ZOBEL

MA) = sup {(K): Ke & N\ K C A} [2].

Der MafBiraum (X, 8,(8®), 2) ist vollstindig, er enthilt sogar alle Teil-
mengen lokaler Nullmengen, denn jede lokale Nullmenge ist Nullmenge.
Der Maflraum ist also Caratheodory-vollstindig.

Eine Abbildung f heifit Borelfunktion von X genau dann, wenn f: X
— R und fur alle reelen Zahlen c¢ gilt [f<c]l={x:xe XA f(x) < c}
€ B,(R). Genau dann ist f eine Borelfunktion, wenn fiir jedes Ke & ein
g: K— R existiert mit [g < c] e B(S;) fiir ce R und f(x) = g(x) f. i. fir
x € K, wenn also fiir jede kompakte Teilmenge K von X die Einschriankung
flx auf K f. . gleich einer “Borelfunktion im iiblichen Sinn” ist. Ist f
Borelfunktion und g: X — R mit f = g f. {i. so ist auch g Borelfunktion.
f ist genau dann “Borelfunktion im Sinne von Halmos”, wenn f
Borelfunktion ist und aullerhalb einer s-kompakten Menge verschwindet.
Der Zusammenhang dieses Begriffes der Borelfunktion und der *“‘application
mesurable” von Bourbaki [1] wird im folgenden untersucht:

Fiir einen topologischen Raum (X, ©) sind die folgenden Eigenschaften
gleichwertig [3, 6]:

(1) Zu x,ye X mit x #+ y gibt es eine stetige Abbildung f: X — [0, 1]
mit f(x) = 0 und f(y) = 1.

(2) Es gibt eine stetige und injektive Abbildung ¢ von X in [0, 1]*
fiir eine geeignete Kardinalzahl k.

8) (X,®) ist T-Raum und jede auf einer kompakten Menge definierte,
stetige Abbildung ist stetig auf X fortsetzbar.

Ein topologischer Raum, der eine der Bedingungen (1)—(8) erfiillt,
ist Hausdorff-Raum und alle seine kompakten Mengen sind abgeschlossen.
Genau die Topologien © auf X, die Verfeinerung einer vollstindig
regulidren Topologie ¥ C & sind, erfiillen (1)—(3). Die Eigenschaften
sind von der Regularitiat des Raumes unabhingig und sind schwicher als
die vollstiandige Regularitat und erst recht die Normalitat. Sie sind fur
Produktriume (Summenrdume) genau dann erfilllt, wenn sie fiir jeden
Koordinatenraum (Summanden) gelten. Sie sind hereditar.

Sarz 1. (X,S) sei ein lokal-kompakter, o-kompakter Hausdorff-Raum
und p ein von innen reguldres Borelmaf iber (X,R(R)). Dann sind fiir
eine Funktion f: X — R die folgenden Aussagen gleichwertig:

(1a) f ist Borelfunktion.
(1b) Zu jedem Be B,(®) = R,(R) mit g(B) < oo und jedem ¢ > 0 existiert
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eine kompakte Menge K C B mit p(B — K) < e und eine stetige
Abbildung f': X — R mit kompaktem Triger und f'(x) = f(x) fiir
xe K.

(1c) f ist f.ii. punktweiser Grenzwert einer Folge (f.);., von stetigen
Funktionen mit kompaktem Triger. (Dabei kann (f.);-. so gewdhlt
werden, daf (f.(x);., fiir alle xe X ab einem gewissen Index
konstant ist.)

(1d)  Es existiert eine Zerlegung von X in eine abzihlbare Folge (K,):.,
disjunkter, kompakter Mengen und in eine p-Nullmenge N e R(R),
derart, daf3 die Restriktion von f auf jede der Mengen K, stetig ist.

Zum Beweis der Aquivalenzen (1a)«<>(1b)<>(1d) sei auf die Literatur
verwiesen [1,2]. Man beachte, dall ein lokal-kompakter Hausdorff-Raum
vollstindig regulér ist und damit die Aquivalenten Bedingungen (1)—(3)
erfiillt. Fir einen os-kompakten Hausdorff-Raum gilt dariiber hinaus
BB) = RK). (lc) — (1a) gilt auch ohne Zusatzbemerkung. Zu zeigen
bleibt (1b) — (1c):

Es gibt eine Kette kompakter Mengen (K,):_,, so dafl jeder Punkt x
¢ K, innerer Punkt von K,,, ist und X = |z, K, gilt. Wegen (1b) gibt
es eine kompakte Menge L, C K, mit (K, — L,) < 27" und eine stetige
Abbildung f;: X — R, die auf L, mit f tlbereinstimmt. Weiter gibt es
wegen des Urysohn-Lemmas eine stetige Abbildung g,: X — R mit kom-
paktem Trager und g.(x) =1 fir xeL,. Mit f, = f.-g, erhidlt man die
gesuchte Folge. Denn ist xe L = liminf, ., L,, so gilt f,(x) = f(x) ab
einem gewissen Index. Weiter ist M = X — L p-Nullmenge. Denn wenn
eine kompakte Menge K C M mit p(K) > 0 existiert, so gilt wegen K C
Uz, Kern(K,) = X ab einem gewissen Index n’ fiir alle n>n" KC
Kern (K,). Sei s eine natiirliche Zahl mit 2-°** < g(K) und s > n’. Nun
gilt KN Ne, L, =0. Wegen K C K, fiir n >s folgt:

(K0 L) = (K- J&- L))

> uK) — 33 K, — L)

£

> uK) — 3,27 = p(K) — 271> 0.

n=s

Dies ist ein Widerspruch zu KN Mo, L, = 0. Das folgende Lemma
beschaftigt sich mit der Frage der Fortsetzbarkeit eines von innen
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reguléren Borelmafles, das auf einer Teilmenge eines topologischen Raumes
gegeben ist, wenn die auf der Teilmenge gegebene Topologie feiner ist als
die Spurtopologie:

LemMa. Seien (U, ©), (X,T) Hausdorff-Riume mit U C X und fiir
den Unterraum (U, %) von (X, %) gelte T, C ©. Sei & das System der
kompakten Mengen von (U, ©) und & das von (X,T). Dann besitzt jedes
von innen reguldre Borelmaf p auf (U, R(])) eine o-superadditive Fortsetzung
¢ oauf (X, R() in

{(A) =p;sup {(K): KC AN UA Ke 8}
fiir § = AeR(R) und ¢/(0) = 0.

Ist U o-kompact, so gilt RR) ={A N U: AecR®)}, und [ ist ein
Map; ist p zusdtzlich endlich, so ist ¢/ von innen regulires Borelmaf.

Beweis. Ist K ein kompakter Unterraum von (U, ®), also (K, Sy)
kompakter Hausdorff-Raum, so ist erst recht (K, <) wegen T, C &, ein
kompakter Hausdorff-Raum. Dann gilt aber bereits ©, = . Es folgt
K und damit R®) C R(Q). Da p von innen regular ist, ist o
Fortsetzung von p. 4/ ist monoton und positiv. Sei {4,:i=1,2,---} C
R(R) ein disjunktes Mengensystem und C, C A; N U kompakt mit g(C,)
+ 627" = /(A):

S HA4) <5 W) + ez = u(5 )+
<u(FA)+e.

Dies liefert die o-Superadditivitiat. Ist U ¢-kompakt, so gilt U = U, K,
mit K,eRQC 8, also UecR®) C R(R). Sei Ke, so folgt KN U=
U KN K. Wegen KN K,;e & erhdlt man KN UeR(®) und & C {K
NU: Ke &} C RR), also RK) Cc {A N U: AeR®)} C R(R). Dies liefert

K(5A) =5 4N U)=5uan ) =5 wA4).

Ist y endlich, so ist ¢ sogar beschrinkt und alle kompakten Teilmengen
von (X, ¥) besitzen daher endliches Mafl. Nach Konstruktion ist mit x
auch ¢’ von innen regulér.

Sarz 2. (X, %) sei ein topologischer Raum, der eine der dquivalenten
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Trennungseigenschaften (1), (2) oder (3) erfiille, p sei ein von innen
regulidres Borelmaf iiber (X,%B,(®)) und f: X — R.

Die folgenden Eigenschaften sind gleichwertig:

(2a) f ist Borelfunktion.

(2b) Zu jedem Be B,(R) mit w(B) < oo und jedem &> 0 existiert eine
kompakte Menge K C B und eine stetige Abbildung f': X — R mit
(B — K) < e und f(x) = f'(x) fiir xe K.

(2c) Zu jedem BeR(®) mit p(B) < oo existiert eine Folge (f,)7., von
stetigen Abbildungen f,: X — R, so daf3 f(x) = limf,(x) p-f. . fir
x e B gilt.

(2d) Zu jedem Be R(K) existiert eine Zerlegung von B in eine hichstens
abzdhlbare Folge (K,);., kompakter Mengen und in eine y-Nullmenge
Ne R(R), derart, daf} die Einschrinkung von [ auf jede der Mengen
K, stetig ist.

Beweis. Nach Voraussetzung ist (X, ) stetig und injektiv einbettbar
in ([0, 1], ©)*, wobei © die gewohnliche Topologie des [0,1] und % eine
geeignete Kardinalzahl ist. O.B.d.A. setzen wir X C [0, 1]* voraus. Sei
BeR&) und y(B) < oo. Dann gibt es eine os-kompakte Menge C mit
#(B — C) = 0. Die Einschrankung von p auf den von den kompakten
Teilmengen von C erzeugten Ring R, kann nach dem Lemma zu einem
von innen reguldren Borelmal p, auf den o¢-Ring %, der von den
kompakten Teilmengen von [0, 1]* erzeugt wird, fortgesetzt werden. Es
gilt dann

(10, 1) = p(C) = w(C) = 1(B) = pe(B) .

Damit ist dann Satz 2 eine Folgerung aus Satz 1, denn ([0, 1]%, &, uc)
erfiillt die Voraussetzungen des Satzes 1, wobei statt f: X— R nun
[o:[0,1]* > R mit fu(x) = f(x) fur xc€C und fix)=0 fir x¢C zu
betrachten ist. Satz 2 ist unter schwicheren Voraussetzungen als den
angegebenen nicht zu beweisen, denn:

Bemerkung. Genau dann gilt fir jedes von innen regulére Borelmaf
eines topologischen Raumes (X,%¥) (2a)«>(2b), wenn (X,ZT) eine der
Aquivalenten Eigenschaften (1), (2) oder (3) erfiillt.

Beweis. Es ist zu zeigen, daBl aus (2a)«>(2b) fiir jedes von innen
regulidre Borelmal} (1) folgt: Sei p, fiir a e X gegeben durch p (M) =10
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fir ae M und p (M) =1 fir ac M. Sei x,yec X und x#y. p=p, + p,
ist von innen regulidres Borelmal auf (X,®). Durch f: X— R mit f(x)
=1 und f(2) = 0 fiir z = x erhélt man eine Borelfunktion auf X. Mithin
gibt es eine stetige Abbildung, die x,y trennt.

Analoge Betrachtungen gelten fiir (2a)«>(2¢): Ist (X, ¥) ein topologischer
Raum, in dem jede kompakte Menge abgeschlossen ist, so gilt (2a)<«>(2d).
(2a) ist dann bereits Aquivalent zu

(2b*) Zu jedem Be B,(8) mit p(B) < oo und e > 0 existiert eine kompakte
Menge K C B mit (B — K) < e und f|; ist stetig.

Wie die abzdhlbaren, trivial topologisierten Rdume zeigen, braucht ein
topologischer Raum, der fiir jedes von innen regulire BorelmaB (2a)<>(2d)
erfiillt, nicht einmal T, zu erfiillen. Sei nun (X, ) bis auf eine Nullmenge
og-kompakt. Gelten dann die Voraussetzungen des Satzes 2, so ist jede
Borelfunktion p-f. i1.-Grenzwert von stetigen Funktionen. Es ist dann
also 8B,(!) Vervollstindigung der Baire’schen o-Algebra, d. h. der kleinsten
o-Algebra, bzgl. der alle stetigen Funktionen mefbar sind. Erst recht
gilt dann B,(®) = B,(T), wobei B,(T) die Vervollstéindigung von B(T) bzgl.
u ist.

Bemerkung. (X,T) sei ein topologischer Raum, g ein von innen
regulares Borelmaf} auf B(T). B} (T) sei die Caratheodory-Vervollstandigung
von B(¥) um lokale Nullmengen. gz sei die wesentliche Fortsetzung von
p auf BFR) C B(R). Ist dann in (X, B}(T),z) jedes pg-absolut stetige
MaB nach g differenzierbar, so gilt B¥(T) = B,(K).

Beweis. In (X,B}(X), z) gilt das Segal’sche Lokalisationsprinzip [4, 5].
Ist AeB,(R), so ist

- {B:Be?B;“(i)/\ V (Re R A uR) < oo ABC A mR)}

bedingtes o-Ideal summierbarer Mengen im Sinne von Segal. Da mit dem
Satz von Radon-Nikodym auch das Segal’sche Lokalisationsprinzip gilt,
wird i durch ein Le ®BXX) lokalisiert. Sei Me B(T) und p(M) < oo.
Aus Ke® und K M N (A A L) folgt /(K) = 0: Denn zu K N L existiert
ein Teti mit (KN L—1I)=0, da L i lokalisiert. Wegen I C A folgt
HENL—A)=0 und gKNL=pKNLNA) =pp)=0 Es bleibt
K N A zu betrachten: Wegen Ke & und A e B,(R) gilt K N Ae R, (R), der
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Vervollstandigung von R(R). Es folgt K N Aeiund damit z(K N A — L)
= 0. Damit erhilt man (K N A)=g(K N ANL)y=0 und insgesamt
HE) < p(KN A)+ p(KNL)y=0. Damit gilt aber auch g(M N A A L)
= 0 fur alle Me BH(X) mit g(M) < . A A L ist lokale Nullmenge und
es folgt A e BHT).
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