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63. Zur Theorie der algebraischen Korrespondenzen II.
Multiplikation der Korrespondenzen.

Von Kenkiti IWASAWA.
Mathematisehes Institut, Kaiserliche Universitat zu Tokio.
(Comm. by T. TAKAGI, M.1.A., Nov. 12, 1945.)

In dieser Note wollen wir die Multiplikation der algebraischen Korrespon-
denzen auf algebraischen Kurven definieren und einige Satze dariiber herleiten.
Der Multiplikatorenmodul und der Multiplikatarenring der algebraischen Kurve
sollen auch eingeftihrt werden. Die Bezeichnungen wie k, Py, Puy Piymy I'ty I's,
Iy ws.w. mogen dieselbe Bedeutungen haben wie 1m Teil 1°, wenn nicht das
Gegenteilige angemerkt wird.

Zuniichst fithren wir noch einige Bezeichnungen ein. Fiir eine irreduzible
Korrespondenz C auf I'y, und einen beliebigen Punkt ¢ in I'; definieren wir eine
Punkigruppe C®(a) in I'; mit

C®?(a)={b%; (a, ?*)e[(e)x I, C]},> falls Cxx(a) X I,
C®(a)=die Nullgruppe, falls C=(a) X I
Allgemein setze man flir eine beliebige Korrespondenz C=31,C; (C;: irre-
duzibel) auf I'y; und eine beliebige Punktgruppe Gy=Xpa® in I'y
CP(6)=Zap,0P(a®).
Analog definieren wir C°(b) baw. C™®(Gs) fir einen Punkt b bzw. eine Punkt-
gruppe G: in I's, Es gilt dann offenbar
CP(G1)>0%(G1), CV(Gr)~>O0(Gs),
wenn man G,(i=1, 2) m G; spezialisiert.
Nun beweisen wir den
Satz 1. Es gilt fiir jeden Punkt @ in I
C®(a)=D(a)
genau dann, wenn die Korrespondenzen C, D bis auf Korrespondenzen der Form
€a®) X I'; mit einander zusammenfallen. Analoges gilt fiir O, D,
Beweis. Es sei
=Ly, D=3p;D;
und es gelte fiir einen allgemeinen Punkt & von I'y
ZA0P(8)=Zu;D(E).

1) Zur Theorie der algebraischen Korrespondenzen I, Proc. Imp. Acad. Jap. Vol.
(1945), zitiert im folgenden mit I.

2) [C, D] bedeutet die Schnittpunktgruppo voh C, D, vgl. I. (a; E) bedeutet die
Menge von a, swelches die Eigenschaft E besitzt.
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Wenn C; nicht die Form (a®) x I's hat, so wird C; nach Satz 3 in I durch
CP(§)=[(8) x I';, C;] eindeutig bestimmt. Dasselbe gilt patirlich auch fiir
D; und daraus folgt offenbar die Behauptung.

Nun sei I'; eine singularititenfreie irreduzible Kurve in einem n-dimen-
sionalen projektiven Raum P, tiber k. Wir setzen

Pyp=P,x P,, P, ,=P,xP,
D= 1XIsy Feg=I:xT"

Fiir eine beliebige Korrespondenz C=C;s auf I'js und ein D =Dy; auf I's; wollen
wir eine solche Korrespondenz E=E,; auf I'y; suchen, so dass es fiir beliebige
Punkte @, ¢ in I’y bzw. I'; immer

1) ER(a)=DR(CRa)), EP(c)=Ci2(DF(c))
gilt. Es gibt, wie wir zeigen werden, eine einzige solche Korrespondenz Ei; und
wir heissen diese Korrespondenz das Produkt von C und D:

Ei3=Cpe X Dy
Die Eindeutigkeit folgt ohne Weiters aus Satz 1. Beim Beweis der Existenz
kann man C, D als irreduzibel annehmen, denn fiir allgemeine C=J3A.C;, D=
;D hat man nur zu setzen
E=CxXD=23uCix D),
wenn C;XD; schon bestimmt ist. Wenn eines von C, D ausgeartet ist, so
konnen wir ohne Weiters ein solches /' angeben. Z.B. setze man fiir C=1", X (b)
E=CxD=3(Ix(c?)),
wobei ¢ alle Punkte in D®(3) durchliuft. Man bemerke dabei, dass £ in
diesem Fall immer nur aus ausgearteten irreduziblen Korrespondenzen besteht
und dass in gewissen Fallen die Nullkorrespondenz @, auftritt; es gilt z.B.
(@)% I's) X (e X (¢)) =05

'Wir nehmen also an, dass C, D beide irroduzible nicht ausgeartete Korres-
pondenzen sind und beweisen die Existenz von E=C x D. Wir bezeichnen mit
f(z, y, w)=0 diejenige Hyperfliiche in P,, .., die C mit einem allgemeinen
linearen Raum L{”, X LY » verbindet und mit g(u, z, v/)*=0 die Hyperfliiche
in Py, ., die D mit einem ebensolchen Raum I, X L;®) verbindet. Es gilt
dann

a B
[1112, f('U, Y, u’)] =O+‘E';lio‘) [P“A) g(x’ Y "{)] =D+j§!”jDi)

wobei C:(1=2), D;(j=2) jé von L X LY » bzw. L, _s X L, abhiingige irre-
duzible Korrespondenzen sind.® Wir schneiden nun in P, die Hyperflichen

3) Vgl L. Wir beseichnen die Unbestimmten in P mit 2=(2y, 25, ..., 2u).
4) Vgl L
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J(=, y, W )=0, g(y,-2, ¥)=0, wobei f, g als Form von y betrachtet werden
sollen, mit der Kurve .. Es sei

(2) LI, f(x, y, v/ )]= {’703; 2=1,..., 7},
[['2) 9(% Z, '”’)] = {’I,Gn;/"‘=1r") 8}'
Mit normierten Koordinaten gilt dann®

] T
Tf(a, /%, W) =ITg(x®, 7, )
w= -

und dies ist eine Form von z, z, welche wir mit A(z, z, w') bezeichnen wollen.
Es sei E' der von L X LY., L2, x L%, unabhiingige Teil von [y, h(z, 2,
/)] und E' der Rest:

[T, b2y 2, )] =E' + E".
Wir wollen nun aus der Annahme, dass [I'"is, k(2, z, w')] eine ausgeartete irre-
duzible Korrespondenz enthilt, einen Widerspruch ableiten. Xs sei also z.B.
(e X I'sin [Ty, k2, 2, w')} enthalten und es gelte #™®—>7™ bei der Speziali-
sierung 2>ao’. Es gilt dann

hia', z, W)= g(n™®, z, )
und eines von g(#™,z,v")=0 muss I'; enthalten, d.h. eines von (5™ X I's)
muss in [ s, g(y, 2z, v')] liegen, was aber unmoglich ist, wie wir in I bemerkt
haben. [y, (2,2, )]=FE’+ E"” cnthilt also keine ausgeartete Korrespon-
denz und folglich wird nach Satz 1 durch das Bild E'®( &) + E"®(£) von einem
allgemeinen Punkt § von I, vollig bestimmt., E'®(§) ist dabei offenbar von
LP:x L4, L®; x L™, unabhiingig, wihrend jeder Punkt von E®( &) wirklick
von einem solcher Réume abhiingt. Wenn nun 5™ bei der Spezialisierung 2—> &
relationstreu in *® tibergeht, so ist

[Is, f(e9 Y 'u")] = {7).0‘);1=1;"°7}’ h(§, Z, 'w'):IIg(W*(D, 2z, v

Xs gilt andererseits nach Satz 4 in T

EO(E)+ E'O(8)=[I'n, h(, 7, w)]®(E) = {{;(§, {Ne[(§) x I,
W@, 2, W' )]} = [I's, h(§, 2, w')],
ebenso
(s, 9Cy, 2, VI1P(*P) =T, g(5*®, 2, )],
(e, f(z, y, W1 =T, f(E, y, w)].

Es folgt also
E(&)+E"(8)= [, 1§, 5 w/)] =[Is, Hg(n*®, 2, )]

5) Vgl. W.-L. Chow, Die geometrische Theorie der algebraischen Funktionen fiir
beliebige vollkommene Korper, Math. Amn. 114 (1937).
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T T
=ZL0w 9P, 2 DI=Z[T= oy, 5 DIVG)

T
=[T's, 9(3 % V)1 n**)

=[x, §(y, 2, V)I®([T'Hf18, gy, w)])
= [I's, 9(y, 2, v )1®([Ie, f(=, ¥, ¥ )]19(€))

= (D+ZnD)O(C+ZACO™E)-
Mithin haben wir
(3) B8+ E"™(E)=D™(CVE) + ZADV(OPEN + ZmDPOVEN)

+ 2 20mDPCRED.

Offenbar hiingen die Punkte in D®(O®(&)) nicht von LR X LY s, L X L,®
ab. Wir zeigen nun, dass jeder Punkt von D®(C{?(£)), DP(C™(£)), DS(CP(E))
von einem solcher linearen Riume wirklich abhiingt. Z.B. nehme man einem
Punkt {*> in D®(C{P(§)). Nach Konstruktion gibt es einem Punkt 5*™®, so
dass (€, 9*™) ein allgemeiner Punkt von C; und, (#*®, {*) ein allgemeiner
Punkt von D ist. (&, *®) und »*™ hiingen also nicht von L, X L,%} ab,
wihrend (5*™®, {*>) wirklich von diesemm Raum abhingt. {*’ muss folglich
von L, x L,%} abhiingen. Aus (3) erhilt man also

E'®(&) = DD(C™HE)).
Genau s0 beweist man

E®(L)=0(D™(E)
ftir einen allgemeinen Punkt ¢ in I's, E'=F gentigt also der Bedingung (1).
Zusammenfassend haben wir

Satz 2. Fir beliebige Korrespondenzen C, D auf I'ys bzw. I'ss gibt es eine

und nur eine Korrespondenz E auf I'y;, so dass es fiir beliebige Punkte a, ¢ in
Iy baw. I

E(a)=D®(C®a)), E(c)=C"(D(c)
gilt. Wir nennen FE das Produkt von C und D:
E=CxD.

Wenn eines von C, D nur aus ausgearteten irreduziblen Korrespondenzen besteht,
go gilt dasselbe auch fir £=CX.D und wenn C und D keine ausgeartete Kor-
respondenz enthalten, so enthiilt auch E=C X D keine solche Korrespondenz.

Nun bildet bekanntlich die Gesamtheit aller Korrespondenzen auf [M.=1"
X I's einen -Modul, den-Korrespondenzenmodul (I, I';) von Iy, I's In
€(I, I's) erzeugen die Korrespandenzen der Form (a) X I's baw. I'y X (b) je
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einen Teilmodul ‘a:(['b Ps) bzw. a,(l",, I'g). Die Summe von ¥, (I‘-l, I’z),
Ne(I, I's) bezeichnen wir mit A(I", I';). Ebenso erzeugen alle nicht aus-
geartete irreduzible Korrespondenzen einen Teilmodul G(I, I's). Es gilt
offenbar die Zerlegungen in direkte Summen:

(I, I':)=@(I, )+ A, Ie),
sl(['l,['z):ﬁ (I',I’s)+’llg(1"'., Pz)-

Diese Moduln haben ersichtlich birational invariante Bedeutungen, d.h. das Bild
von einem solchen Moduln, z.B. das von ®(I", I';) bei einer birationalen
Transformation, welche I'e=I"yX % auf I's=I'1xI; abbildet, fillt mit
S(I, I'?) zusammen, Wir bezeichnen ferner den von 9 und von der Korre-
spondenzen der Form [I'ss, f(z, y,v')] (f(=,y, u')=Dbeliebige Form tiber k)
erzeugten Teilmodul mit ¢ (I'y, I';) und den Restklassenmodul §( Iy, I':)/
N (N, Te) mit Wy, Is). Wy, I'e) nennt man den Multiplikatorenmodul
von I's, I's. Dass $(I"s, I's) und somit auch R(T", ') birational invariante
Moduln sind, sieht man unmittelbar aus Satz 6 in I ein.

Spiterer Anwendung wegen schalten wir hier einige Hilfssiitze ein.

Hilfssatz 1. In jeder Restklasse von QI (I',, I':) gibt es eine solche
Korrespoodenz

C=3C,

welche folgende Bedingungen erftillt:

i) C; sind von einander verschieden,

ii) der allgemeine Punkt (§°°, ) von C; ist so beschaffen, dass k(§®, )
Jk(§%) separabel ist,

iii) €. (4=1, ..., @) fallen mit keiner von den von vornherein angege-
benen endlichvielen irreduziblen Korrespondenzen D; (j=1, ..., 8) zusammen:
CaxD; (i=1, ..., &, j=1, ..., B).

Beweis. XEs sei C* eine beliebige Korrespondenz in einer Restklasse von
(T, I's) und € ¢in allgemeiner Punkt von I';. Wir wihlen eine Punkigruppe
G={b?; p=1, ..., v} in I': mit gentigend grosser Ordnung v, Wir nehmen
an dass jedes b in k liegt und dass die Ordnung 8 von G+C*®(§) zu p prim
ist. 'Wir bezeichnen mit A4, die allgemeine Punkigruppe der Vollschar der mit
G+ C*®( &) squivalenten effektiven Divisoren und setzen

Ay+ B=[T, 29(y) +hg:(y) + ... +2:9.(3D],

wobei B einen geeigneten festen Divisor und g.(y) Formen in k(&§)[y] bedeuten.
Wenn 9 geniigend gross gew#hlt ist, so folgt nach dem Riemann-Rochschen Satz,
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dass A, genan der von & abhiingige Teil von [I's, JAgiy)] ist. Nach dem
verallgemeinerten Satz von Bertini® sind also die Punkte o*° (u=1, ..., 8) von
4, einander konjugiert iiber (&, 2) und fallen je p° zusammen, falls der Ex-
ponent von k(&, 2, n°),/k(&, 2) p° ist. Da aber § zu p prim ist, so folgt p°=1,
d.h. dass ™ alle voneinander verschieden sind. Durch geeignete Spezialisierung
2> 2" (Xek(€)) kann man also eine Punktgruppe A, erhalten, welche aus von-
einander verschiedenen, tiber %(£) algebraischen Punkten ®(u=1, ..., 8) besteht.
Da
GC+C*®()= A"

ist, gibt es andereseits Formen @,(y), @:(y) von demselben Grad in £(§)[y],
so dass

[T o)) +G+C*(E) =[I', p(y)] + A
gilt. Folglich gibt es zwei Formen &\ (z, y), @«(%, y) in k[z, y], welche die-
selben Grade in 2 und ¥ besitzen und

(5 9) _2(Y) rroge G +C*P(&)=[F;, D€ Ay
(%, v @(3/),[ 2 (:?/)]'i' + (&)=[Fs P&, y)] +

erfiillen. Setzt man also
T
c=cC* +2"II‘1 X (b(”) + [I'ey Dy(x, ?/)] ~ [y, Po(z, ?/)];
-

8o liegt C in derselben Restklasse in (1", I":) wie C* und es gilt

4) CP(&)= A= {9®; p=1,..., 8}.
Liasst man aus C irreduzible Korrespondenzen in X, (I'y, I's) weg und bezeichnet
den Rest wieder mit C, so bleibt (4) noch giiltig. Da aber ® alle voneinander
verschieden sind, so folgt hieraus, dass die Bedingungen i), ii) erfiillt sind. Man
bemerke dabei, dass ein (£, #®) einen allgemeinen Punkt einer in C enthaltenen
irreduziblen Korrespondenz darstellt. Spezialisiert man 5™ ausserdem so, dass
7 mit keinem Punkt von D§?(§) zusammenfillt, so wird auch die Bedingung
iii) erfallt.®

Hilfssatz 2. Es sei C bew. D eine Korrespondenz auf I'y; bzw. I's,, Wenn
Cin R(I'y, I's) oder D in I, I's) liegt, so liegt CX D in R, I's).

Beweis. Man hat offenbar den Satz nur in dem Fall zu beweisen, wo C eine
nicht ausgeartate irreduzible Korrespondenz auf Iy ist und D=[I"s, gly, z, v')]
mit einer geeigneten Form g(y, z, v/) gilt. Es sei (&, %) ein allgemeiner Punkt

6) Vgl lLc. 5).

7) G==F bedeutet, dass die Punktgruppen G, F iqujvalent sind.

8) Dieser Hilfasatz lisst sich auch arithmetisch bewiesen, vgl. M. Deuring, Arith-
metische Theorie der Korrespondenzen algebraischer Funktionenkdrper II, Crelle’s Jour.
183 (1940). Siehe auch eine spitere Abhandlung des Verfassers.
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von C und
O2(E)= (5}, n=n.
F(§ 2)= ]?I 9P, z,v') ist dann offenbar eine Form in k(§)[z]. Durch
geeignete Normierung von %> kann man sogar erreichen, dass es in k[, z] liegt.
Wie oben oft gezeigt worden ist, gilt dann fiir E=[I"s, F(2,2)]
EP(&)=D(C®(€))=(C x DYV(&).
Nach Satz 1 ist also
E=CxD mod W([, Iy

Aus Ee $(Iy, I's) folgt dann Cx D € (I, I's), wie behauptet wurde.

Wir beweisen nun den folgenden wichtigen

Satz 3”. Eine Korrespondenz € auf I'ys liegt dann und nur dann in ¥,
I's), wenn fiir beliebige Punkte @, @’ in I'; immer

(3) C®(a)=0(a")
gilt. Man sagt in diesem Fall, dass C die Wertigkeit Null besitzt'®, Es gilt
dann fiir beliebige Pankte b, ¥ in I's immer

(6) CO(B)=CO(¥).

Beweis. Wenn C in U( I, I's) liegt, so gilt offenbar fiir beliebige Punkts
a, o' in I'y

C®(a)=C?(a")
und wenn C=[I'ys, f(2, ¥, u')] ist, so ist
C®(a)=[TI", f(a, y, w)=[I", f(d,y,4')]= C®(a")

Daraus folgt, dass (5) fiir eine beliebige Korrespondenz in (I, I':) gilt. Nun
sei umgekehrt C eine Korrespondenz in (I, I':), fiir welche (5) gilt. Naeh
dem eben Bewiesenen kann man C durch eine andere Korrespondenz ersetzen,
welche in der Restklasse von C in SR(I", I';) liegt, ohne die Gtiltigkeit von (5)
zu verletzen. Nach Hilfssatz 1 kdrmen wir also annehmen, dass C die Bedin-
gungen i), ii) in demselben Hilfssatz erfiillt. Nun gibt es nach (5) eine Schar
G =2g(y) + 119:(y) +-.. +2.9.(y) tiber k, so dass fiir einen beliebigen in
k liegenden Punkt @ auf I'; immer

(7) C®(a)+B=[TI%, G(ia), )], B={b"; p=1,..., B}

9) Dieser Satz entspricht Satz 8, 8 in M. Douring, Arithmetische Theorie der Kor-
respondenzen algebraischer Funktionenkorper I, Crelle’s Jour. 177 (1937). Deuring hat
diesen Satz aus seiner Sitzen 7, 7 abgeleitet, welche eine Verallgemeinerung des klassischen
Additionstheorems (nebst Umkehrung) bilden. Man siehr aber leicht, dass auch umgekehrt
das Additionstheorem nobst Umkehrung (Satz 7, 7) sich aus unserem Satz 3 unmittelbar
ableiten ldsst. Der Zusammenhang der Denringscben arithmetischen Theorie mit unserer
geometrischen Theorie soll in einer spiteren Abhandlung ausfiihrlich dargestellt werden.

10) Vgl. z.B, Severi-Lifller, Vorlesungen {iber algtbraische Geometrie, Berlin (1921),
S. 162. Aligemcine Wertigkeitskorrespondenzen werden wir nachher untersuchen,
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gilt, wobei 2(a) eine geeignete Spezialisiernng von 4 und B eine feste Punkt-
gruppe in k ist. Da aber die Dimension einer Vollscher bei der Korperer-
weiterung k(§)/k des Grundkorpers k invariant bleibt, so gilt (7) anch fiir einen.
allgemeinen Punkt § von I'i. Setzt man also
COCE)= (4P p=1,-.., al,
80 besitzt das lineare Gleichungssystem
()  GAE), ")=a(E)9(n®) + W(E)g(n®) +... +4(E)9.(nP),
p=L,...;a
mindestens eine nicht triviale Lisung A(§)=(A«(£), (&), ¢ee, 4(§)) in K=
ECE 9™, ..., ). Nach Voraussetzung ist K eine separable galoissche Erwei-
terung von k(&) und das Gleichungseystem (8) ist ersichtlich invariant gegeniiber
den Galoisautomorphismen von K/k(§). Durch Spurbildung kann man alse
eine Losung in k(&) erhalten. Es gibt also Formen i(z) =(4(2), 4 (), ...,
2{(x)) in k[z], so dass G(A(%), y) fir =§, y=n verschwindet und
C®(&) + D®(&)=[TI", G(A$), )] mit D= 3T x (b®)
gilt. Daraus sieht man sofort, dass C mit [ I, G(4(2), y)] bis auf Korrespon-
denzen in A( I, I's) tbereinstimmt, folglich in (I, I'y) liegt, w.z.b.w.
Nun seien I'y, I'; birational dquivalent. Wir konnen also annehmen,
P,=P,, I'=I:=TI.
Wendet man nun Satz 2 auf I'y=Is=Is=I" an. so sieht man sofort, dass
@', I') in diesem Fall einen Ring bildet: den “ Korrespondenzenring ” §(I")
von I'. Es ist auch leicht zu sehen, dags G(I")=@E(I", I") einen Teilring und
A=A 1), X(D)=NUNT), A(I)=U([1I") sogar Ideale in
6(r) bilden. Es gilt dann z.B.
C(r)/A)=E(I).
Aus Hilfssatz 2 folgt ferner, dass R(I")=R(I", I') auch ein Ideal von (")
ist. Der Restklassenring (") =T(I", I) nach diesem Ideal nennt man den
¢ Multiplikatorenring ” von I'". Mt(I") oder allgemeiner (™, I's) bildet eine
Verallgemeinerung des Rings oder Moduls der klassischen komplexen Multiplika-
tionen von I" oder von I'y, I's'. Die Struktur von (™) sull in einer spiteren
Arbeit ausfiihrlich untersucht werden.

11) Vgl. M. Deuring, l.c. 9)



