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Institut Math6matique, Universit6 Impriale de Tokyo.
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Kanritsu-Musen-Kosyuzyo, Tokyo.

(Comm. by S. KAKVA, M. L A., Apr. 12, 19.)

2. Collinations anes.
Prenons un espace An h n dimensions h connexion affine Io et consi-

d6rons, dans cet espace, une transformation infinitsimale

(2.1) x + (x)t,
qui dplace chaque point (x ) de l’espace un autre point (x ) infiniment
voisin de (x ).

Nous avons vu, dans le Chapitre pr6cdent), que la connexion affine F
a

subit, pendant cette trsformation infinitsimale, un changement donn par

(2.2) Dr [( + ." ); + R.. ] t,
off S. et R., d&signent resptivement le tenseur de torsion et celui de

courbure de l’espace, soit,

(2.3) Sa.. F-- T,
(2.4) R.= T,.-- =.+ FF=.-- I
la virile et le point-rle reprsentant respectivement la drive partielle
et la d6rv6e covariante.

Nous appellerons l’espace d6form6 l’pace dont la connexion affine
est d6finie p

Ce]a aLcosids u veur cotrevara u ds A.. Sa
covaiae par appo ]a comzexio ae t doe pa

d+ d
Or, le vecteur correspondant de l’espace d6form6 est donn6 par

t- v + Dv

Dv [= v; =- .= )= ] 3t,

1) K. Yano" Quelques remarques sur les groupes de transformations dans les espaces
connexion linaire I. Proc. ZZ (1946), 41--47.
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et sa drive covariante par rapport la connexion aine dforme F est
donne par

d-v + Fv dx
d’ou

v + tJ D v + (Dr)v dx

D’autre pt, le vteur copondant a de l’espace d6form6 est donn6
par

dv =v+DBvs.
Les vecteurs 7] et Oa coincident parce qu’on a

(2.5) D3v 3Dr (DF) v dx

comme on pent le v6rifier facilement.
Les relations

3v + Dv
nous montrt que si un vteur v se dplace par le para111isme dfini

par ta connexion F de l’pace original, le vteur d6form a se dplace
par le para111isme dfini par la coexion ane d6form6e de l’pace d-

form& Ce fair peut &re utilis pour dfinir la variation

Si, le vecteuT v se dplacant paralllement par rappo fi la connexion

ane originale F,, le vteur dform * se dplace aussi parall&lement par

rappo h la mme connexion F, nous dirons que l’pace An admet une

collination ane infinitsimale (2.1). Donc, on a le

Thorme 1: La coition ncessair et suante ur que l’espace ad-

met une collimation ane infinitsimale (2.1) est que 1’on air

0.

D’autre part, les 6quations (2.5) nous donnent le

Thdorkme 2" condition, ndcessaire et susante pour que l’espace admette

u collindation ane infinitdsimale (2.1) t q op(rateur D de la drive de
Lie et celle r de la drive covariante soient dchangeable.

Cela grant, dans le cas d’un espace connexion affne sans torsion, on

peut donner deux th6ormes qui caractgrisent la collin6ation ane infinitsi-

male. Nous d6montrerons d’abord le

Thorkme 3" Pour qu’un espace d connexion ane.sa torsion admire une

collination ane infimtsimale (2.1), il faut et il sut que la dformation in-

finitsimale (2.1) change chaque path de l’espace en un autre path ifiniment

1) E.T. Davies: On the infinitesimal deformation of a space. Annati di Mat., 1.2

(1933-1934), 145-151.
2) K. Yano: Sur la th6orie des d6formations infinit6simales. Journal of the Fa-

culty of Science, Imperial University of Tokyo, (sons 1:re,e).
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voisin, les paramtres affines des deux paths tant lis par une transformation
affine.

En effet, si un espace admet une cotlination affine infinit6simale, cette
transformation infinit6simale conserve routes les propri6t6s affines de l’espace.

Donc, elle dolt d6p]acer chaque path de l’espace en un autre path infiniment

voisin, tes paramtres affines des deux paths 6tant li6s par une transforma-
tion affine.

Inversement, supposons que la d6formation infiait6simale (2.1) d6place
chaque path de l’espace en un autre path infiniment voisin de l’espace,, les

paramtres affines des deux paths 6taat lies par une traasformation affine.

Soient x x (s) les 6quatioas d’un path arbitraire, s 6tant un paramtre af-
fine, alors on aura

3x dxa dx dx(2.7) 3s ds2 + F,, ds ds O.

La courbe d6plac6e ,x (s) + (x(s)) 3t 6tant aussi un path, d6signons

par s son param6tre affine, alors on a

s=as+b.

Diff6rentiant (2.1) par rapport s, oa trou,ve

(.8) d dx
ds- (o + 3t)

et

(2.9)

d2
d

Or, les courbes () et x (s) 6tant toutes les deux les paths de l’espace,
on doit avoir

dx dx =0.(DF) as
Ces 6quations tant valables pour n’importe quel path, on en d6duit

D F= 0,
donc, l’espace admet la collin6ation affine infinit6simale (2.1) et notre th6o-
r6me est demontr&

Cela 6tant, nous allons d6montrer ensuite le
Thdoreme 4" Pour qu’un espace d connexioff ane sans torsion admette une
collimation affine infinitsimale (2.1), il faut et il suffit que la d$formation in-
finitdsimale (2.1) change chaque conique anel de l’espace en une autre conique

13 K. Yano et K. Takano- Sur les coniques dans les e.spaces connexion atfme ou
projective, I, II. Proc. 20 (1944), 410-417, 418-424.
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affine infiniment voisine de la premiere, les paramtres affines des deux coniques
dtant lis par une transformation affine.

En effet, si un espace admet une collination affine infinitsimale, cette

transformation infinitsimale conserve toutes les proprits affines de l’espace.

Doric, die dolt dplacer chaque conique affine de l’espace en une autre coni-

que affine infiniment voisine de la premiere, les paramtres affines des deux
coniques affines tant lis par une transformation affine.

Inversement, supposons que la dformation infinitsimale (..1) dplace
chaque conique affine de l’espace en une autre infiniment voisine de la pre-

miere, les paramtres affines des deux cniques tant hs par une transfor-
mation affine. Soient x (s) les quations d’une conique affine arbitraire,

s tant un paramtre aifine,, alors, on aura
x dx(2.10) + k ds O,

ot k est une constante reprgsentant la courbure de la conique, et -3--- dg-

signe la dgrivge covariante de s le long de la courbe.
Or, on sait clue

d- a ds

En drivant la deuxime quation par rapport A s, on trouve

d 2 1 32x dx" 1 d x
d ’"’ 3s"- ds + - (r + 3t) ds 3s"-

1 dx dx dx"
+-d(D-)’ ds ds ds

2 dxt- -d (D F) d2x
ds ds

d’o6

1 (D r[);.+-dr sss
Or, les courbes () et x (s’) 6tant toutes les deux coniques affines, on a

3 d x dx
3 k d et ,3sz k ds

Donc, en les substituant dans (2.11) on trouve.d (+ a dx a 3’Zx, dx ,.,)a dx’ dx" dx"
--a -=--k ,,rt) + 3 (D I’,) 3s as + (BY ds ds ds

Comme ces relations doivent tre valables pour n’importe quelles valeurs
dxa oxde -- et #,,, on en dgduit

ak- k 0 et D F,v 0.
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Donc, l’espace doit admettre la collindation affine infinitdsimale (2.1) et

notre thdorbme est d6montr6.
Cela 6tant, consid6rons un espace connexion affine /’ avec torsion ad-

mettant une collindation affine infinitesimale. Si l’on choisit un systbme de

coordonn6es dans lequel on a Ol, les dquations (2.6) se rdduisent aux

XF F,I-: 0,

ce qui montre que les composantes , F (xa) de la connexion affine sont

indd.pendantes de la variable x dans le systme de coordonndes. Donc, si

respace h connexion affine admet une collineation affine infinitsimale, il ad-
met un groupe de collinations affnes h un paramtre engendr par cette
collindation affine infinitdsimale. Par consequent, on ale
Thorme 5) Pour qu’un espace d connexion affine admette un grouse de cob

linations affines dun paramktre, il faut et il suffit qu’il existe un systme de
coordonn$es clans lequel les composantes de la connexion soient indpendantes

d’une des coordonnes x
Ce!a gtant, considgrons, dans l’espace connexion affiiae, r transforma-

tions infinitdsimales
a x + 3t (a, b, c =1,2,..., r)

indpendantes les unes des autres. Alors, on aura
l 2)(2.12) (Xt, Xc T’

oh Xbc ddsigne le symbole ddfini par le vecteur

c;a c b;

Donc, on a le

Thoreme 6: Si Xaf sont les symboles de r groupes de collindations affines
un paramtre, (Xb Xc )f sour aussi les symboles des groupes ,.de colh;udations af-
fines d un paramtre.

Si Xaf sont les symboles d’un ensemble, compet de ,r groupes de collina-
tions affines un paramtre, on a

et par consequent, on trouve, de (2.12),
(2,13) (Xb Xc ) 1" Cbc Xa F,
Th2oreme. 7: Si Xaf sont les symboles d’un ensemble complet de r groupes de

collindations affines d un paramdtre, l’es Xaf sont les symboles d’uu groupe de

collindations affinas r paramtres.
Cela &ant, nous allons considrer les conditions d’intgrabilit des dqua

1) L.P. Eisenhart: Non-Riemannian Geometry. Coll. Publ. Amer. Math. Soc., Vol. 8;
Continuous Groups of Transformations. Princeton Univ. Press, (1933.

2) Voir la premiere Pattie de cette Note dja circe.
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tions

(2.14) Xrv (@; + S. , @’); + R. . @" 0.
D’abord, des dquations

XSa.,,,, X(I--XR.. (D ,) (D ) , + (D )S. .,
on dduit

XS., 0, XR.. 0.

Ensuite, des quations

X(R.. ) (XR..); R.,. (D)- R.,,

R.. (D F$) R.(D F.,),
on dduit

X(S ; ) 0, X(R . ) O,
ainsi de suite. Pr consequent, on a le

Tkoreme 8: Pour q’u espace connexion ane admette un groupe Xf de col-

Hnatios a:nes, il faut et il su:t qu’il admete groupe de transformations
qui cosere le tese#r de torslo, le teser de courbure et ses drides coari-
ates sccessives.

Cela tant, nous aIlons considrer les conditions d’intahil t compIte
des quations dffrentieII

Les conditions d’intabilit c,ompIte de c quations sont donnes par

xs, $ s.,,; ,., s.,+ . s., + . s. ,= 0,

d’o

S. O, R.. O.
Donc, I’epace coaion an doi e rSduire n epace ane

0 nous donnent

=a +a x,
par cons6quent, le grope de colli6ations an est le oupe gn6ral
n(n+ 1) paramtres. Par consequent, on a le
Thor 9 Pour qu’un espace d connexion ne admette un groupe de col-

linations d’ordre maximum, il faut et il sut que l’esa se rduise un es-
pace ane ordinaire. Dans ce cas le grouse est le gre lintaire gneral:)

1) L.P. Eisenhart: Contonuous Groups of Transformations, loc. cit.


