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BEITRAGE ZUR THEORIE DER ANALYTISCHEN
DIFFERENTIALE UND FUNKTIONEN

Herrn Professor Ytsaku Komatu zum 60. Geburtstag gewidmet

VoN YUKIO KUSUNOKI

Die quadratisch integrierbaren Differentiale auf offenen Riemannschen
Flachen sind seit Nevanlinna [4] weitgehend untersucht worden. Wir werden
hier die exakten oder semi-exakten analytischen Differentiale von der Form fw
betrachten, wobei f eine analytische Funktion und w ein analytisches, quadratisch
integrierbares Differential angibt. Dass solche Differentiale fw mit nichtkons-
tanten Funktionen f existieren, folgt aus allgemeinen Existenzsidtze von Gunning-
Narasimhan [1] und Kusunoki-Sainouchi [3], und zwar gibt es auch diejenigen,
die nicht quadratisch integrierbar sind (vgl. Nr. 4). In der fritheren Arbeit [3]
haben wir fiir die Differentiale von der oben erwédhnten Form die Perioden-
relationen und seine Anwendungen gezeigt. Wir werden im folgenden einige
Eigenschaften iiber diese Differentiale und ihre Klassen (Fréchetsche Réiume)
aufstellen, die sich mit der Wertverteilungslehre der analytischen Funktionen
beriihren.

§1. Anwachsen der Nullstellen analytischer Differential mit
endlicher Norm.

1. Es sei R eine offene Riemannsche Fliche. Wir werden zuerst auf R eine
Koordinate festlegen, die die dhnliche Rolle wie Polarkoordinate in der Ebene
spielt. Es sei {R,} (n=1,2,--+) eine regulidre Ausschopfung von R, so dass jeder
Rand 9R, aus endlich vielen analytischen Jordanschen Kurven besteht und R—R,
keine kompakten Komponenten besitzt. Es sei %, die harmonische Funktion auf
R,—R,_,, so dass u,=0 auf dR,_, und u,=p, (Konst.) auf dR,, wo g, (harmo-

nischer Modul von R,—R,-;) so gewdhlt ist, dass Lm *du,=27. Nun setzt man
n—1

uD)="S ptu D), PR Rucy (1=1,2, )

#R: ngl ﬂn ’
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~

S0 ist j *du=2m, 0=c<pg. Dabei ist u nicht immer stetig differenzierbar auf

u=c

0R,, aber *du wird ldngs 0R, mit —%j—ds (v: ausseres Normal) definiert. Die

Funktion v:f *du ist eindeutig auf jedem ldngs der Flusslinien *du=0, die die

kritische Stellen passieren, geschnitzten Teil von R,—R,., n=1,2,-), und u+w
dort eine Lokalkoordinate gibt.

Es ist bekannt, dass R parabolisch ist dann und nur dann, wenn pr=-co
fiir eine reguldre Ausschopfung (vgl. Sario-Noshiro [6]).

2. Es sei ¢p=¢(2)dz ein meromorphes Differential auf R und n,(x, 0) die
Anzahl der Nullstellen, n,(x, c0) die Anzahl der Pole von ¢ auf dem Gebiet
Q,=02,UR, (0=x<pz), wobei jeder Pol oder jede Nullstelle nach der vorkom-
menden Mehrfachheit zu zdhlen ist und 2,={p|0<u(p)<x}. Man bezeichne
e(x) (=—ny,+n,—n,) die Eulersche Charakteristik von ,. Dann hat man nach
dem Gauss-Bonnetschen Satz (oder Argmentenprinzip)

1) ny(x, 0)—ny(x, oo):Z—ln_ %juleog | p(u+1) | dv+-e(x)

fir jeden x<(0, ¢g), so dass die Niveaulinie u=x keine Pole und Nullstellen von

¢ enthdlt und xii}lyz (n=1,2,---) (vgl. Nevanlinna [5]). Man bezeichnet
Ny(x, a):f In!,,(u, a)du , a=0 oder oo,
0

E(x)=( :e(u)du .

Wir haben dann aus (1) durch Integration die folgende Beziehung :
Fiir alle x=(0, pg)

2) Ny(x, 0)—Ny(x, 00)=—21?f B log |p(u—+1v)| dv+E(x)+k
wo kz—%{juwloglgo]dv unabhdngig von x ist,

3. Im folgenden werden wir nur reguldr analytische Differentiale auf R
betrachten.

Satz 1. Fiir jedes reguldr analytische Differential p=¢(z)dz (#0) auf R

®) L[ "(Nytw, 0)— E(w)du-t—- log x=log gl g,+0()

fiir x (0, ), wo gl =[] Iputw)|*dudv.
Diese Beziehung folgt in der Tat aus (2) unter Integration tiiber (0, x)

und zweimal Anwendungen der bekannten Ungleichung —i—f: log fx)dx =
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log (7‘1(—-}.: f(x)dx) fir nichtnegative Funktion f auf (0, «).

Es sei I',=I",(R) der Hilbertsche Raum von quadratisch integrierbaren
analytischen Differentiable auf R. Im folgenden werden wir annehmen, dass
I',(R)+{0}, d.h. R nicht eine parabolische Fliche vom Geschlecht 0 ist.

FOLGESATZ. Gehirt ¢ zum I'4(R), so ist der linksstehende Ausdruck in (3)
oder

) (N, 0)— B+ log w)du
beschrankt nach oben fiir x—pp.

Als eine unmittelbare Anwendung des obigen Satz erhalten wir
SATZ 2. Sei ¢ (FE0)el',. (a) Falls R parabolisch ist (pr=00), 15t
) Tim (e(x)—n,(x, 0)=1,

xT—oo

Das Gleichheitszeichen trifft, wenn R ewne in einem (geeigneten) Punkt punktierte
geschlossene Fldche vom positiven Geschlecht ist.
(b) Falls R hyperbolisch 1st (pp<o0), so ist fiir >0

(6) m (pr—x)***(e(x)—ny(x, 0))=0.
Topp
Beweis. (a) Es gibt dann eine Folge {x,} (x,—o0), so dass fiir ¢>0
Ny, 0)— ECt) - log £, <c log %,

sonst die Grosse (4) gegen co strebte. Also fiir c:—i—, fox"(e(x)~n¢(x, 0))dx

>—1-log x,. Hieraus gibt es eine Folge {t,} (t,—00), 50 dass e(ty)—n(tn, 0)>0

daher =1, weil sie die ganze Zahlen sind. Dies zeigt (5).

Es sei R=R,—{P}, wo R, eine geschlossene Fliche vom Geschlecht g (=1)
ist. Jedes p&l’, ldsst sich dann itber den Punkt P fortsetzen. So ist n,(x, 0)
<2g—2 fir alle x und e(x)=2g—1 fiir geniigend gross x. Insbesondere e(x)
—ny(x, 0)=1 fiir geniigend gross x, wenn P nicht die Nullstelle von ¢ ist.

(b) Aus (3) gibt es eine Folge {u,} (u,—pr), so dass fiir jede 2’ (0<A’<A)

Ny (tn, 0)—E(u,) <(prp—uz)~ 4+,
Daraus gibt es ferner eine Folge {x,} (x,—pr), so dass fiir 2”7 (A’<2"<2R),
Mty 0)—e(5) < (pta—2x)=*4, Damit lim (ptp—2)*(n,(x, 0)—e(x)) 0.
.‘c—'pR

FOLGESATZ. Sei R ein hyperbolische Fliche von endlicher Eulerscher Charak-
teristik und f(2) eine analytische Funktion auf R mit ”‘ | f(z)|2dxdy<co, so ist
R

lim (pr—u)*n,(u, 0)=0,  2>0.
u—pp
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§2. Neue Klassen von analytischen Differentiale.

4. Mit A=A(R) bezeichnet man die Menge von eindeutigen analytischen
Funktionen auf einer offenen Riemannschen Fldche K. Wir werden hier zuerst
die folgenden Klassen der analytischen Differentiale auf R betrachten;

d14 ’ Ara ’ (Ara)e ’ (AFO«)SG ’

wo dA={df|fe A}, Al's={fo|feA, wel',} und (Al',). (bzw. (Al,)s) die Menge
der analytischen exakten (bzw. semi-exakten) Differentiale aus AIl', bezeichnet.
Offenbar (AIl,),CdA, I,C(AI'Y), und (Al').C(Al)eCAl,, wo [, den
Hilbertschen Raum von exakten Differentiale aus I, bezeichnet.

Die kanonische Homologiebasis &={A,, B, ; C,} in Bezug auf einer kanonischen
Ausschépfung {R,} von R besteht aus die kanonische Homologiebasis {A4,, B;}
(mod 0R) und der Basis {C,} <Ck~rk, 7:C ulaR,,) fiir Zerlegendezyklen von R,

so dass jeder 1-Zyklus auf R homolog zu einer endlich Linearkombination der
Zyklen aus & ist.

HiLrssaTz ([3]). Fiir ein Abelsches Differential w (%£0) auf R gibt es ewne
analytische Funktion f ohne Nullstelle, so dass fw die vorgeschriebenen Perioden

ol

langs der allen Zyklen aus E besitzt,

Aus dem Hilfssatz folgt, dass fiir jede Fliche R mit [, (R)+ {0}
{0} (AL S (AT )se S AL, .
Ferner haben wir den folgenden

SATZ 3. Fiir jede Fliche R mit I',(R)+ {0} enthalten die Klassen (AI',), und
(Al )¢, nicht quadratisch integrierbare Differentiale,® d. h.

Faeg(AFa>e’ Faseg<Ara)se .
Wenn I';,#{0} (d.h. wenn Re&Q,p), hat man ausserdem
IoeG(Al'w).  (C(ALY))

Bewers. Sei w(z£0)el’,. Nach dem Behnke-Steinschen Satz gibt es ein
analytisches Differential w,, so dass f;=w;/® reguldr analytisch ist und sogar
die gegebenen Nullstellen auf R besitzt. Damit sind wir anzunehmen, dass o,
so viele Nullstellen hat, dass

(7) _i_fox(Nw1<uy 0)——E(u))du—[—% log xX—00, X—pp.

Nach dem obigen Hilfssatz gibt es dann ferner eine Funktion f,=A ohne Null-
stelle, so dass ¢=f,o,=fo (f=f,f.A) auf R die vorgeschriebenen Perioden 0
besitzt, daher exakt ist. Da ¢ denselben Divisor wie w; hat, so gilt (7) fiir ¢

*) Dies 1st 1n 727 ohne Beweis gesprochen.
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anstatt ;. Nach dem Satz 1 ist ¢ dann nicht quadratisch integrierbar. Ahnlicher-
weise haben wir die anderen Behauptungen.

5. Der Vektorraum A ldsst sich als ein Fréchetscher Raum mit der wach-
senden Normen {p,} (p.(f)= max] fl, f€A, n=1,2, ) auffassen. Wir wollen

nun den Vektorraum D,= D, (R) von allen analytischen Differentiale auf R betrach-
ten. Er wird auch zum Fréchetschen Raum mit der wachsenden Normen {q,}
(@.(@)=l¢llg, @< D,), der vollstindig in Bezug auf der bekannten Quasi-norm

llell= 3 2-0.(0)/(1+aa(9))

ist, und dA wird zum geschlossenen Teilraum von D, (vgl. den Beweis der fol-
genden Satz). Fiir einen Teilraum A, von A und weD, betrachten wir den
Teilraum (A,w), (bzw. (A,0)s), der aus alle exakten (bzw. semi-exakten) Differen-
tiale von der Form fo mit f€ A, besteht.

SATz 4. Fiir w(#£0)eD, und jeden geschlossenen Teilraum A, von A sind
(Aw), und (A,w)s, die geschlossenen Teilrdume von Fréchetschem Raum dA bzw.
D,.

Insbesondere (Aw).=dA dann und nur dann, wenn w kewne Nullstelle besitzt.

Beweis.  Sei |lon—@all—0 (m, n—o0) mit ¢,=f,wE(A,).. Dann fiir jede
R, | 9on—@allr,—0, m,n—co. Zuerst zeigen wir, dass {f,} gleichmissig in einer
Umgebung des beliebigen Punkt P auf R konvergieren. Nehme R,, so dass
es einen Parameterkreis U um P enthidlt. In U:{|z| <1} (P—z=0) ist w dar-
stellbar als a(z)dz mit einer analytischen Funktion a(z). Weil

|(fn(2)—Fa(@)a(D | =(VE A=) Non—¢ullr,,  2l=r<1,

s0 ist {fx(2)a(2)} eine Cauchysche Folge in |z|<7r. Falls a(0)#0, konvergieren
{f2(2)} offenbar gleichmdissig in einer Umgebung von z=0. Im Falle a(0)=0,
nehme einen Kreis U; um P in U, so dass 0U, keine Nullstelle von a(z) enthilt.
So konvergieren { f.(2)} gleichméissig auf einer Umgebung von aU,, also auch in
U,. Daher f=lim f,€A, und fiir p=fw ist llg,—¢ll—0, n—co. Da nun ¢,=f,@
exakt auf R sind, so hat man

frfnwzo, n=1,2, -

fir jeden Zyklus y auf R. Weil f,—f gleichmissig auf jeder kompakten Menge
auf R, daraus folgt, dass f fw=0, also fwe(A,w),. Dies zeigt, dass (A,w).
T

vollstindig und geschlossen in dA ist. Im Falle von (A,w);, ist es genug alle
zerlegendenzyklen 7y zu betrachten.

Wenn o keine Nullstelle besitzt, offenbar (Aw).=dA. Entgegengesetztenfalls,
ist (Aw), ein echter Teilraum von dA, weil es diejenigen Differentiale aus dA
gibt, die an den Nullstellen von @ nicht verschwinden, und sie nicht zur Klasse
(Aw), gehoren.
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BEMERKUNG. Es gilt (Aw),=(Al',).=dA, wenn es ein Differential w aus
I',(R) existiere, das keine Nullstelle auf R besitzt. Solches Differential existiert
wirklich fiir relativ kompakte berandete Fldchen oder gewisse hyperbolische
Flachen vom unendlichem Geschlecht, aber ich weiss nicht es fiir beliebige
hyperbolische Fliche.

6. Eine Ungleichung. Es sei £ eine relativ kompakte berandete Teilfldche
von R und 2, ein Parameterkreis mit 2,C82. Wir betrachten die harmonische
Funktion h(=hg,g,) auf 22—, die auf 08, verschwindet und auf 02 eine kon-

stanten Wert 4 (=249 ¢,>0) annimmt, der so normiert wird, dass jw*dh:Zn, )
*dh das zu dh konjugierte harmonische Differential angibt. Die zu 2 konjugierte
Funktion h*zf*dh ist eindeutig auf jedem ldngs der Flusslinien *dh=0, die die

kritische Stellen passieren, geschnittenen Teil von Q—Qo, und also gibt h+1h*
dort eine Lokalkoordinate.

SATz 5. Set p=fwes(Aw), mit oD, und @ emn eindeutiges Integral von ¢
auf R. So ist

L[ log|@|dht<iog [ |/1%dh* +1og A+ 1og lly-tr

T Jagn - 9

wo r———ZIJg m~+5log 2 mit m= max |D(p)].

p€dg,
Beweis. Es gilt fiir alle A*, bis auf endlich vielen Werte, in (0, 27), dass
2
@(Z+ih*)=@(ih*)+f f(h4+1th*)a(h, h*)dh ,

0

wobei w=adh+bdh*. Wir haben unter der Anwendung der Schwarzschen Un-
gleichung

|0+ =2 m*+ | 01 | fUtif®) | dh : la(h, k*)|%dh],
2 log | O(A+ih*)|

+ + 2 2
=2 log m+2log 2+1og | | f(h+-ih*) | 2dh+log [ 1ath, w1

Nach der Ungleichung L lng gb(x)dxélng 1 agb(x)dx ~+log 2 (¢>0) erhalten
) a Jo & Jo
wir

[ 1og |0(4+i1*)| dh* <27 log m-+ 4 log 2
0
+ 2z i
* Th¥Y |2
-!—n'logUO dh jo | Fh+ik*)|dh]

+log| | Oz"dh* { 02 la(h, h*)|%dh].
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2z
Nun nimmt das Integral fo | f(h41ih*)|*dh* monoton mit kA zu. (Dies 1st offen-

sichtlich, wenn A ein in Nr. 7 zu erwdhnendes Potential ist). In der Tat hat man
nach Greensche Formel, dass fiir jede 7 (0<7<2A)

[ rrdis—{f \fitawe—rf *difi*==[f _ halfl*dxdy,

‘wo 2,=2,J{p|0<h(p)<r} und z=x+1y einen Lokalparameter bezeichnet. Da
2— 7 2 .
LQT*d'ﬂ —4”97 | f/(2)|2dxdy, so nimmt das Integral

[g 1 10aI=] St [ 1 7@ Pddy 4[] =)l (@) *dxdy
monoton mit 7 zu. Daher
[ e[ "1 ine ansaf T i 2an

Ausserdem
2 2
J. dref lath, ) rdhslol-g, <ol

daraus folgt die Behauptung.

7. Wir zeigen eine Anwendung des obigen Satz. Es sei R eine hyperbolische
Riemannsche Fldche und £ eine relativ kompakte berandete Fliche auf R. Sei
(b, bo) die Greensche Funktion auf £ mit dem Pol p,e2. Mit 2—R konver-
gieren gg(p, po) gegen die Greensche Funktion g(p, p,) auf R. Nehme p>0, so
dass R,={p|g(p, po)>p} relativ kompakt wird. Dann £,={p|go(p, po)>p}CR,
und 2,1 R, fiir 21 R. Fiir solche 2, £ wendet man Satz 5 an, wobei A=p und

h=hg=p—ggo(p, Do) .

Uberdies stellt -217j~9 log|®|dh} die Nevanlinnasche Charakteristik von @ dar
(vgl. [6], Chap. III), und
2 X -~
AU

dann und nur dann, wenn f zur Hardyschen Klasse H?*(R) gehort. Daher haben
wir

SATZ 6. Wenn o=fws(Hw), mit ol (R) auf ewner hyperbolischen Fldche
R, so ist die eindeutige analytische Funktion Q)zj.(p beschrdnktartig auf R. Mit
anderen Worten, fiir jede nicht-beschrinktartige Funktion @ ldsst sich d® nicht
als fo (feH?, wel’,) zerlegen.

Die Klassen von exakten Differentiale z.B. (Al'y)., (Al'.). (A'I",), oder
(A'w), mit geeignetem Unterraum A’ von A, definieren natiirlich entsprechende
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Klassen von eindeutigen analytischen Funktionen, und weitere Untersuchung iiber
derartige Differentiale scheint mir auch zur Theorie der analytischen Funktionen
beizutragen.
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