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BEITRAGE ZUR THEORIE DER ANALYTISCHEN

DIFFERENTIALS UNO FUNKTIONEN

Herrn Professor Yύsaku Komatu zum 60. Geburtstag gewidmet

VON YUKIO KUSUNOKI

Die quadratisch integrierbaren Differentiate auf offenen Riemannschen
Flachen sind seit Nevanlinna [4] weitgehend untersucht worden. Wir werden
hier die exakten oder semi-exakten analytischen Differentiate von der Form fω
betrachten, wobei / eine analytische Funktion und ω ein analytisches, quadratisch
integrierbares Differential angibt. Dass solche Differentiate fω mit nichtkons-
tanten Funktionen / existieren, folgt aus allgemeinen Existenzsatze von Gunning -
Narasimhan [1] und Kusunoki-Sainouchi [3], und zwar gibt es auch diejenigen,
die nicht quadratisch integrierbar sind (vgl. Nr. 4). In der fruheren Arbeit [3]
haben wir fur die Differentiate von der oben erwahnten Form die Perioden-
relationen und seine Anwendungen gezeigt. Wir werden im folgenden einige
Eigenschaften ϋber diese Differentiate und ihre Klassen (Frechetsche Raume)
aufstellen, die sich mit der Wertverteilungslehre der analytischen Funktionen
berύhren.

§ 1. Anwachsen der Nullstellen analytischer Differential mit
endlicher Norm.

1. Es sei R eine offene Riemannsche Flache. Wir werden zuerst auf R eine
Koordinate festlegen, die die ahnliche Rolle wie Polarkoordinate in der Ebene
spielt. Es sei {Rn} (n=l, 2, •••) eine regulare Ausschopfung von R, so dass jeder
Rand dRn aus endlich vielen analytischen Jordanschen Kurven besteht und R—Rn

kerne kompakten Komponenten besitzt. Es sei un die harmonische Funktion auf
Rn—Rn.lt so dass un=Q auf 3Rn-l und un=μn (Konst.) auf dRn, wo μn (harmo-

nischer Modul von Rn—Rn-^ so gewahlt ist, dass | ^dun—2π. Nun setzt man
JORn-1

u(P)=Jl μl+un(p). P^Rn-Rn-ι (n=l, 2, •••)
ι = l

00

μκ= Σ μn,
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so ist I *dιι=2π, 0^c<μR. Dabei ist u nicht immer stetig differenzierbar auf
J u=c

dRn, aber *du wird langs dRn mit -%^-ds (v : ausseres Normal) definiert. Die

Funktion v=\*du ist eindeutig auf jedem langs der Flusslinien *du— 0, die die

kritische Stellen passieren, geschnitzten Teil von Rn—Rn-l (n=l, 2, •••), und u+w
dort eine Lokalkoordinate gibt.

Es ist bekannt, dass R parabolisch ist dann und nur dann, wenn μR= + oo
fur eine regulare Ausschopfung (vgl. Sario-Noshiro [6]).

2. Es sei φ=φ(z)dz ein meromorphes Differential auf R und nφ(x, 0) die
Anzahl der Nullstellen, nφ(x, oo) die Anzahl der Pole von ψ auf dem Gebiet
ΩX=ΩX^JR0 (Q^x<μR), wobei jeder Pol oder jede Nullstelle nach der vorkom-
menden Mehrfachheit zu zahlen ist und Ωx={p\Q<u(p')<x}. Man bezeichne
e(x) (=—n()

J

rn1—n2) die Eulersche Charakteristik von Ωx. Dann hat man nach
dem Gauss-Bonnetschen Satz (oder Argmentenprinzip)

(1) nφ(x, ΰ)-nφ(x, TO)^-_og \φ(u+ιv)\dv+e(x)

fiir jeden xe(0, μR\ so dass die Niveaulinie u—x keine Pole und Nullstellen von
n

φ enthalt und xΦΣ μι (n=l, 2, •••) (vgl. Nevanlinna [5]). Man bezeichnet

Nφ(x, a)=§ nφ(u, ά)du, a= 0 oder oo ,

E(x)=$*e(u)du.

Wir haben dann aus (1) durch Integration die folgende Beziehung:
Fiir alle #e(0, μR)

(2) Nφ(x, 0)-Nφ(x, °°)= ̂ -J log \φ(u+iv)\dυ+E(x)+k

1 r
wo k——2~ log l^ l^v unabhάngig von x ist.

3. Im folgenden werden wir nur regular analytische Differentiale auf R
betrachten.

SATZ 1. Fiir jedes regular analytische Differential φ—ψ(z)άz (^0) auf R

(3) — f \Nφ(u, $)-E(u)}du+-\- log x^
X J o "

fiir *e(0,μΛ), wo \\φ\\*ax= \φ(u+w)\2dudv.
JJ Ωx

Diese Beziehung folgt in der Tat aus (2) unter Integration ύber (0, x)
1 Λ a

und zweimal Anwendungen der bekannten Ungleichung —
OL J o
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( 1 /» OC x

— I f(x)dx) fur nichtnegative Funktion / auf (0, a).
Cί J o /

Es sei Γa= Γa(R) der Hilbertsche Raum von quadratisch integrierbaren
analytischen Differentiable auf R. Im folgenden werden wir annehmen, dass
Γa(R)3={Q}, d. h. R nicht eine parabolische Flache vom Geschlecht 0 ist.

FOLGESATZ. Gehό'rt φ zum Γa(R\ so ist der linksstehende Ausdruck in (3)
oder

(4) ~ ^ ( M ' °)-£(M)+ lθg U

beschrdnkt nach oben fur x-^μR.

Als eine unmittelbare Anwendung des obigen Satz erhalten wir

SATZ 2. Sei φ (^0)eΓα. (a) Falls R parabolisch ist (μΛ=oo), ist

(5) "

Gleichheitszeichen tnfft, wenn R eine in einem (geeigneten) Punkt punktierte
geschlossene Flache vom positiven Geschlecht ist.

(b) Falls R hyperbolisch ist (μΛ<oo), so ist fur

(6) ϊmT (μR-x)M(e(x)-nφ(
*-*PR

Beweis. (a) Es gibt dann eine Folge {xn} Crn— >oo), so dass fur c>0

,̂(^n, 0) — E(xn)+^τ log Λ:Λ<C tog Λ:n ,

X /» #n
sonst die Grosse (4) gegen oo strebte. Also fur c~~r> \ (&(*)— nφ(χ,

>-£-\ogxn. Hieraus gibt es eine Folge {tn} (tn->oo), so dass e(tn)—nφ(tn,ΰ)>0

daher ^1, weil sie die ganze Zahlen sind. Dies zeigt (5).
Es sei R=R0— {P}, wo ^0 eine geschlossene Flache vom Geschlecht g (^1)

ist. Jedes φ^Γa lasst sich dann uber den Punkt P fortsetzen. So ist nφ(x, 0)
^2g—2 fur alle x und φ:)— 2g— 1 fur genύgend gross x. Insbesondere e(x)
— nφ(x, 0)=1 fur genύgend gross x, wenn P nicht die Nullstelle von φ ist.

(b) Aus (3) gibt es eine Folge {un} (un-*μR\ so dass fur jede λ' (0<^7<^)

Nφ(un, ΰ)-E(un)<(μR-unr«+λ'> .

Daraus gibt es ferner eine Folge {xn} (xn-+μR), so dass fur λ" (λ'<λ"<λ),
xnY< M >. Damit lim ( R -

FOLGESATZ. Sei R ein hyperbolische Flache von endlicher Eulerscher Charak-

teristik und f(z) eine analytische Funktion auf R mit \\ \f'(z)\2dxdy<<χ>, so ist
JjR

lim (μR-uY+λnf,(u, 0)=0 ,
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§ 2. Neue Klassen von analytischen Differentiale.

4. Mit A=Λ(R) bezeichnet man die Menge von eindeutigen analytischen
Funktionen auf einer offenen Riemannschen Flache R. Wir werden hier zuerst
die folgenden Klassen der analytischen Differentiale auf R betrachten

dA, AΓa, (AΓa)β, (AΓa\e,

wo dA={df\ft=A}, AΓa={fω\ftΞA, ω^Γa} und (AΓa)e (bzw. (AΓa}se) die Menge
der analytischen exakten (bzw. semi-exakten) Differentiale aus AΓa bezeichnet.
Offenbar (AΓa)eddA, Γαβc(4Γα)β und (AΓa\c.(AΓa)Mc:AΓa, wo Γae den
Hilbertschen Raum von exakten Differentiale aus Γa bezeichnet.

Die kanonische Homologiebasis E={A3, B3 Ck} in Bezug auf einer kanonischen
Ausschδpfung {Rn} von R besteht aus die kanonische Homologiebasis {A}, Bj}

(mod dR) und der Basis {Ck} (Ck~γk, γkd U dRn) fur Zerlegendezyklen von R,
^ n = ί '

so dass jeder 1-Zyklus auf R homolog zu einer endlich Linearkombination der
Zyklen aus B ist.

HILFSSATZ ([3]). Fur em Abelsches Differential ω (^0) auf R gibt es erne
analytische Funktion f ohne Nullstelle, so dass fω die vorgeschriebenen Perioden
lάngs der alien Zyklen aus Ξ besitzt.

Aus dem Hilfssatz folgt, dass fur jede Flache R mit

Ferner haben wir den folgenden

SATZ 3. Fur jede Flache R mit Γa(R)^{0} enthalten die Klassen (AΓa\ und
(AΓa)se mcht quadratisch integnerbare Differentiate^ d. h.

Γαβ£(AΓα)β, ΓαM

Wenn Γaeφ{§} (d. h. wenn R&OAD), hat man ausserdem

Beweis. Sei ω(^0)e.Γα. Nach dem Behnke-Steinschen Satz gibt es ein
analytisches Differential ωλ, so dass f1=ω1/ω regular analytisch ist und sogar
die gegebenen Nullstellen auf R besitzt. Damit sind wir anzunehmen, dass ωl

so viele Nullstellen hat, dass

(7) -

Nach dem obigen Hilfssatz gibt es dann ferner eine Funktion f^A ohne Null-
stelle, so dass φ—fzωl=fω (f=fλfz^A) auf R die vorgeschriebenen Perioden 0
besitzt, daher exakt ist. Da φ denselben Divisor wie ωλ hat, so gilt (7) fur φ

*) Dies ist in Γ2] ohne Beweis gesprochen.
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anstatt ω^ Nach dem Satz 1 ist φ dann nicht quadratisch integrierbar. Ahnlicher-
weise haben wir die anderen Behauptungen.

5. Der Vektorraum A lasst sich als ein Frechetscher Raum mit der wach-
senden Normen {pn} (pn(f)—max\f\, f^A, w=l, 2, •••) auffassen. Wir wollen

*n
nun den Vektorraum Dα=Dα(R) von alien analytischen Differentiate auf R betrach-
ten. Er wird auch zum Frechetschen Raum mit der wachsenden Normen {qn}
(<ln(φ}=\\φ\\Rn> φ^Dα), der vollstandig in Bezug auf der bekannten Quasi-norm

ist, und dA wird zum geschlossenen Teilraum von Dα (vgl. den Beweis der fol-
genden Satz). Fur einen Teilraum Aλ von A und ω<=Dα betrachten wir den
Teilraum (A^ω)e (bzw. (A^)ge\ der aus alle exakten (bzw. semi-exakten) Differen-
tiate von der Form fω mit f^Aλ besteht.

SATZ 4. Fur ω(^0)^Dα und jeden geschlossenen Teilraum A± von A smd
und (Aλω)se die geschlossenen Teilrdume von Frechetschem Raum dA bzw.

Da.
Insbesondere (Aύήe=dA dann und nur dann, wenn ω keine Nullstelle besitzt.

Beweis. Sei \\\φm— φn\\\-*Q (m, n^oo) mit φn=fnω^(A1ω)e. Dann fur jede
RV \\<Pm—9n\RV-*Q, m,n-*oQ. Zuerst zeigen wir, dass {/J gleichmassig in einer
Umgebung des beliebigen Punkt P auf R konvergieren. Nehme Rv, so dass
es einen Parameterkreis U um P enthalt. In U:{\z\<l} (P^>z=Q) ist ω dar-
stellbar als a(z)dz mit einer analytischen Funktion a(z). Weil

so ist {fn(
z}a(z)} eine Cauchysche Folge in l^l^r . Falls α(0)^0, konvergieren

{AC?)} offenbar gleichmassig in einer Umgebung von z=Q. Im Falle α(0)=0,
nehme einen Kreis Ul um P in U, so dass dUl keine Nullstelle von a(z) enthalt.
So konvergieren (fn(z)} gleichmassig auf einer Umgebung von dUl9 also auch in
Ult Daher f^limfn^A^ und fur φ—fω ist \\\φn— ̂ IIHO, n-^oo. Da nun φn=fn<*>
exakt auf R sind, so hat man

f />=0, 71=1,2, -
J r

fur jeden Zyklus γ auf R. Weil fn-^f gleichmassig auf jeder kompakten Menge

auf R, daraus folgt, dass f /ω=0, also fω^(A1ω)e. Dies zeigt, dass (A^)ej γ
vollstandig und geschlossen in dA ist. Im Falle von (Aλa))se ist es genug alle
zerlegendenzyklen γ zu betrachten.

Wenn ω keine Nullstelle besitzt, offenbar (Aω)e=dA. Entgegengesetztenfalls,
ist (Aω)e ein echter Teilraum von dA, weil es diejenigen Differentiate aus dA
gibt, die an den Nullstellen von ω nicht verschwinden, und sie nicht zur Klasse
(Aώ)e gehδren.
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BEMERKUNG. Es gilt (Λω)e—(ΛΓa)e=dΛ) wenn es ein Differential ω aus
Γa(R) existiere, das keine Nullstelle auf R besitzt. Solches Differential existiert
wirklich fur relativ kompakte berandete Flachen oder gewisse hyperbolische
Flachen vom unendlichem Geschlecht, aber ich weiss nicht es fur beliebige
hyperbolische Flache.

6. Eine Ungleichung. Es sei Ω eine relativ kompakte berandete Teilflache
von R und Ω0 ein Parameterkreis mit Ω0dΩ. Wir betrachten die harmonische
Funktion h(=hΩtΩo) auf Ω—Ω0, die auf dΩ0 verschwindet und auf dΩ eine kon-

stanten Wert λ (—λΩ,ΩQ>ϋ) annimmt, der so normiert wird, dass J *dh=2π, wo

*dh das zu ah konjugierte harmonische Differential angibt. Die zu h konjugierte

Funktion h*=\*dh ist eindeutig auf jedem langs der Flusslinien *rf/ι=0, die die

kritische Stellen passieren, geschnittenen Teil von Ω—Ω0, und also gibt h+ih*
dort eine Lokalkoordinate.

SATZ 5. Sei φ=fω^(Λω)e mit ω^Da und Φ ein eindeutiges Integral von φ
auf R. So ist

' dΩ

wo ?-=21ogra+51og2 mit m—max \Φ(p)\.

Beweis. Es gilt fur alle Λ*, bis auf endlich vielen Werte, in (0, 2ττ), dass

Φ(λ+ih*)=Φ(ίh*}+ f * f(h+ih*}a(h,
-Ό

wobei ω^adh+bdh*. Wir haben unter der Anwendung der Schwarzschen Un-
gleichung

I Φ(λ+ih*) 1 2^2fm2+ f * |/(Λ+iΛ*) 1 2dh f * | a(h, /ι*) 1 2dh] ,
L J0 J o J

^21ogm+21og2+log Γ '' \f(h+ih*)\2dh+log (*\a(h, h*)\zdh .
J Q J Q

Nach der Ungleichung — f " log ψ(x)dx^log(— f "ώ(x)dx)+\og 2 (^>0) erhalten
Oί J o \ Ct «/ o '

wir

• 2π

log I Φ(A+xΛ*) I dh*^2π log m+4π log 2

+ τr logΓf 2 ί r d Λ * f X l
LJ o J o

^ |α(A,
o J o
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ί
2π

|/(/ι-H/ι*)|2ί//z* monoton mit h zu. (Dies ist offen-
0

sichtlich, wenn h ein in Nr. 7 zu erwahnendes Potential ist). In der Tat hat man
nach Greensche Formel, dass fur jede r

( \f\2dh*— j \f\2dh*—r\ *^I/I 2~ j j hA\f\zdxdy,

wo Ωr = Ω0

]U{p\Q<h(p)<r} und z—x+iy einen Lokalparameter bezeichnet. Da

f *d\f\2=4:\\ \ f ( z ) \ 2 d x d y , so nimmt das Integral

monoton mit r zu. Daher

\*"dh*(λ\f(h+ih*ϊ\*dh^λ(
J 0 J Q J ,

Ausserdem

daraus folgt die Behauptung.

7. Wir zeigen eine Anwendung des obigen Satz. Es sei R eine hyperbolische
Riemannsche Flache und Ω eine relativ kompakte berandete Flache auf R. Sei
g$(P,P<y) die Greensche Funktion auf Ω mit dem Pol P0^Ω. Mit β^J? konver-
gieren gΩ(P, Po) gegen die Greensche Funktion g(p, PQ) auf 7?. Nehme p>0, so
dass ^0={ί>l^(Aί)o)>iθ} relativ kompakt wird. Dann Ωo={P\gΩ(P, Po)>ρ}C.R0

und Ω01 ^?0 fur ώ T R Fur solche β0, Ω wendet man Satz 5 an, wobei λ=p und

. . 1 Λ +

Uberdies stellt ~^\ log|^|ί//zg die Nevanlinnasche Charakteristik von Φ dar

(vgl. [6], Chap. Ill), °und

up ί
-RJd

sup

dann und nur dann, wenn / zur Hardyschen Klasse H\R) gehόrt. Daher haben
wir

SATZ 6. Wenn φ=fω^(H2ω)e mit ω^Γa(R) auf einer hyperbolischen Flache

R, so ist die eindeutige analytische Funktion Φ=\φ beschrάnktartig auf R. Mit

anderen Worten, fur jede nicht-beschrdnktartige Funktion Φ lάsst sich dΦ mcht
als fω (/e//2, ω^Γ^ zerlegen.

Die Klassen von exakten Differentiate z. B. (AΓa)e, (AΓae)e, (AfΓa)e oder
(A'ω\ mit geeignetem Unterraum Af von A, definieren natϋrlich entsprechende
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Klassen von eindeutigen analytischen Funktionen, und weitere Untersuchung ύber
derartige Differentiate scheint mir auch zur Theorie der analytischen Funktionen
beizutragen.
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