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SUR LES VALEURS DEFICIENTES DE FONCTIONS
ALGEBROIDES A 2 BRANCHES®

PArR NoBusHIGE Topa

1. Introduction. Soit f(z) une fonction algébroide transcendante a deux bran-
ches dans le plan fini définie par une équation irréductible

(1) F(z, f)=Ad2)f?+ Ai(2) [+ Ax(2)=0

olt les Ao, A; et A, sont entiéres sans zéros communs a toutes. Niino-Ozawa [3]
a trouvé le théoréme tres intéressant suivant:

THEOREME A. Si Au2)=1 et s'il y a trois valeurs distinctes finies ai, as et a,
telles que

3
Zl 5(011’ f )>2y
alors, une des ai, s, as (soit a;) est valeur exceptionnelle au sens de Picard et d(as, f)
=d(as, f). De plus, s'il y a une autre valeur a, exceptionnelle au sens de Nevanlinna,
das, )=1-d(as, f).

Dans ce mémoire, on donne quelques améliorations et extensions de ce théoreme.
On utilise les symboles usuels de la théorie de Nevanlinna-Selberg ([2], [4]).

Je remercie infiniment Professeurs Niino et Ozawa d’avoir lu ce mémoire et
me fait une observation utile.

2. Préliminaires. Soit go, *-+, g, (#=1) n+1 fonctions entieéres sans zéros com-
muns a toutes,

u(re*®) =max log|g,(re')|
0sjsn

et
1 (2% )
T, 9)=—= S u(re*®)dl — u(0).
2n 0

On dit que T'(7, g) est la fonction caractéristique du systéme g=(go, -+, gn), qui
est convexe par rapport a log 7 ([1]). On note que, quand n=1,

Recgu le 7 mai 1970.
*#  Ce travail a été fait en partie avec l'aide de la fondation de Sakkokai (The Sakkokai
Foundation).
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502 NOBUSHIGE TODA
(2) T(r, =T (7, golg:)+0O(og 7)
(voir [1]).

LeMME 1. Soit f(2) une fonction algébroide définie par (1), alors

T(, )~ 5T, 4)| <OQ)

o A=(Ay, As, Az) ([5D).

Soit G(2) une combinaison des fonctions gq, -+, g, linéaire, homogene a coefficients
constants non tous nuls,

. N(r, 0, G)
(G)=1—lim sup—2 >~
@ PTG, g
et
. H Np(?’, 0’ G)
0,(G)=1— llll‘:_ioup T g (pz=1),
ou
Ny(#, 0, G)= 3 log * —
% | 2]

étendue aux zéros z; de la fonction G(z), chaque zéro étant compté autant de fois
qu il'y a d’unités dans son ordre de multiplicité si celui-ci est inférieur a p, et p
fois dans le cas contraire.

On a

B(G)é‘"éﬁp«;)é "‘§02(G)§01(G).

Quand les fonctions go, ---, g» sont linéairement indépendantes, Cartan [1] a
donné le

LEMME 2. Soit E={G} un ensemble des combinaisons des fonctions go, ***, gn,

N

linéaires, homogenes & coefficients constants et linéairement indépendantes n+1 &
n+1. Alors, il existe au plus une infinité dénombrable de combinaisons {G;}>..CE
telles que

et

1=1
On note que ce lemme s’applique en particulier aux fonctions algébroides telles

que les coefficients des équations qui les définissent n’admettent pas de relations
linéaires, homogeénes a coefficients constants.
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3. Le cas de fonctions algébroides. " En utilisant les lemmes qui précédent, on
peut préciser le théoréme A dans le paragraphe 1.

THEOREME 1. Soit f(2) une fonction algébroide définie par (1). Si A.=1, et
s'il existe des valeurs finies et distinctes o, -+, a, -+ telles que

(3) i O £)>2,

alors, les valeurs {a;}>-, sont divisées comme suivant.

1) i y a une et une seule valeur dans {a:};%, (soit a,) telle que F(z, a,) est
constante, par conséquent, a, est valeur lacunaire;

2) il y a quelques paires dans {ai};=, (soient by, 3, by, Cs, -+, bp, ¢p;, 1=p=00)
telles que

F(z, by)=arF (2, cx) (a0, constante),

par conséquent,

az(bk>f)=02(ck>f) (kzlx Y p);
3) soit
{difeo={aitiei—{b, culf-s

alors, on a
D oo
kZ—lﬂz(bk’ f)+ 2102(‘{14 f)—él'

Démonstration. Daprés le lemme 2, l'inégalité (3) entraine qu'il existe une
relation linéaire, homogene a coefficients constants entre 1, A, et A,. Soit cette
relation

(4) a+ﬁA1+7’A2=0

ou les a, B et y sont constants non tous nuls. Alors, y n'est pas nul. En effet,
supposons que y=0. Alors, on peut prendre f=—1. On a

F(Zy ai)=a12,+aai+A2 (Z=0, 1! "')'
Soit
‘Z'i-_—"—(a%"'aai) (Z':O: ]-r "')'

S'il y a trois indices i,j et k& tels que

X=X ;3 =Tk,
on a
a;=a; ou a;=ar ou ar=a;

qui est absurde. Par conséquent, soient {z; )z, toutes les valeurs distinctes dans
{xs}20, alors, on a de (3)
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kZo 02(xiky AZ) > 1

en utilisant
0=T(r, A)—T(r, A2)<OQ),

ou A=(1, A;, A;). Mais, c’est absurde, parce que A, est entieére transcendante. Clest-
a-dire que y=0. On peut supposer que y=—1. Alors, on a

F(z, (Zi)=ﬂf+A1£Zi+Az=(ai+19)A1+af+a #=0,1, --).
On démontre qu’il existe un ¢ tel que
a;+p=0.

D’abord, s'il en existe, il y a un seul, parce que les @; sont distinctes. Sup-
posons que pour tout Z,

ai+Bx0.
Soient
g Gt
3 Cli'l",B )
alors,

Nz(?’, O’ F(Z, di))=N2(7’, Ty Al) (i=07 1’ "')o
De (4), on a facilement
0=T(r, A)— T A1)<OQ),

ou A=(l, A, A,). Par conséquent, en vertu du lemme 1, on a

Ouay £)=1—lim sup 220 2 T)
_ . Nz(?', O; F(z) ai))
(5) =1~ lim sup——=—7r———

=1— lim sup Nz(r’ Ly Al)

r—rc0 T(?’, Al) =02(xi’ Al)‘

Or, z;=x, signifie que
a;a;+pla;+a;)—a=0.

Par conséquent, si z;=x,=x (i=7, j¥k, kxi), a;=a,=ar. Cest une contradiction 2
I'hypothese. Cela veut dire qu'il existe au plus une dans {x;}i,—{x:;} qui est égale
a z; (=0,1, ---). En conséquence, soient {z;}y, toutes les valeurs dans {=:}5, qui
sont distinctes les unes les autres, alors, on a de (3) et (5)
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ZICZ—:() 02(:6'1;,5, A1) = ZO 02(xi; Al) > 2:
Cest-a-dire,

kZ 02(‘1"%'16; A1)>1-

=0

Clest une contradiction parce que A, est entiere transcendante et
12 IcZO Hl(xiky Al)g ];o 02(17%’];’ Al)

d’apres le lemme 2. Par conséquent il y a un i (soit 0) tel que ay+5=0. Cela
veut dire que

F(z, a))=at+a.

On a 1). II en résulte que, de (3),
(6) Z_Ilﬁz(ai,f)>1-

Si toutes les valeurs x; (=1, 2, ---) sont différentes les unes les autres, I'inégalité
(6) conduit a I'inégalité

Z_:lel(xiy Al)g Zl 02(‘1712’ A1)>1)

qui est absurde parce que les z; sont finies et A, est entiere transcendante. Par
conséquent, en tenant compte de a@;=a, (i%7), il existe au moins une paire (z;,, zs,)
dans {z;}, telle que

:cil:xiz.
Soient {ux, vilh-; (1=p=0o0) toutes telles paires dans {z:};~::
up=0i et {ug, v} C{rdi (=1, -+, D).

Soient {bx, cx}i1 C{a), telles que

bita cita
p— = —_— = k:l’ (XX ,
Bet B up et ot B Vg ( b)
alors, on a
_ bxt8
F(Z, bk)_ Ck+ﬁ F(Z, Ck)-
On a 2). Soit

{diea={ai=1—{bi, ci}i-r.
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Si
y o
;02(171’ f)+ Zloz(du f)>1y

on a

yd
Z}laz(“i, AN+ X Ouz,, A)>L

T iU
Clest une contradiction. Par conséquent, on a 3).
N.B. On a un résultat analogue en changeant “#,” en “4”.

THEOREME 2. Soient f(2) une fonction algébroide comme dans le théoreme 1 et
N={axo0; Oy(a, f)>0}. Si

(7) a§N02(a’ £>2,

1) il existe une et umne seule valeur (soit a,) dans N telle que F(z, a,) est
constante, par conséquent, a, est valeur lacunaire;
2) il y a quelques paires dans N (soient by, ¢y, *+, by, €y L=p=00) telles que

F(z, by)=arF(z, cx)  (axx0, constante),
par conséquent
0x(br, £)=0xcx, f) k=1, -, p);
3) soit
E=N—{bx, cxle-1,

alors, E contient an plus deux éléments et on a
h
2 02(bx, )+ 2 Oxa, f)=1.
k=1 acE

Démonstration. On utilise Tes mémes notations comme dans la démonstration
du théoreme 1. Il faut prouver 3) seulement. Considérons I'équation en a
a?+a
(8) P =zx.

Alors, cette équation admet deux racines distinctes si D=x*—4x5—4a=0 et une
seule si D=0. Cela veut dire que l'équation (8) admet toujours deux racines
distinctes si

232+ (A +4a),

En appliquant ce fait a notre cas, les équations
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_ Gita s
a+p

(=12, )

admet deux racines distinctes «@; et @, sauf au plus deux i. Parce que
Os(as, £)=05(a;, f)=0:(xi, A1)>0,

a} appartient a N d’aprés '’hypothése. Cela veut dire qu’il y a un j(@) (et un seul)
tel que

ai=a, (xa)
sauf au plus deux i. Ecrivons toutes telles paires par {bx, cx}i-, (1=p=oc0), alors,
N—{bs, cr}i-1=FE

consiste en au plus deux éléments. Comme dans la démonstration du théoréme 1,
on a

%, 0u6e, )+ T 0a, =1,

N.B.1. Si a+p?=0, E consiste en au plus un élément.
N.B.2. On a un résultat analogue par le changement de “0,” en “§".

On généralise ces théorémes par la suite.
THEOREME 3. Soit f(2) une fonction algébroide définie par (1) telle que
O5(c0, f)=1.

S'il existe des valeurs finies distinctes a; (i=0, 1, ---) telles que

3 0@, H>2,
alors,
1) il existe une et une seule valeur dans {a;}7-, (soit a,) telle que
F(z, a)=K,Au(z)  (Kox0, constante);
2) il y a quelques paires dans {a;}3-, (soient by, c1, +++, by, Cpy L=p=00) lelles que
F(z, by)|F(z, cr)=ar  (axx0, constante),
par conséquent,

02(bk’ f)=02(ck) f) (k=1’ R P);
3) soit

E={ai7—{bx, crli-1,
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alors,
(9) 066w, )+ 3 Ouan =1,

En particulier, si {a)..={ax00; O(a, £)>0}, 3) est changé comme suivant: 3')
E contient au plus deux éléments et on a (9).

Démonstration. Daprés le lemme 2, I’hypothese de ce théoréme entraine qu'il
existe une relation linéaire, homogéne a coefficients constants non tous nuls entre
les fonctions A, A; et A,. Soit cette relation

alo+BA1+14,=0

ou les a, B, y sont constants non tous nuls. Supposons que y=0. Alors, on peut
prendre f=-1. On a

F(Z, di)=aon +lliA1+A2=Ao(a,z;+adi)+A2 (i= 0, 1, "').
Dans ce cas,
0=T(r, A)—T(r, A)=0Q)
et
T(r, A)=T(r, As/Ap)+0 (log 7)
ou A=(A,, A, As) et A’=(Ao, A;). Par conséquent, d’apres le lemme 1, on a
Ox(as, 1) =05(xs, Az/Ao)

= —ai—aa;.

Parce qu'il existe au plus un j tel que x;=x,, soient {wz;};, toutes les valeurs
distinctes les unes les autres dans {z;}3,, alors, on a

IGZO 02(xik; Az/Ao) > 1

et
02(00: Az/Ao) =1.

Clest une contradiction en considérant que A,/A, est fonction méromorphe trans-
cendante. Cela veut dire que 7%0. On peut supposer que y=—1. Alors, on a

F(z, a)=a2 Ao+ a; A1+ Ay=(@i +a) Ao+ (@ +B)A: (=0, 1, --+).
Dans ce cas,
0=T(@, A)—T(r, A")=0Q)
et
T(r, A")=T(r, A:1/As)+0 (log 7)
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ol A”=(A,, A;). On peut trouver, comme dans la démonstration du théoréme 1,
qu il existe un et un seul i tel que

di+ﬂ=0

en appliquant le lemme 2 & A,/4, au lieu de A,. On peut démontrer les autres
choses aussi comme dans les démonstrations des théorémes 1 et 2.

N.B.1. Si A,=1, on obtient les théorémes 1 et 2.
N.B.2. On peut changer “8,” en “6” dans ce théoreme.

4. Le cas de systémes. Dans ce paragraphe, on considére l'extension des
résultats dans le paragraphe 3 aux systémes.

THEOREME 4. Soient A., A, et A, trois fonctions entieres sans zéros communs
a toutes telles que

lim M =00
o log 7

o A=(A,, Ai, As). Si 0:(Ao)=1 et s'il existe des combinaisons {F;}3., des fonctions
Ao, Ay et As, linéaires, homogenes & coefficients constants, linéairement indépendantes
3 a 3 et telles que Fo=A, et

21 0u(F)>2,

alors,
1) il existe une et une seule combinaison dans {F;}7-, (Soit Fy) telle que
Fi=K,A, (Kovx0, constante);
2) il existe quelques paires dans {F;}2., (soient Gi, Hy, -+, Gp, Hp; 1=p=00)
telles que
Gr=aipHx (ax0, constante),
par conséquent
0AGe)=0Hy)  (k=1, -, p);
3) soit

E={F}-:—{G, Hr}i-1»
alors,

?
2. 0:(Gr) + Ze‘, 0:(F3)=1.
&=1 Fem
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Démonstration. En vertu du lemme 2, 'hypothése entraine qu’il existe une
relation linéaire, homogeéne a coefficients constants non tous nuls entre les fonctions

Ao, A; et A,. Soit cette relation
10) aAo+pA;+7A,=0.

Parce que px0 ou y=0, il suffit de démontrer le cas y=0. On peut supposer

que y=—1. Soient
11y Fo=a;A0+b;A1+ciAs=Afai+ac)+ Ai(bi+ By (G=1,2, ).
On démontre qu'il existe un et un seul i tel que
b;+Bc.=0.
D’abord, s'il en existe deux:

bi+.‘9€z=0 et bj'Jr‘,BCJ:O (l:\Ff)r

on a
1 0 0
. b; Cy 0 Ci
b,; bz Ci | = = =0.
b, ¢ 0 ¢
a, b ¢

C'est une contradiction a ’hypothése. On suppose, ensuite, que, pour tout i

bq; + ‘801, ES 0.
Soient

a;+ac;
bi+Bei ’

Ly=—
alors, de (11)
NZ(rr 0’ F’L)=M(rr iy AI/AO) (Z=1, 21 "')'
De (10), on a facilement
T(r, A)=T(r, A:/As)+O0 (log 7),

par conséquent,

Nz(ry 0, FL) =1— lim sup N2(7’: Ziy AI/AO)

D=1 li
0.(F;)=1 ln}_iup T(?’,’ A) r—rc0 T(r, Ai/Ao)

=02(xiy AI/AO)-

Or, zy=x;=xy (=], ik, j5k) signifie que T(r, A)=0(1), qui est absurde.

conséquent, soient {z}i-, toutes les valeurs distinctes dans {z:}7.,, alors,

Par
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i Ou(wry As]A)>1

et d’aprés I'hypotheése, 6i(co, A;/As)=1. Clest une contradiction au lemme 2.

veut dire qu il y a un et un seul 7 (soit 1) tel que

b+ ,BC 1=0,
de sorte que
Fi=(a1+ac))As.

511

Cela

On a 1), parce que si @;+ac,=0, F;=0, qui est absurde. Ensuite, il y au moins
une paire dans {z]}{, (soit z; et x;,) telle que x;,=x;,. En effet, si {x};l. sont

distinctes les unes les autres, on a de I'hypothése

02(00, AI/AO)"" Z:zaz(xi, AI/A0)> 2,

qui est absurde.
Soient {us, vi}h-; (1=p=o0) toutes les paires dans {z:};>, telles que

Ur=0s (k=1, -, p).
et {Gx, Hy} les combinaisons correspondant a {u, vi} (=1, ---, p), alors
Gr=aH; (ax0: une constante) et 0,(Gr)=0,(Hy) (k=1, ---, p).
On a 2). Soit
E={Fi}7—{Gr, Hie-,

alors, on peut démontrer facilement

»
2. 0:(Go)+ X 0:(F)=1,
k=1 Fi€E

N.B.1. On peut démontrer un résultat analogue si on suppose

0:(A)=1 ou 0:(Az)=1
au lieu de 6,(Ay)=1.

N.B.2. On a le méme théoréme par le changement de “6,” en “48”.

5. Plus généralement, on peut démontrer deux théorémes suivants.

THEOREME 5. Soit f(2) une fonction algébroide définie par (1). Supposons qu’il

existe des valeurs N={a;}3., (finies ou non) telles que

i O, )>3.

S'il existe une valeur dans N (soit a.) tell que
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0x(as, )=1,
1) il y a une et une seule autre valeur dans N (soit a,) telle que
F(z, a))=k:F (2, ay) (k1x0, constante);

2) il y a quelques paires dans N—{ao, @} (soit by, c1, -+, bp, Cp; 1=p=00) telles
que

F(z, bi)=arF(z,¢cx)  (ax=0, constante),
par conséquent

0x(bx, f)=02(ck;f) (k=1) ey D)

3) soit
E=N— {ao; al}_ {bk’ Ck}lzc)=b
alors,
y
12) 23 0:(be, 1)+ 23 Ox(as, )=1.
k=1 a;€E

En particulier, si
N={a; 6x(a, £)>0},
3) est changé comme suivant:
3") E contient au plus deux éléments et I'égalité (12) est aussi valable.

THEOREME 6. Soit A=(A,, A, As) un systeme tel que

7r-300 log v

ot Ao, A: et A, sont entieres sans zéros communs a toutes. Supposons qu'il existe
des combinaisons {Fi}i.,=F de Ao, A: et A,, linéaires, homogenes & coefficients con-
stants, linéairement indépendantes 3 a 3 et telles que

Z,;gz(Fi)>3-
S'il ¥y a une combinaison dans F (soit Fy) telle que
0:(Fo)=1,

1) il existe une et une seule autre combinaison dans F (soit F;) telle que

Fi=kF, (k2x0, constante);
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2) il y a quelques paires dans F (soient G, Hy, -+, Gp, Hp; 1=p=c0) telles que
Gr=ayHy (ax >0, constante),
par conséquent
05(Gr) =05(Hx) k=1, -, p);
3) soit
E=F—{Fo, F\}—{G, He}}-1,

alors, on a
»
Z 02(Glc) + Z 02(Fz)§1.
k=1 Fi€E

N.B.1. Si a, (resp. Fy) est exceptionnelle au sens de Picard (ou lacunaire),
a; (resp. Fy) est aussi exceptionnelle au sens de Picard (ou lacunaire).
N.B.2. “6,” peut étre changé par “§” dans les théoremes 5 et 6.

Comme cas particulier, on peut démontrer les théorémes suivants.
THEOREME 7. Soient f(z) une fonction algébroide définie par (1) et N={a;

Ox(a, £)>0}  Si

2. Ox(a, f)=4,

aEN

alors, pour toute valeur a dans N, il existe une et une seule autve valeur dans N
(soit b) telle que

F(z, a)=k.F(z, b)
ot ko est une constante différente de zéro et F(z, co)=A,.

THEOREME 8. Soit A=(A,, A, A;) un systeme comme dans le théoreme 6. S'il
existe des combinaisons N={F} des A, A, et A,, linéaives, homogenes a coefficients
constants, linéaivement indépendantes 3 a 3 et telles que

Z 02(F) =4.
FeN

alors, pour toute combinaison F dans N, il existe une et une seule autve combinaison
dans N (soit F) telle que
F=kpF

on kr est constante différente de zéro.
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