UBER EINE UBERTRAGUNG ZWISCHEN RANDWERTAUFGABEN

FUR EINEN KREISRING

Von Yisaku KOMATU

1. Einleitung.

Die Integralformeln, um die
Dirichletsche Randwertaufgabe fir
einen Kreisring zu 1dsen, wurden
schon friher von verschiedenen
Verfassern expliziterweise aufgestellt. 1)
Davon anschlieBend hat der Verfasser
der vorliegenden Note eine explizite
Integralformel hergeleitet, welche die
Losung der Neumannschen Randwertaufgabe
fiir einen Kreisring darstellt.?) 1In
einer anderen Note’/ hat er ferner die
Ubertragung zwischen diesen zwel Arten
der Randwertaufgaben fiir einige einfach
zusammenhingende kanonische Grundgebiete
behandelt.,

Nun wird sich zeigen, daB sich die
in der letztgenannten Note benutzte
Methode auch auf den Fall des Kreisrings
wohl anwenden 13t und zwar der Umstand
dabei der ganzen Glattheit des Randes
gemab mehr einfach ist. Von diesem
Standpunkte aus soll in der vorliegenden
Note das in der genannten Note
behandelte Problem wieder erdrtert
werden,

2. Einige Vorbereitungssitze,

Wir beginnen mit einem Hilfssatz,
der eine formale Identitat enthalt.

Hilfssatz 1. Es sei % (re‘?) eine
im auf der zZ=ve*® -Ebene gelegenen
Kreisring R: q<7<1 eindeutige
Funktion, dle beziiglich ¥ und 6
zweimal stetig differenzierbar ist.
Dann ist, fur ein beliebig festes
Y, mit q<7,< 1, die durch die
Gleichung

. Ty te®

0
definierte Funktion auch dort eindeutig
und sogar genigt sie der Beziehung
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r
T’Aw(re’ )=ftAu(te""Mt +7(8),
T,

0
worin A den Laplaceschen Operator
bedeutet und ferner gesetzt ist:

VO = 1,0, (1)

Beweis. Die Eindeutigkeit wvon
w(re*®) ist unmittelbar ersichtlich,
Ferner gewinnt man durch direkte
Berechnung

T2Aur (re*®) .
_wafil 2 u,(te")
=T Iar( 39 }J

u&te )
362, _t t

*f {n(tat z-'j“ez}%(fe DAL, (e ™)

=T u(re°°}+

e
:ItAu(tewMt +77(0).

.. Von nun an wollen wir unsere
Uberlegung hauptsdchlich auf har-
monische Funktionen beschrianken, In
diesem Falle zieht der Hilfssatz 1
sofort nach sich den folgenden
Hilfssatz.

Hilfssatz 2. Vemn w (7e*®) in
R, eindeutig und harmonisch ist und
w(re'®) wieder wie im Hilfssatz
definiert wird, dann stellt cer
Ausdruck

te
TAw(e®)=1A —u—(’—z‘“

eine in R, eindeutige Funktion dar,
welche von T unabhidngig ist. Es
besteht sogar

AW (re®) =", (1)



Der soeben hergeleitete Hilfssatz 2
kann auch mittels der Reihenentwicklung
bestdtigt werden. In der Tat sei die
Entwicklung der harmonischen Funktion
U (rer®) dargestellt durch

wrePH=olyr +a,

+ .10, cosnbt b, sinm),

M=~

wobei 3V die Weglassung des Summanden
mit m=0 bedeutet., Daraus gewinnt man

wire®)=[ L1t +a lgt

+Z,/ ¢ (a, Cos m+4, Sm'nG)J

n=-c0

und somit ferner die gewlinschte
Beziehung

AW (re)=a+) n 17(a, cosm 4, Sinne)

=00

_ 8
"Tourcyoe’ .

Nun sei «w(re‘®) wieder eine in
R eindeutige und harmonische Funktion.
Ihre konjugiert harmom.sche Funktion
bezeichne man mit W (ret?) , die
bekanntlich bis auf eine additive
Konstante bestimmt wird., Der oben
genannten Entwicklung von % (re*®)
gemiB 1aBbt sich die analytische
Funktion f(z)—- w4+ in der Form

Fo=algz+a,+ib +5Y e

m=-00

¢ =a,- o, (n=t1,£2,...),

darstellen., Hierbei bedeutet § eine
reelle Konstante, welche bestimmt

wird durch
F)- o,lg;

=Jmil,,,
=ch Jf(i;e“')d:#—'rca/.

Die harmonische Funktion i((re*)
und also zugleich auch die analy-
tische Funktion F(%) sind eindeutig
dann und nur dann, wenn a=(0 ist,
Im allgemeinen ist der Mittelwert
von w(re'®) lings einer Kreisperi-
pherie um den Ursprung gleich

—— 45
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L[
M[u(fe Ddo=algriay (g<r<y).
Es sel nun «L<’r<'r<1 Dann wird

(u(rze -ulre ~°>)ao=alg2&

Die Bed:.ngung a=0 dafir, dah u(’re )
als auch F(z) in R eindeutig sind,
ist daher aquivalent mit dem Bestehen
von

27C . .
S (n (xe®) —ulre®)db=0

fur irgendsolches Paa.r von 7; und
Y, . Wenn w(re* %) insbesondere im
abgeschlossenen Kreisring stetig
bleibt, so 14Bt sich die Bedingung
in der Form

21 m
j we® do =‘§ w(qe )de

0 0
darstellen, welche Ublich als die

Monodromiebedingung bekannt ist.

Andereseits erhalt man aus der
Gleichung

T(0)= LU, (1,e™)
=a’+i/%1§"(ancos nB+\fnSin n8)

N=-00

die Beziehung
a1

1
“=ﬁ§° VICLY]

oder 21

1 8y 4 &
AN () do= To
Folglich laﬂ)t sich die Monodromie-
bedingung auch in der Form

27

W, (re®)ds=0

darstellen mit irgendeinem beliebigen
T , Aber diese Tatsache ist auch
unmittelbar ersichtlich. In der Tat
liefert die Cauchy-Riemannsche
Gleichung rur=4'l die Beziehung

21

_ i 1
A=t u (ye 8= euLu(re, %
ndmlich stellt27ta. nichts anders als
den Periodizititsmodul von 4 dar,

Wir kénnen nun einen Satz erwdhnen,
der unserer spiteren Uberlegung
zugrunde liegt.



Satz 1. Es sei f(Z) eine in R,
regular analytische Funktion, deren
reeller Teil wW(¥e®)=R f(re*®) dort
eindeutig ist. Dann.besitzt die durch

Z
g(@-—{lv fo) 2 - lgn-itlgr

(g<r<t)
definierte Funktion anch dort den
eindeutigen reellen Teil U(re¥)
(re®), worin beide Konstanten
o und 4 die durch 27 dividierten
Periodizititsmodul von

Jac(Z) bzw. J(sz@)%—%lg]%)

bedeuten.

Beweis. Da angenommen ist, daf
R_F(2) eindeutig ist, stellt die
reelle Konstante a. den durch 274
dividierten Periodizitatsmodul von
f(z) dar, woraus die Eindeutigkeit
von ﬁ,g(z) folgt.

Die Entwicklung von F(z) sei
fy=algz+a,+:8+3) ¢ 2%

m=:—

¢ =a, -if, (n=t112,..).

n

Durch Integrieren in bezug auf
ergibt sich die Beziehung

Z
9= 0L -S 1 tie
= Qolgz~(% Igz'r°+ ((Lo-hlg)]g 1,

b oo
S e S oy

m=—00 m=-00

woraus sich wieder die Eindeutigkeit
von ’ng(z) schliefen 1aft,

Durch Trennung des reellen Teils
der im Satz 1 erwihnten Beziehung
erhalt man den folgenden Satz.

Satz 2. Es sei u(re®) eine in

R, eindeutige und harmonische Funktion.
Dann ist die durch

vu@%zfﬁéﬁﬁuiﬁmwwwuv
7, 0

— () ~4)0-% (lgr-6%)

definierte Funktion auch dort eindeutig
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und harmonisch, worin gesetzt sind:

)= Tour(ifgew)‘,
_ i
@ = z,mjnh’(e)dw,
{ = 1 8
= Z,E_(‘ w(re)do—Ta,
0

Hierbei bedeutet i{ eine zu
konjugiert harmonische Funktion,
deren willkiirlich gebliebene additive
Konstante ersichtlich auf den Wert
von (1)~ 4 keinen EinfluB ausiibt,

Beweis. Zuerst ergibt sich fiir
die in Satz 2 eingefiihrte analytische
Funktion 3(2,) die Bezishung

R g(re”)
6 . T i0
J‘ u<roeue)d/9+j w(re )aL’l'
Z_ iy g !
— — L —
7, ( lg -6 )+€6.
Auf Grund der Cauchy-Riemannschen

Gleichung 1aft sich das erste Integral
der rechten Seite umformen in die Form

Soﬁ (e )dp
=f(f@(

= So ( je%ur(r,ew)aw +4I(To))oL9
0

] .
16%)do M”L(ro)) 49
]

0 [}
= j dﬂj 7(0)d6 +x(x)6
° (]
[}
= i (6=V) T (W) dy + u(1,)e,
womit sich ergibt

. T i 6
Ry (re”°)=jyﬂ3‘f—e)wc~ J (o= )Ty
~(il(x,)-£)6 ~%(lg"r—el)=1r(rew))

was nach Satz 2 ersichtlich die
Eindeutigkeit und die Harmonizitdt
von v(re'®) zeigt.

Ferner ist nebenbei zu bemerken,
daf sich die Funktion



?K{J;}m% Ll iBlr)

] [
s L (T
z o
~((x)-B)o— % (Ug*r-6")

0
mit einer reellen Konstante B dann
und nur dann in R eindeutig verhalt,
wenn B mit eben genanntem
na.mllch mit dem Periodiz:.t.a.tsmodul

m(f f6 % ~41g'2)

zusammenfallt welcher auch als den
imagindren Teil des konstanten
Gliedes der Laurentschen Entwicklung
von :f(z)—mlgz um den Ursprung
erklart werden kann.

Wenn insbesondere f(X)=u+il selbst

eindeutig ist, dann gilt a=0 und
somit

4= | 508 -illez,
r(z)= 'J{S(Z)

= S"_“.@ff'ilax»je(e—\m’ Wy
T, 0

—(@@)-£8.

Zum Schluf bemerke man weiter, dab
die Harmonizitdt der im Satz 2
genanrten Funktion (re!®) auch
aus Hilfssatz 2 unmittelbar folgt.

In der Tat erhdlt man

T*AV(rei?)

=,I2.A5 u(te ) (G ‘4’)3’(11/)4.1#

39*

=1 (1,e%) — 7(6)=0.

3. ﬁbertragung zwischen
Randwertaufgaben.

Durch Differenzieren der im Satz
2 angegebene Gleichung in bezug auf
T ergibt sich die Beziehung

v(re®) 1 o
==y (w(xe®)-alg D),

- 104 -

worin die Konstante 4. durch
21
g (w(e*®) —u(3e®)do

geliefert w:er insofern y(re' e) auf
21%1€1 stetig bleibt., Diese
Beziehung deutet eine Moglichkeit
der Ubertra.gu.ng zwischen den
Dirichletschen sowie Neumannschen
Randwertaufgaben an, welche die
verwandten Randbedingungen tragen:

M(9),

{ M@, -
U= _3_'!5 =
N(e); 4 [‘%’(N(e)-alg%)

a=

fir

oder
1Q6)+ alg g; ¥ |Q®

fur

Im folgenden sollen wir diese Moglich~
keit ausfiihrlicherweise feststellen,

Satz 3. Es seien v (z)=R_
w(z)= RI&), wo 3(2) und §¢z
beide analytisch sind, die Losungen
der Neumannschen sowie Dirichletschen
Randwertaufgaben mit den Randbedingungen

(z) und

¥ Tlam; YT gaw
fir
. { euel
%e.,e)

worin 9/2Y die Differentiation lings
innerhalb gerichteter Normale bedeutet,
Dann gilt die Beziehung

fr =z +id,
wo 4 eine reelle Konstante ist.

Beweis. Die Bedingung fur die
Auflosbarkeit der Neumannschen
Aufgaben lautet bekanntlich



["Crrorgatenao=o0.

Sogar stellt sie zugleich auch die
Monodromiebedingung fiir (%) dar.
Andererseits ist %g'z) auch in R
eindeutig., Die eindeutige regular
analytische Funktion f(2)—2%4/(z)
besitzt den reellen Teil u-j'm /37 »
welcher langs des ganzen Randes
uberall verschwindet. Deshalb muB
sie mit einer rein imagindren
Konstante zusammenfallen, die mit
it bvezeichnet werden mag,

Die Ubertragung zwischen den
beiden Randwertaufgaben 1abt sich
nun durchfithren wie in den folgenden
Satzen erwdhnt wird,

Satz 4. Gestellt sei eine Dirichlet-
sche Aufgabe mit der Randbedingung

we)=Me),
w((e*) =N (o).
Man 15se zuerst durch v(2)=R§(x) mit

analytischem ¢(2) eine assozierte
Neumannsche Aufgabe mit der Rand-

bedingung
MV, & ,
>y (&)==-M),
MW, i
3 (qe¥) =3 (N®—algg),
worin gesetzt istA
1_ 2m
Q,=—2-,E1—g~% j; (M(e)-N(8)) dLé.
Die Losung w(z)<= R F(2) der
urspringlichen Dirichletschen
Aufgabe wird dann geliefert durch
fer=z4t0+algz.
Beweis, Die Aufldsbarkeitsbedingung

fir die Neumannsche Aufgabe ist gewib
erfullt; namlich gilt

2
~[ {”M“’)*‘L'%(N(e)- alg@)}.uho.

Da die Mehrdeutigkeit von 4(z) sich
mur auf einen Periodizitdtsmodul des
imagindren Teils bezieht, so ist
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/(%) eindeutig. Daher ist W(%)
=’Rz}'(z)+a,lgfz| auch eindeutig.
Ferner genugt w der Randbedingung

u(e®)=M(v),

w(ge®) = %-% (N@®-alggd+aleg=N(s),

Satz 5, Gestellt sei eine Neumann-
sche Aufgabe mit der Randbedingung

2 ®)=Po),
212 =),

i d
fo (P(6)+4Q6)a8 =0.

Man 18se zuerst durch U(2)=RF(X) mit
analytischem #f(%Z) eine assozierte
Dirichletsche Aufgabe mit der Rand-
bedingung

w(e)=-— P,
©(e®)=q Q).

Die Lsung v(2)=Rg(x) der urspriing-
lichen Neumannschen Aufgabe wird dann
geliefert durch

z
$(D=c+ Lf(c)i‘i—g ~iflgx,

wo ¢ eine beliebige Konstante ist
und § eine reelle Konstante:

= ;:%E Lﬂﬁf (™) dy

bedeutet; hierbei mag 7, eine beliebige
positive Zahl sein, sofern ¢ <7, <1
ist.

Beweis. Die die Auflosbarkeit der
Neumannschen Aufgabe sicherstellende
Nebenbedingung zieht nach sich die
Eindeutigkeit von f(%), woraus weiter
die von 3(z) folgt. Aus der Beziehung
z ’(z):_f(z,)-i,{ ergibt sich, dab w(z)
= R4(z) die gestellts Randbedingung
erfillt:

?‘U ] /, ’Z:Qw
SR )=[—’R'z; (z)] =F),
0

W, r={e
W(%e“’) = [;%—?K“Lg'&)] = Q).



L. Ubertragung der expliziten
Integralformeln,

Auf Grund der Satze 4 und 5 lassen

sich die expliziten Integraldarstellun-
gen fir die Losungen der Dirichletschen

und Neumannschen Au.f'gaben im Kreisring
g9<iz|< | untereinander ibertragen.
Namlich, sobald eine Darstellung
bezliglich einer Aufgabe gewonnen
wird, dann 1Bt sie sich in die
entsprechende Darstellung beziiglich
anderer iibertragen. Im folgenden
soll zuerst die Ubertragung aus der
Villatschen Farmel beziiglich der
Dirichletschen Aufgabe in diejenige
Formel bezliglich der Neumannschen
Aufgabe durchgefiihrt werden, welche
frither?) auf einem etwas anderen Wege
hergeleitet worden ist.

Es sei eine Neumannsche Aufgabe
mit der Randbedingung

oV, L6y
5y € =F®,
2 eH=a®);

j (P(e)+qQ(eMA6=0,

gestellt. Die assozierte Dirichlet-
sche Aufgabe mit der Randbedingung

w(e®)=—P(e),

wU(qe®)=q Q)

besitzt die Losung w(z) , die mit
dem reellen Teil einer eindeutigen
analytischen Punktion f(z)
zusammenfallt, Die Villatsche
Formel liefert dann die Darstellung

o= ,,%‘; g (tfap)) Z(%(ng%w))d-?
[

L
~ f @6, (Ralgrt )dg;
(4

hier und im folgenden beziehen sich
die Bezeichungen auf die Weierstrab-
ische Theorie der elliptischen
Funktionen mit den primitiven Perioden
20y (reell) und 2w, (rein imaglnar),
die der einzigen Beziehung geniigen:

(.1)3 /w :-—ng% /7t.

Der Satz 5 besagt, dab die Ldsung
v(2)=Kq(z) der urspringlichen
Neumannschen Aufgabe durch

Z
g)=c+ J {(é)dlgg—aflgz
geliefert wird. Durch Einsetzen der
Darstellung fir F(§)

Integration in bezug auf 1g§ den
expliziten Ausdruck

g(z):u[—,;i-cjo P(?)lgc(%(‘;lgy 9))49

erhalt man nach

29C z
+d £ 100 ro, (2l gt9) @]M

Die reelle Konstante 4 wird, wie
schon bemerkt wurde, bestimmt durch

{= fm *)w
*--%j_ a°<§)¢1gg
- Wff@]gc( 4(Jgt+9)) g

ta S 10l (el i*"’))“f]fe

{ j\.P(SO) 2”’1 ulg’I;—Z’lC*?)
+ +mc>auf

%f 0 (o, (il ey
+w,))dg }

j\ ¢ (P9) +9,Qp)49;

hierbei ist die Nebenbedingung der
urspriinglichen Aufgabe in Betracht
gezogen worden. Samit erhidlt man
schlieBblich die gewlinschte Formel
in der Gestalt

3(2)=C* 21T

JP(cp)lgcr(—i(dgzw )y
t £ qaplga (i dgrp)dp

— oy

L0y 21
—L 3 lgn| ¢(Rp+qQp) g,

21tL



worin (* wieder eine willkurlich
wahlbare Xonstante bedeutet, Die
letzte Formel fallt natirlich mit der
in der friheren Note< hergeleiteten
vollig zusammen.

Zum Schlub sollen wir gelegentlich
noch zeigen, dab sich die Villatsche
Formel auf umgekehrtem Wege aus der
letzten herleiten 13bt, Nun werde
eine Dirichletsche Aufgabe mit der
Randbedingung

w@)=M@®,  wqeD=N®

gestellt. Nach dem Satz 4 geht man
dann von einer analytischen Funktion

3
L e )
= ,TCL (—M((f’))lgcr(:rf (gz+9)) dp
21
+ %’jo(N (tp)-o.lgql)lgq3 (%(ngzﬂp))wf

g jz'rt:
A2z ) ¢ CH@TN@-algq)dg

aus, deren reeller Teil V(%)=Ry(z)
die Neumannsche Aufgabe mit der
Randbedingung

2 ey =-M(6),
Vo iey |
v @€7) =g (N@-algy);

{ 2TC
_Z_qc_laiQA(e)-N(e))aLe,

1ost. Dementsprechend ergibt sich
nun fir die Losung u(x)=RF(x) der
urspringlichen Dirichletschen Aufgabe
die Darstellung

e ()
:F(Z) - d.lg' Z

= %iﬁ(@ 6 2 (g2t 9) dip

+a,1g Z

2 [ Neps, (e

+ % “lgi (—% ngz, +w1)

+"’1“)1
3.
T~

21T
J ¢ (-M(?)-I-N (R a.lg cL) 4y
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+mkz

Wy

21
=it | e (Rdgarpey

2T
"%LN(Y)%(%(J@ZWD&?

® L " 2TC
1 1
- ’T?": z‘(;)'; “ o )Ig ZE(M.(?) "‘N(@)d?

()
4o
'7(:3

2TC
f 9(M(p-N(p) dg.

Da das letzte Glied offenbar eine
rein imaginare Grofle ist, so liefert
die letzte Darstellung wesentlich
gerade die Villatsche Formel, Bei
der oben durchgefiihrten umgekehrten
Ubertragung ist tatsdchlich derjenige
Fall der soeben hergeleiteten Formel
benutzt worden, worin die Monodromie--
bedingung erfullt ist.
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