INTEGRALFORMEL BETREFFEND NEZUMANNSCHE RANDVERTAUFGABE

FUR EINEN KREISRING

Von Yusaku KOMATU

1. Problemstellung.

Die zweidimensionale Dirichletsche
bzw. Neumannsche Randwertaufgabe
der Potentialtheorie lautet: Es ist
eine in elnem etwa glatt berandeten
Grundgebiet auf der Ebene regulére
harmonische Funktion zu bestimmen,
die selbst bzw. deren Normalableltung
auf dem Rand mit einer vorgeschriebe-
nen, etwa als stetig vorausgesetzten
Funktion lbereinstimmt. Bel der
letzten soll die Randfunktion einer
Bedingung geniigen, dag ihr Mittelwert
beziiglich der Bogenlinge verschwindet,
damit eine Ldsung irgendwie existie-
ren kann. §s 1st wohlbekannt, dag
die L8sung der ersten Aufgabe stets
existiert und sogar sich eindeutiger-
weise bestimmt, sowle daB auch die
L8sung der zweiten Aufgabe unter
der genannten Bedingung existiert
und sogar sich, abgesehen von einer
willkiirlichen additiven Konstanten,
eindeutigerweise bestimmt.

Im Falle des auf der z-~Ebene gele-
genen Elinheitskreises ist die LOsung
der ersten bzw. zweiten Aufgabe mit
der Randbedingung

w(e*) =U(y)

bzw.

2D V) it fvcsy)aq 0

worin mit 9/2Y  die Differentiation
nach der iInneren Normalen bezeichnet
ist, bekanntlich gegeben durch das
Poissonsche Integral

2m Lo
wz)= K'E.%E'J U(?)'e. 2 - 49
*
f U(?) lec? l:lz d'?

bzw,. durch das Neurannﬁche Integral

V(z)=v(0) - R fVUf)lg"T_ dg
«r(o)-—fv(golg TEA zli‘f

Weghrend der Einheitskreis sich
als ein kanonisches Grundgebiet im
einfach zusammenhé@ingenden Fall) ansehen
188t, splelt ein konzentrischer Kreis-
ring eine entsprechende rolle im
zwelfach zusammenhéingenden Fall.
Fiir den Kreisring ¢<I|z|<i 1ist
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die LOsung der ersten Aufgabe mit
der Randbedingung

w(eMH=MC@), wge®)=N(9)

auch bekanntlich gegeben durch das
sogenannten Villatsche Integral®

w(z)

= (& ([meps (3 Glgar g)ag
- f NG, (Glgz + 9g
- 'zTJ - )lgz (M(?)-N (?Wff)}

worin die Bezeichnungen sich beziehen
auf die TeierstraBische Theorie der
elliptischen Funktionen mit den
prirmitivenPerioden 2w, (reell) und
2w; (rein imagindr), die der Be-
ziehung geniigen:

@ _ =gy
w, T ¢
Nebenbel bemerkt, 188t sich der
Faktor im letzten Glied, infolge der
Legendreschen Relation MWy — Ty
=mdi/2 auch einfacher in der Form
schreiben

Lt _ Mo
2w, i Igq,

Ferner, darit ®w(X) als den re-
ellen Anteil einer im Kreisring ein-
deutig analytischen Funktion angesehen
werden kann, ist notwendlg und hin-

reichend, dag die Randfunktionen der
Beziehung

f;l(fy)&y— f N(g)dy

genligt,, welche die Monodromiebedingung
genannt werden so0ll. Dann nimmt die
Forme)l eine einfachere Gestalt

w(Z)
=i fM(y)Q(“"(JgHSf))d‘f

- f N (y)(,(%(ilgﬁ 9) ‘LS")}.

Da nur das Quotient w,/a)l:—ilfq,/ﬂ:

in Betracht kommt, kann man I'erner
Ww=T und wWy=-—<ilg

setzen und dann 1#gt sich die Formel

in noch einfachere Gestalt bringen.



In der vorliegenden Note soll eine
explizite Integraldarstellung be-
treffend die Neumannsche Aufgabe fir
den Krelsring hergeleltet werden,
indem diese zwelte Aufgabe aut die
erste redwziert wird.

2. Beil¥ufige Betrachtungen.

Um das Grundgedanke zu erkléren,
s0ll zuerst das Neumannsche Integral
im Falle des Einheitskreises beli-
ldufig durch unsere Methode herge-
leitet werden.

Nun sei  Ar(Z) elne L8sung
der zweiten Aufgabe flir den Einheits-
kreis mit der ﬁandbedingung

Bezeichnet man mit 1r(l) eine

zu A(2) konjugiert harmonische
Funktion, so wird
A~ N ~ 9
e =v(1)+ A%?’——)i?

9
~ - v (e,

~ 9
=T - [ Vegs,
]
Da die additive Konstante hierbeil

unwesentlich ist, kann man ¥%#(1)=0
setzen, und somit

A TINER T2 P g
TeN=Vgr=-[" vipus.
°
Die analytische Funktion 4(Z)— {V(Z)
148t sich dann durch das Poissonsche

Integral darstellen in der Form

TF(R)~ Lv(Z)

L zv*(?)ﬁqiliso ~ v (o),
TC A eL?_z

Mithin, die Beziehungen
*
Viar) =0,
Yz

5
o “

e¥—7

dg = 20 lg T z-—ff

beriicksichtigend, 188t sich die rechte
Seite rmittels der Tellintegration
umformen in die Gestalt

F(2) = iv(Z)
= 2—1,; [ V"(g»)(zdg?iffzz -9)] g=0

- ~4f(0)
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2n
=—L0(0)+ ;;—J V(g)Ig?,,-l_——z— de

- —ﬁ-c'[ oVig)de.

Daraus ergibt sich sofort die Neu-
mennsche Formel, indem man den ima-
gindren Antell trennt.

Es ist leicht zu zeigen, dag die
so gewonnene Formel tats#chlich die
zwelte Aufgabe 18st. In der Tat,
erh#lt man

—wre®) 1 3

ar

—.ZJIY Jﬂ \](9) {y L ioz g;

woraus sich mit Berlicksichtigung des
bekannten Randverhaltens des Poisson-
schen Integrals unmittelbar ergibt

w(e“’) i 2V Cre™®) vet?
——==|lim —-V(a)
2y 10 °¥

Die letzte Glelchhelt bleibt
bekanntlich sogar gliltig fast Uberall,
wenn nur die Integrabilitdt von V(g)
vorausgesetzt ist, und sie gilt gewis
an jeder Stetigkelitsstelle Q=g

von If(y) .
3. Heuristische ﬁberlegung.

Der zweifach zusarmmenhingende Fall
1dgt sich auch in ganz analoger Weise
behandeln, was im rolgenden erledigt
werden soll.

Es sel nun v(Z) eine Ldsung
der zweiten Aul'gabe fiir den Kreisring
1< 1z1< 1 mit der Randbedingung

W) (e
5=k, P —aw),

worin mit 3/2V die Differentia-
tion nach der (bezilglich des Grund-
geblets) inneren Normalen bezeichnet
ist. Die Randfunktionen sollen
hierbei natiirlich der Bedingung
geniigen:

jm( Py + 4 Q (@D de=0,

Jede zu V(z) konjugiert (regu-
l#re) harmonische Funktion 47(z)
ist Im allgemeinen mehrdeutig, aber
besitzt einen bestinmten Periodizi-
tdtsmodul, der mit -2ma bezeich-
net werden soll, Die analytische



Funktion v(z)+i¥(2) + algx

ist dann im Kreisring elndeutig.
Die Randwerte von 17(z)+a.ugz

{zi=1  bzw. |zi=q,  seien P*¢)
bzw. Q*(¢) (an z=¢ ¥ bzw,
z = te‘? ). Es wird dann

Prepy=p (o)—f Ppyag +ayg,
Q= Q") +f 9 Qg+ ag.

bDie uindeutigkei t von 4(Z) +a.axgz

ergibt sich  P*(2w) = P*(0)
(und Q*(2m)= Q*(0)

27
a = ——j f(9)¢y=—27,-t IQQC?)@
pa w(z) —+ &lglzl sich auch ein-

deutig verh#lt, so erglibt sich nach
der Nonodromiebedingung die Beziehung

P (9)dy = f Q*(So) 4g,

Die beiden Seiten der letzten Glelch-
heit sind

j P'9rag = 2 P¥(0)~ 27 f Py dg
f $Ppydg + 2ta,

S o @dg= 2m Q*(0)+2x fza(gwff
- 8:16;10.(9)4?4- 2,

und somit 1#Bt sich die Monodromie-
bedingung. auch bringen in die Gestalt

PX0- Q" )=~ —fg»(mmza(g»ag

Die Anwendung der Villatschen
Integralformel auf die in q<izi<|
eindeutig analytische Funktion

'V‘(Z)—Z.a.lgz —ia(z) llefert nun

) und somit

T(z) - ,,a.lgz—;,v(z)
J‘P (9)¢ (ngu?)d.y

— * . .
- mfacsog(.lgzww ~ie,,
worin =N eine reelle Konstante

bedeutet uné ferner der Einfachhelt
wegen dle primitiven Perioden

24,

angenomren sind,

=T, 2w,=-2tlg1‘

Mit Hilfe der lFormeln

¢
j ;(&lgz +§)dg = lg M
0 A-lgl)

aufl
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(; Gl Y c, (;lgz+ @)
g gre)dg=lp S g2 ¥ e

188t sich die rechte Seite mittels
der Teilintegrstion umformen:

¥(z)- Lalgz ~LV(Z)

=_£ * 0'(4.] 2+) 0'1. '+
o o]

+__.J'(f( - cllez+y)
Rl T

+——J Q@+a), B2+ o
= o([ ?+o.)lg 50D 4g+ e

Weiter mit Berlicksichtigung der Be-
ziehungen

P*(l’ﬂ:) == P‘(O)) Q*(.Z‘K)= Q,*(O)}

jm( P(pr-a)dy= r?tm?)m)asa:o,
1 c(;lgz+21:)

¢(~18'1) = 271 (ngz+ﬂt)+~'7f,.

0"3(:‘.1{2+27c)

05(;13-2)

gewinnt man somit

Ig = 271 (ilgz-r'm)/

v (z) - La.lgz ~ iv(z)

= —f—’]i (P*0)- Q*(o))(ilgz + 1) + P*0)
t= f (E(g) - a) lg¢(~1g2+ 9)dg

+'r'ﬁ' J (1Q(?)+a)lg¢,(alzz+ §g+i.
[

Indem man den imagindren Anteil der
beiden Seiten vergleicht, ergibt
sich daraus die Beziehung

v(z)=¢, - a.lglzhz—ll(f’ (0)- Q(o))argz
" 5(1»«;) ~)lgloCilpzr 92l 4g

o4 Qg alaclesantas,

worin ¢ = ¢ + 27, (P*(0)— Q*(0))
wieder eine Konstante bedeutet.

Andererseits, wenn ran die belden
Seiten der Identitdt

1= = gg(lg1+¢e)ity



1 atT
~ & f §\(:lgz+9)4dg
0
beziig) i ch der Verdnderlichen ngz
integriert, so erh#lt man

L[
ulgl: comst +_K—‘_' So lgu’(ilgz-ﬂf)dg

- % j; lg LB IX'Z'P $)dg,

woraus sich durch Trennung des ima-
glndren Anteils ergibt

21T
Slelzl=6 4k - 4
gz 3*1£13!6(ng+9)| 9

- %L lelg Glgzr pldg

rit einer Konstanten Cy . Mit-
hin gelangt man schlieBlich zur ge-
wilnschten Formel

v@)= ¢
i
+—,,*?L P(‘f)lglf(ilguq)(i?
+ -n:L L {Q.(q)lgf g, (;lgz+ 9)ldg
a1
+ 177‘, arg zJ; 9 (29 +1Q@)dg,

worin ¢ eine willkiirliche Kone
stante bedeutet.

Bisher haben wir der Einfachheit
halber: angenormen, daf dle primitiven
Perioden gleich 2w = 27 und
2wy, = —2llpq sind. Aber
wenn man allgemein die primitiven
Perioden 2wy (reell) und 2w,
(rein imagindr) mit w_,/u,--.'.lxt/-;:
braucht, so wird man gelangen®zur
Integralformel

vR)=c
+1 J; kel [e(2 Gilgzeg))| g
+% [Taiplls@kzre)l g

- %argzj‘ 9(ke)+3 QYN dy

= C
* K{% f;(y)lg 0'(‘.;‘(&1[2-# 9)4g

1 2N
T® o‘la(”lg"i(?}alxzw))a?

-Lj—%' %ZJ:;(I’(?M?'Q(?)M? }

4. Best#tigung des Randverhaltens.

Die eben gefiihrte heuristische
ﬂ'berlagung 188t sich nunmehr umkehren,
um sie streng zu machen.

fs zelgt sich zuerst, daB sich der
eben hergeleitete Ausdruck fiir 1(z)
in <1zl <{ eindsutig ver-
hdlt. 1In der Tdt, wenn der Punkt
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Z elnmal um den Ursprung im posi-
tiven Sinne umschreibt, dann geht
gz in (lgz -2 tber
und “also transformiert sich w~(Z)
in den Ausdruck

V(2
L (" o
"‘-E,[ 1’(9’)27x %(-Avgz-rg—'n)v“]
e
- % [’lQ(?)Z’]‘ %(—a‘rg’ z+q-1c)‘(?

2%
+ 11‘;"} 21 £ 9(L@)+ L QAPIAG,

der ersichtlich mit w(2)
selbst {ibereinstimmt. Mithin 1st v(z)
eindeutig.

Um nun das Randverhalten von v (Z)
zu best#tigen, soll es bezliglich
y= 1z] differenziert werden,
Dann erh#lt man

2T
e _ g {-;‘:’_: é_lff(,)g(%(;lgzm)&g
(]

2z
=
-t [ e Fegeak

woraus mit Berilicksichtigung des
bekannten Randverhaltens des Villat-
schen Integrals unmittelbar folgt:

W) 1. W'
— - —_— =
k) }i‘z‘o Y P(O))
wite) v(re'®)
——= lim &= =Qu
B Myt T Q)
Die Uberlegung zeigt weiter, daB
die durch unsere Integralformel
dargestellte Funktion 4 (Z) den
eben gestellten Randbedingungen sogar
fast Uberall genligt, wenn nur die
Integrabilitét von P(g) und Q(¢p)
vorausgesetzt wird, und daB die
Gleichheit gewiB an jeder Stetigkeits-
stelle ¢ = 6 von P (¢) bzw.
Q) gelten muB ¥,

1) Eine kurze Herleltungswelse
der Villatschen Formel findet slch
nebst dem betreffenden Literaturver-
zeichnis in der Note: Y., Komatu,
Sur la représentation de Villat pour
les fonctions analytiques définies
dans un anneau circulajire concentri-
que, Proc, Imp. Acad. Tokyo 21.(194s),
94-96.

2) Eine alternative Nethode wird
in einer demndchst erscheinenden
Note enthalten, in der die verwandten
Aufgaben aus mehr allgemeinem Stand-
punkt behandelt werden sollen.

Mathematisches Seminar,
Institut filr Technologle zu Tokyo.

(*) Eingegangen am 1. April, 1953.





