
INTEGRALPORMEL BETRΞFFEND WStJWANKSCHE RANDWERTAUFGABE

PlJR EINEN KREISRING

Von Yusaku KOMAΪU

1. Prob]emstel]ung

Die zweidimensionale Dirichletsche
bzw, Neumannsche Randwertaufgabe
dβr Potentialtheorie lautβt: Es ist
eine in einem etwa glatt berandeten
Grundgebiet auf der Ebene regvύ Sre
harmonische Punktion zu bestimmen,
die aelbst bzw, deren Normalableitung
auf dem Rand xnit einer vergeschriebe-
nen, etwa al.s stetig vorausgesetzten
Funktion ubereinstiirant. Bei der
letzten soil die Randfunktion einer
Bedingung genugen, daβ ihr Mittelwert
bezuglich der BogenlSnge verschwindet,
daitiit βine LcSsung irgendwie existie-
ren kann. Es ist wohlbekannt, daβ
die Losung der ersten Aufgabe stets
existiert und sogar sich eindeutiger-
weise bestimmt, sowie daB auch die
Lδ*sung der zweiten AiiΓgabe unter
der genannten Bedingiαng existiert
und sogar si oh, abgesehen von e^iner
willkurlichen additiven Konstanten,
eindeutigerweise bestiinint*

Im Palle des auf der fc-Ebene geDe-
genen Einheitskreises ist die Lό'sung
der ersten bzw. zweiten Aufgabe mit
der Randbedingung

worin Kit ϊ/W die Differentiation
nach der inneren Normalen bezeichnet
ist, bekanntlich gegeben durch das
Poissonsche Integral

bzw, durch das Keur.annsche Integral

v(0) - %-τJΐ

Wahrend der Sinheitskreis sich

als ein kanonisches Grundgebiet im

einfach zusammenhangenden Fall ansehen

laβt, spielt ein konzentrischer Kreis-

ring eine entsprechende Rolle im

zv eifach zusammenhangenden Fall.

Fur den Kreisring ^<|ίt|<l ist

die Losung der ersten Aufgabe nit
der Randbedingung

auch bekanntlich gegeben durch das
sogenannten Villatsche Integral

1
-^

worin die Bezeichnungen sich beziehen
auf die TeierstraBische Theorie der
elliptischen Funktionen mit den
priiritivettPerioden z<ώ

t
 (reell) und

2.<4>
3
 (rein imaginar), die der Be-

ziehung genugen:

Nebenbei bemerkt, laβt sich der
Faktor im letzten Glied, infolge der
Legendreschen Relation ^ίOj ~7

J
&)

1

•siitL/z, auch einfacher in der Form
schreiben

i \ 3L.

Ferner, dair.it U Cfc) als den re-
ellen Anteil einer im Kreisring ein-
deutig anaJytischen Funktion angesehen
werden kann, ist notwendig und hin-
reichend, daβ die Randfunktionen der
Beziehung

Γ Λ2

J
genίΐgt, welche die Monodromiebedingung
genannt werden soil* Dann nimmt die
Forme] eine einfachere Gestalt

Da nur das Quotient $
i

in Betracht kommt, kann man ferner

ω
t
 = τc und c ύ j ^ - ό l g ^

setzen und dann laβt sich die Formel

in noch einfachere Ge3telt bringen
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In der vorliegenden Note soil eine
explizite Integraldarstellung be-
treffend die Neumannsche Aufgabe fίir
den Kreisring hergeleitet werden,
indem diese zweite Aufgabe auf die
erste redmziert wird

#

£• BeilSufige Betrachtungen

Um das G-rundgedanke zu erklaren,
soil zuerst das Neumannsche Integral
im Falle des Einheitskreises bei-
laufig durch unsere Methode herge-
leitet werden.

Nun sei VCZ) eine Losung
der zweiten Aufgabe fur den Einheits-
kreis nit der Randbedingung

Bezelchnet man mit £(%.) eine
zu αΓ(ίt) konjugiert harmonische
Punktion, so wird

Da die additive Konstante hierbei

unwesentlich ist, kann man vCl)
β
O

setzen, und somit

Die ana] yt is che Punktion VCZ) - iV(Z)
lUβt sich dann durch das Poissonsche
Integral darstellen in der Form

Mithin, die Beziehungen

berilcksi chtigend, laβt sich die rechte
Seite mittels der Tei]integration
umformen in die Gestalt

Daraus ergibt sich sofort die Neu-
manns che Forme1, indem man den ima-
gina*ren Anteil trennt

Es ist leicht zu zeigen, daβ die
so gewonnene Formel tatsachlich die
zweite Aufgabe lost. In der Tat,
erhalt man

WO Γ Θ U S sich mit Berίίcksichtigung des
bekannten Randverhaltens des Poisson-
schen Integrals unmittelbar ergibt

Die letzte Gleichheit bleibt
bekanntlich sogar gultig fast uberall,
wenn nur die Integrabilitat von V(φ)
vorausgesetzt ist, und sie gilt gewiβ
an jeder Stetigkeitsstelle y =r Q

von VCy)

3. Heuristische Πberlegung

Der zweifach zusammenhangende Fa]1
laβt sich auch in ganz analoger V'eise
behandeln, was im folgenden erledigt
werden sollo

Es sei nun V C ^ ) eine Losung
der zweiten Aufgabe fur den Kreisring
9 < \Z\ < 1

 m
it der Πandbedingung

worin mit 3/&V die Differentia-
tion nach der (bezίίgDich des Grund-
gebiets) inneren Normalen bezeichnet
ist Die Randfunktionen sollen
hierbei natίίrlich der Bedingung
genίigen:

j (
Jede zu ifCZ) konjugiert^(regu-

lare) harmonische Funktion v(z)
ist im a3lgemeinen mehrdeutig, aber
besitzt einen bestirrmten Periodizi-
tatsmodu] , der mit — J2/7CO* bezeich-
net werden soil* Die analytische



Punktion v(z) + ίv(z) + a~lg X
1st dann irc Kreisring eindeutig*
Die Randwertβ von v(Z) ¥ <L»-rζ Z
| * i = l bzw. | z i - { , seien PVcp

bzwβ GC*C$) (an z = e ^ bzwβ
x—«£,*? ) o Es wird dann

auΓ

f
Die Eindθutigkeit von v(Z) + Λ- aa p z
ergibt sich f*(zτc) = f>*(0) *
(und QL*(ZΊC)~ Qj^CO) ) ̂ nd somit

Da Vffc) -f α.Ljl2:|
 a

i
c
h aυch ein-

deutig verhSlt, so ergibt sich nach
der Monodromiebedingung die Beziehung

*2TC Λ3LTC

0 0

Die beiden Seiten der letzten Gleich-
heit sind

[ ty 2τc P*Cθ)- lie f PCy) ĉp

] <f£(γ)d.<f+

2τc α*co) 42.π

und sorriit lδβt sich die ^onodromiθ-
bedingung.auch bringen in die Gestalt

^ f
Die Anwendiing der Villatschen

Integralformel auf die in ^<I2|<
eindeutig analytische Funktion

lQ.hz -L«rU) ^ θ f e r t nun

- La.\σZ- L

worin ^ eine reelle Konstante
bedeutet und ferner der Einί'achheit
wegen die prlnitiven Periodβn

angenomirjen s ind.

Mit Hi3Γe der Forme]n

laftt sich die rechte Seite mitteDs
der Tei] integration umi'orrcen:

Vίeiter mit Berίicksichtigung der Be-
ziehungen

f *«», Q*

= J
0

<Γ(

gewinnt man somit

= ±Ά (p*Cθ)~

i f

0

Indem man den imaginSren Anteil der
beidon Seiten vergDaicht, ergibt
sich daraυs die Beziehung

~

1 Γ

π J

worin tArs c, -f i η x CP*CO)~
wieder eine Konstante bedeutetβ

Andererseits, wenn r.an die beiden
Seiten der Identitεtt
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bezugDJch der Veranderlichen
integriert, so erhfίlt man

woraus si oh dυrch Trennung des ima-
gina'ren Anteils ergibt

πdt einer Konstanten
 c

s Wit-
hin gelangt man schlieBlich zur ge-
wunsohten Pormel

worin c eine willkίίrliche Kon-
stantθ bβdeutθt

% θinmal um den Uraprung im posi-
tiven Sinne umachreibt, dann gent
ί\jrZ. in ίltrz- 2.7c uber

und also transformiert sich
in den Ausdruck

V(Z)

der ©rsichtlich mit V(Z)
selbat ubereinstimmt. Mi thin
eindeutig

Um nun das Randverhalten von V(%)
zu besta'tigen, soil es bezuglich
r s 1*1 differenziert werden
Dann erhait man

woraus mit Berίicksichtigung des
bekannten Randverhaltens des Vi3lat-
schen Integrals unmittelbar folgt:

Bisher haben wir der Elnfachhelt
halber angenomnen, daβ die primitiven
Perίoden gJeich 20). = ,2.TO und
zα;

3
 « -Zil^t, aind. Aber

wenn man allgeraein die primitiven
Perioden z.*^ (ΓΘΘID) und 2«,
(rein imagina'r) mit Wj/ω, »-il?

>
t/π

braucht, so wird man gelangen zur
Integralforme]

4. Bestatigung des Randverhaltens

Pie eben gefuhrte heuristische
Oberiegung l»βt sioh nunmehr umkehren,
um aie streng zu m&chen*

Ea zeigt aich zuerst, daβ sich der
eben herge]eitete Ausdruck fur VfZ)
in 1 < 1*1 < 1 eindeutig ver-
halt. In der Tat, wenn der Funkt

Die Uberlegung zeigt weiter, da6
die durch unsere Integralforme1
dargeatellte Funkt ion 1ΓC*) den
eben gestellten Randbedingungen aogar
fast liberal 1 genίigt, wenn nur die
Integrabilitat von 2Cf) und α(
vorausgesetzt wird, und daβ die
αieichheit gewiβ an jeder Stetigkeits-
atθl3e (f» $ von f(φ) bzw

e

gel ten muβ °
 e

1) Eine kurze Her3eitungsweiae
der Villatschen Pormel findet sich
nebat dem betreffenden Literaturver-
zeichnls in der Note: Y, Komatu,
Sur la representation de Villat pour
lea fonctions analytiquea de*finies
dans un anneau circulaire concentri-
que, Proc. Imp. Acad Tokyo 21(1945),
94-96.

2) Eine alternative Wethode wird
in einer demn'a'chat erscheinenden
Note enthalten, in der die verwandten
Aufgaben aus mehr allgemeinera Stand-
punk t behandelt werden sollen*

Mathemat!sches Seminar,

Inr.titut fίJr Technologie zu Tokyo.

(*) Singegangen am l
e
 April, 1953«




