MITTLERE VERZERRUNGEN BEI KONFORMER ABBILDUNG
EINES AUFGESCHLITZTEN STRXIFENS.

Von Yusaku KOMATU.

1. in einer fritneren Note‘®

nat der Vertasser sich beschédftigt
mit der Aufgabe {iber mittlere
Verzerrungen bel konformer Abbil-
dung in den Fdllen einiger spe-
ziellen Typen von kanonischen
Schlitzgebieten. In der vorlie-
genden Note betrachten wir einen
weiteren Typus von kanonischen
Grundgebieten, welche dadurch ent-
steht, dsB man einen horizontalen
Tarallelstreiren liéings einiger
horizontalen oder vertikalen Gera-
denschlitze aufgeschlitzt, und
wir sollen dann die der fritheren
entsprechende Aul'gabe behandeln.

Im allgemeinen, léBt sich jedes
m+l-fach zusarmenhéngende Gebiet
in der w-Ebene mit nicht ausge-
arteten Randkomponenten — nur
der solche Fall {st wesentlich!
—— schlicht auf einen horizontal
nder wvertikal autgeschlitzten
Parallelstreifen derart abbilden,
daB ein ausgezelchnetes Randkonti-
nium in die EBegrenzungsgeraden
Jz = £m/2, -ww< Rz<+oo und
die Ubrigen Randkontinua vorge-
schriebenenweise in dle horizon-
talen oder vertikalen Schlltze
Ubergehen; weiter sollen dabel
zwel ausgezelichnete autl' dem erst-
genannten Randkontlnuum gelegene
Randelemente in —oo + 40 bzw,
too + i0 Ubergehen. Solche aAb-
bildung ist nicht nur stets mog-
lich, sondern eindeutlg bestirmt
bis auf eine Verschlebung in der
Richtung der reellen Achse in der
2-Ebene . ¥

Wir nehmen nun der Einfachheit
halber an, da® ein gegebenes w+ 1-
tach zusammenhéngendes Gebiet D
in der w-Ebene als #duBerstes Rand-
komponent auch die Geraden Jw
=t/2, —-0< Rw<+oo besitzt
und also dessen ibrigen Randkon-
tinua im Streiten [Jwl< m/2
enthalten sind, und ferner, daB
beil der betrachteten Abbildung der
soeben erwdhnten Art die #duBersten
Begrenzungsgeraden elnander ent-
sprechen und iberdies die zwel un-
endlichfern liegende Handelemente
invariant bleiben sollen.

Es sel

7 = ﬁfﬁv)

eine in D schlichte Funktion
welche dleses Gebiet unter Fest-
haltung der Randelemente oo ++0
abbildet aut eln in der zZ-Ebene
gelgenes Geblet derselben art wie
D. s ist lelcht zu sehen, daB
solche Funktion der Liemesbezie~-
hung

ﬁ(w): w(1+0(L)

(we D, Rw->too)
genligt, welche zum Ideenkrels des
Eegrirts der Winkelderilvierte

gehdrt. Aber wir kdnnen ferner
genauere asymptotische Bezlehungen

foew)=w + 4 [R1+0(1)

(weD, Rw- too)

behaupten; hiebei bedeuten {,[f]
und 4. [f ] 1irgendwelche reelle
Konstanten. Dliese Beziehungen
gelten sogar gleichméfig mit Ein-
schluf der #duBersten Begrenzungs-
geraden von D .© Wir fihren nun
die Bezeichnung ein:

PRI = ¢, TR1- 48]
lim (Aw) =R w)-2w),

w- o0

]

Wir bezeichnen nun mit

7 = fiw) bzw, 2= 3(w')
die auf der erwédhnten Weise nor-
mierte Funktion welche die Abbil-
dung vom gegebenen Gebiet D auf
einen léngs lauter horilzontaler
bzw. vertlkaler Geradenschlitze
auf'geschlitzten Parallelstreifen
vermittelt. Dann sind diese beiden
Funktionen, mihin auch die Grdgen
£.Lf] und ¢.[g] bis auf die
additiven reellen Konstanten be-
stimmt, Die reellen Grogen pLf]
und ([¢] sind dagegen von der
Wahl der Abbildungsfunktionen un-
abhénglg und durch das Urgebiet

D eindeutig bestimmt. Diese
beiden Gebietskonstanten lassen
sich durch gewisse Extremaleigen-
schaften charakterisieren. In der
Tat, bezeichenen wir mit G die
Familie derjenigen Funktionen,
welche das Geblet D unter Fest-
haltung der Randelemente oo +i0
schlicht abbilden auf beliebige
Geblete derselben Art wie D ,
lauten die Extremalcharaktere:

dann



pLFI=Max IR

und
plgl= Min prrd.

Ferner lassen sich beide Abbil-
dungsfunktionen f una ¢ durch
diese Extremalitéten eindeutig
bestimmt bis auf additive reelle
Konstanten. “?

Pa eine spezielle Funktion
, (W) = w mit RLh,I=0
gewiB zur Familie & gehdrt, so
ersehen wir offenbar, da8 die Un=-
gleichung

BLF1 20 2 BLyT

gilt; hierbel besteht das linke
bzw. rechte Gleichheitszeichen nur
wenn f bzw. ¢ eine Parallelver-
schiebung in der Richtung der re-
ellen Achse vermittelt, also das
Gebiet D selbst die betrertfende
kanonische Gestalt besitzt.

Eine genauere Betrachtung
fihrt weiter zum Resultat, daB
eine prézisere Ungleichung

pLEl 2 4/

gilt, wo 4 das Flacheninhalt des
im Innern von [(Jw | < /2 ent-
haltenen Teils der komplementdren
Menge von D bezeichnet.S

Nun bezelchnen wir die Umkehr-
funktion von x = f(w) bazw, z = §(w)
mit w = ¢(2) bzw., w=A+(2) .
Dann besteht die asymptotische
Eeziehung

Py =2z + £,L9T +0(L)
bzw.

)= 2 + T, [¥] + o(1)

fir Rz - % oo , worin natir-
lich

ﬂtf?] = - ﬁtff']
bzw.

t.vl=-4.01

gesetzt 1st. Setzen wir also

wieder

BLoT= €.I¢1~ 97,
pIv= 4,041 - £ IV,

dann erhalten wir die Unglelichung

BL9IS 0 & IV,

das linke bzw. rechte Gleichheits-
zeichnen besteht nur wenn ¢ baw.
V¥ eine Parallelverschiebung in
der Richtung der reellen Achse
vermittelt., Der Ungleichung BLf]
= A&/m entsprechend, gilt welter

plelg —-d/x

2. Aur Grund der eben genannten
Tatsache liegt eine Frage nahé,
ob, wenn das Geblet D angenahert
dieselbe Gestalt besitzt wie eine
horizontal bzw. vertikal aufgesch-
litzten horizontalen Parallelst-
reifen, so der Wert von pLe] Dbzw.
BV gleichmiaBig beinahe
gleich Null ist:

Um diese Vermutung be jahend zu
bestétigen, versuchen wir beide
GréBen BLP] und BIv] mit-
tels lauter einigen geometrischen
Quantitédten sbzuschétzen ven unten
bzw. von oben.

Satz 1. Als (n+l)-fach zusan-
menhfngendes kanonisches Geblet
sel ein Gebliet in der z = x+iy -
Ebene gegeben, welches dadurch
entsteht, daB man einen horilzon-
talen Parallelstreifen langs m
horizontaler Geradenschlitze auf-

schlitzt. Die m +1 Randkomponen-
ten seien
to- —0 < X <too, y=d:75/2,;
. T < M =
G G Exsq, y=4
(j=1.} "'/'T\.z),

Fur jede in diesem Gebiete- schli-
chte Funktion w = @(%) , welche
die duBerste Randkomponente €,
nebst den zwei.unendlichfern lie-
genden Randelemente invariant
bleiben 148t und sich auf allen
inneren Randkomponenten stetig
verhdlt,” gilt dann dle Relation

Ele]
- _ L
—_;,;
worin ¢(z) J= w(x, Yy + L V(x, y),

g_.it:. ”(x"":#)'-"JSV(Z) , gesetzt
st.

ct
c_’ (v G, bt 0)-(x, §,-0) dx,

Bewels. Die Differenzfunktion
w-2 = ¢(z)—Z 1ist eindeutlig und
regulir im aufgeschlitzten Streifen
und sogar stetig mit EinschluB des
Randes. Alle Schlitze des Qrund-
gebiets seien in X <x< X" ent-
halten. Nach dem Cauchyschen
Integralsatz gilt dann

f(w—z)dz=0;



das Integral links ist Uber den
ganzen Rand des in X "< x <X
haltenen Teils vom Greundgebiet
im positiven Sinne zu erstrecken.
Durch Trennung des imaginéiren An-
tells erhalten wir also

0= f]f(ur— Z)dz
x/2
=), €(XT p-X")- GulX Xy
+Zf (v (2, 00 - U e - OV,

Nun gilt aber die asymptotische
Bezienung

w-z = $,[¢] + o(1)

(Rz » )
mit rellen . L9l
nach sich zieht

w (X* 4)-X%= {4, g1+ 0()
(X* > 2o,

Wir erhalten somit durch den
Grenzubergang X o too die ge-
wiinschte Relation

ent-

, welche

0= (6191 - 4.197)
+ ZJ (v (2, 4#0)-v (e - 0) dx,

=1

Zusatz 1. Unter denselben
Voraussetzungen wie im Satz 1l -gilt
die Ungleichung

-~ .
S f’
i (U(x,f;j*r())-v(x,f;j-o))‘(x;o;
die uleichheit darin besteht nur

wenn ¢(z)= z +4 mit einer re-
ellen Konstante

Zusatz 2., Unter denselben
Voraussetzungen wie im Satz 1,
wenn wir weiter mit & die Breite
in der vertikalen Richtung der j-
ten Randkomponenten des Bildgebie-
tes, 1.6, der zu t; entsprechen-
don Komponente bezelchnen, némlich
wenn wir

. = Osc J
é:!:zetj y(z)
(j=1,---,m)
setzen, dann gilt die Abschat.ung

Jé (¢ =¢f )<——-Z , (7= ¢;)
<@Esv]$0

Der letzte Zusatz besagt 1ns-
bescndere, daB die Grdge ([¢
einen nahen lWert an Null besitzc
sofern alle vertikalen Breiten

& (=1, m ) hinreichend sch-
mal sind.
Satz 2. Als (m+1)-fach zusam-

menhéngendes kanonisches Gebiet
sel diesmgl ein Geblet in der %X

= X +iy-Ebene gegeben, welches da-
durch entsteht, daf man einen ho-
rizontalen Parallelstreifen léngs
mn vertikaler Geradenschlitze

aufschlitzt. Die m + 1 Randkom=-
ponenten seien
$: =00 <X <+00, 1} £ /2,
Sj: x=cj, j ﬁ«
(j=1, ,n).

Fur jede in diesem Geblete sch~
lichte Funktion w= ¢ (%), wel-
cne die duBerste Randkomponente
nebst den zwei unendlichfern lie-
genden Randelemente invariant
bleiben 1dBt und sich auf allen
innerer Randkomponenten stetig
verhdlt, gilt dann die Relation

(SWJ
Z J (g +0,9)=u(g0, yDdy,

worin ‘\J/(Z) =u<x,1p+~‘v(x, Y),

d.i. x = %) , gesetzt
ist. wx, ) = Ry(

Beweis, Mit analogen bezeich-
nungen wie im Bewelse des vorigen
Satzes, erhalten wir fir w= V(Z):

0= Jf(ur-z)u
= f «u(x KO- @ y-X ey

-zf (u(no,) G0y dy

J=t

Der Grenzubergang X* 5 too
fihrt also éhnlich wie oben zur
Kelation

0= m (4, E-p]-{_w])

-Z. u(c+o )- u(c ) d:
erf ( 4 Y4y
Zusatz 1. Unter denselben

Voraussetzungen wie im Satz 2 gilt
die Ungleichung

m {,'
L J;_J (u(gro, y)-wu(g-0, 4N dy 2 0;
174



die Gleichheit darin besteht nur
wenn Y(z) =72 + 4 mnit einer reel-
len Konstante .

7Zusatz 2. Unter denselben

Voraussetzungen wie im Satz 2, wenn
wir weiter mit 77 dle Breite in
der horizontalen Richtung der J-
ten Kandkomponenten des Bildgeble-
tes, i.e. der zu §; entsprechen-
den Komponente bezeichnern. némlich
wenn wir

7. = Ose R¥(z)
J 2€S; ;
(=1, m)
setzen, dann gilt die Abschétzung

0% plv]

N n
+. p- g
st rare)< T,
7(.1.:1} i J=1J

Der letzte Zusatz besagt also
insbesondere, daB die Grdfe fLV]
einen nahen Wert an Null'besitzt,
sofern alle horizontalen Brelten
% (y=1,--,m) hinreichend sch-
mal sind.

Belide oben bewiesenen SAtze
lassen sich in einer allgemeineren
Form folgendermaBen zusammenfassen.

Satz 3. In der z = X +iY -Ebene
sei ein (m+1)-fach zusammenhéin-
gendes Geblet gegeben, welches da-
durch entsteht, daB man den hori-_
zontalen Parallelstreifen |Jz|{<m/2
1éngs horizontaler Schlitze t;

y=1,--,p) scwle n—p vertikaler Sch-
litze g q=P+L~uﬂQ aufschlitzt;
es selen

- +
(J =1, ., F);
=c, T < +
s, x CJ, ’K«J=’}§ﬂj
(f=p+1 -, m),

Pir jede in dlesem Gebiete sch-
lichte Funktion w =% (z),
welche die duBerste Randkomponente
nebst den zwei unendlichfern lie-
genden Randelemente invariant
bleiber 1dBt und sich auf allen
inneren Randkcomponenten stetig
verhalt, gilt dann die Relation

PEXJ»E lim (X -X €2)-2%)
RZ>00

I

134
- i J (v, R r0) - v(x, R -0 dx
Ty ,

n R
+‘11E Z _[_J(u(cj+q %)-u(f-}'o, YD dy,
J=pH ﬁ'j'

worin X ()= u(x, y)+iv(x, %)
gesetzt 1st.

Bewels., Aus der aus dem Cau-
chyschen Integralsatze folgenden
Beziehung

O’-‘—‘Jf(?((z)—z)d.z
%/ ) _
= [l XWX 4y

PSS
+ f "(v(x,‘ﬁ.+o)—3f(3f«, f;j—o))obc
j=t C; !

" ﬁ;
-y J Clrop-ulmo ) dy

=P

erhalten wir durch Grenzilibergang
— too sofort die gewlinschte
Relation, )
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