
MITTLERE VERZERRUNGEN BEI KONFORMER ABBILDUNG
EINES AUFGESCHLITZTEN STREIFENS.

Von yusaku KOMATU.

1. in einer fruneren Note
f Π

iiat der Verί'asser sich beschaftigt
mit der Aufgabe ϋber mittlore
Vβrzerrungen bei konformer Abbil-
dung in den Fallen eίniger spe-
ziellen Typen von kanonischen
Schlitzgebieten, In der vorlio-
genden Note bβtrachton wir einen
weiteren Typus von kanonischen
Grundgebieten, welche dadurch ent-
steht, daβ man einen horizontalen
Γarallelstreifen langs einiger
horizontalen Oder vertikalen Gera-
denschlitze aufgeschlitzt, und
wir sollen dann die der frϋheren
entsprechende Λui'gabe behandeln.

Im allgemeinen, laβt sich jedes
iv.+1-facn zusammenhangende Goblet
in der w-Ebene mit nicht ausge-

arteten Randkomponenten nυr
der solche Fall ist wesentlich!.

schlicht auf einen horizontal
oder vertlkal aufgeschlitzten
Parallelstreifen derart abbilden,
daβ ein ausgezeichnetes Randkonti-
nυum in die begrenzυng3geraden
Jz — ± ηt/z, - oo < viz. < + co und
die ubrigen Randkontinua vorge-
achriebenenweise in die horizon-
talen oder vertikalen Schlitze
ϋbergehen; weiter sollen dabei
zwei aυsgezeichnete auΓ dem erst-
genannten Randkontinuum gelegene
Randelemente in -oo •+• i 0 bzw

β

+ 00 •+ iθ ubergehen
β
 Solche Ab-

bildυng ist nicht nυr stets mδg-
lich, sondern eίndeutlg bestimmt
bis auΓ eine Verschiebung in der
Richtung der reellen Achse in der
Z-Sbenθ

 α )

nehmen nun der Einfachheit
halber an, daβ ein gegebenes Ή.+ 1-
Γach zusammenhangendes Gebiet D
in der 'W-Ebene als auβerstes Rand-
komponent auch die Geraden J\ΛΓ
= toc/^ , -oo<

 /
RiAr<-foo besitzt

und also dessen iSbrigen Randkon-
tinua im Streif en I Jvs I < τc/JL
enthalten slnd, und ferner, daβ
bei der betrachtettm Abb11dung der
soeben erwahnten Art die auβersten
Begrenzungsgeraden einander ent-
sprechen und uberdies die zwei un~
endlichΓern liegende Randelemente
invariant bleiben sollen.

F s sei

eino in D schlichte Funktion
welche dieses Gebiet unter Fest-
haltυng der Randelemente ±oo +• *. 0
abbildet auΓ eln in der Z-Ξbene
gelgene.s Gebiet derselbon Art wie
D , Es ist leicht zu sehen, daβ
solche Fυnktion der Liemesbezie-
hung

Ίl ( IAΓ ) = τiΓ "C 1 + o C i))

genugt, welche zum Ίdoenkreis dos
Begrii'Γs der "Winkelderivierte
gehort Abor wίr kδnnen Γerner
genauere asymptotische Beziehungen

(w € P; ^ w -> ioo)

behaupten; hiebei bedeuten i+[Ll
und £_ [ f^ J irgendwelche reelle
Konstanten^ Diese Beziehungen
gelten sogar gleichmaBig mit Ein-
schluβ der auβersten Begrenzungs-
geraden von D

 ίJ)
 Wir fuhren nun

die Bezeichnung oin:

= lira. (ίCw)-

Wir bezeichnen nun mit

bzw.

die auf der erwahnten Weise nor-
mierte Funktion welche die Abbil-
dung vom gegebenen Gebiet D auΓ
einen langs lauter horizontaler
bzw vertikaler Goradenschlitzo
auί'geschlitzten Parallelstreifen
vermittelto Dann sind dies© beiden
Funktionen, mihin auch die Groβen
&

±
if] und ίtLfl bis auf die

additiven reellen Konstanten be-
stimnit* Die reollen Grδβen prf]
und βΓjJ sind dagegen von der
Wahl der AbbildungsΓunktionen un-
abhangig und durch das Urgebiet
D eindeutig bestimmto Diese
beiden Gebietskonstanten lassen
sich durch gewisse Extremaloigen-
schaften charakterisieren. In der
Tat, bezeichenen wir mit & die
Familie derjenigen Funktionen,
welche das Gebiet D unter Fest-
haltung der Randelemente *oo-t-;0
schlicht abbilden auf beliebige
Gebiete derselben Art wie D , dann
lauten die Extremalcharaktere:
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und

ft [ q ] - MiΉ β[.i].

Ferner lassen sich beide Abbil-

dυngsfunktionen f unα J durch

diese Extremalitaten eindeutig

bestimmt bis auf additive reolle

Konstanten*
 <<4
°

Da eine spezielle Punktion
ίu

β
(w) Ξ= UΓ mit β :£,.£= 0

gewiβ zur Familie *©- gehort, so
ersehen wir offenbar, daβ die Un-
gleichung

βϋίl > 0

gilt; hierbei besteht das linke
bzw. rechte Gleichheitszeichen nur
wenn f bzw. £ eine Parallelver-
schiebυng in der Richtung der re-
θllen Achse vermittelt, also das
Gebiet D selbst die befrreΓfende
kanonische Gestalt besitzt.

genauere Betrachtung
Γiihrt welter zum Resultat, daβ
eine prazisere Ungleichung

ptf I 2 cL/ic

g i l t , wo <L das Placheninhalt des
ira Innern von \ 3ur \ < πt/Z ©nt-
haltenen Teils der komplementaren
Menge von V bezeichnet/5^

Mun bezeichnen wir die Umkehr-
fυnktion von x. = f C^) bzw.
mit ΛAΓ — ψ(z) bzw. ΛAΓ =
Dann besteht die asymptotische
Beziehung

= Z

bzw.

fur
lich

bzw.

+oQ)

+ off)

worin natΐir-

das linke bzw rechte Gleichheits-
zeichnen besteht nur wenn (f bzw.
^ eine Parallelverschiebung in
der Kichtung der reellen 4chse
vermittelt, Der Ungleichung βCf]
^ dL/τc entsprechend, gilt weiter

)2. Λui' Grund der eben genannten
Tatsache liegt eine Frage nahe,
ob, wenn das Gebiet D angenahert
dieseibe Gestalt besitzt wie eine
horizontal bzw

e
 vertίkal aufgesch-

litzten horizontalen Parallelst-
reifen, so der Wert von PE9J bzw.
β Γ 'ψ ] gleichmaβig beinahe
gleich Null ist:

Um diese Vermutung bejahend zu
bestatigen, versuchen wir beide
Grδβen βCψl und β Cψ ] mit-
tels lauter einigen geometrischen
Quantitaten abzuschatzen von unton
bzw. von oben»

Satz l Als (on-l)-fach zusam-
menhangendes kanonisches Gebiet
sei ein Gebiet in der x. =

 x
* + '

i
y ~

Ebene gegeben, welches dadurch
entsteht, daβ man einen horizon-
talen Parallelstreifen langs VL
horizontaler Geradonschlitze auf-
schlitzt. Die ̂ vυ t 1 Randkomponen-
ten seien

x

V

Fur jede in diesem Gebiete- schli-
chte Punktion w — <$(&) , welche
die auβerste Randkornponente t e

nebst den zwei,unendlichfern l ie-
genden Randeleraente invariant
bleiben lafit und sich auf alien
inneren Randkomponenten stetig
verhalt,U Jgilt dann die Relation

worin <f (z ) = tcCx, γ) -t I ufx,

d l. v(χ,,γ)
β
. Jcp(CC) > gesetzt

is t«

gesetzt 1st, Setzen wlr also

wieder

dann erhalten wir die Ungleichung

^ 0 £

Bθweis. Die Differenzfunktion
viΓ-x « 9C2S) - Z, ist eindeutig und
regular im aufgeschlitzten Streifen
und sogar stetig mit Einschluβ des
Randes Alle Schlitze des Crund-
gebiets seien in X " < x < X

+
 ent-

halten. Nach dera Cauchysrchen
Integralsatz gilt dann



das Integral links 1st ubor den
ganzen Rancϊ des in X ' V x c X * ent-
haltβnen Teils vom Greundgebiet
im positiven Sinne zu orstrecken.
Durch Trennung des imaginaren An-
teils erhalten wir also

0=

Nun g i l t aber die asyraptotische
Beziβnung

"UΓ-Z = 4±Γy3 + 0 ( 1 )

( ft* -> ± 0 0 )
mit rellen. ί

t
 [ j ] , welche

nach sich zieht:

YΓir erhalten somit durch den
Grenz'ubergang X* -» ±00 die go-
wϋnsnhte Relation

0 =

+
u c +

Z- J !
j - l Cj

Zusatz 1. UntθΓ denselben
Voraussetzungen wi e im Satz 1 -gilt
die Ungleichung

j = 1 3

die αleic^eit darin bβstβht nur
wenn $f(χ) = Z + <• mit einor re-
ellen Konstante -{•

Zusatz 2 Unter donselben
Voraussetzungen wie im Satz 1,
wenn wir welter mit Λ die Brβite
in der vertikalen Richtung der j-
tβn Randkomponenten des Bildgebiθ-
tes, i e der zu tj entsprechen-
ύβn Komponente bezeichnen, nδmlich
wenn wir

sθtzβn, dann gilt die Abschatsung

< 0.
Der letzte Zusatz besagt ins-

besonαere, da6 die Groβe (3 C <p 3
einen nahen Wert an Null besitzt,
sofern alle vertikalen Brelten

mal sind

hinreichend sch-

Satz 2. His (τL+rl)-fach zusam-
menhangendes kanonlschβs Gebiβt
sei diesmal ein Gβbiet in der Z
= x+ίy-Ebβnβ gegeben, welches da-
durch entstβht, daβ man βinen^ho-
rizontalen Parallβlstreifen langs
Ά, vertikalor Goradonschlitze
aufschlitzt. Die ̂ 4 1 Randkom-
ponenten sβlen

V. ~PO<X<+OO, ^«±7t/Z;

S y — r £ " " ^
/
u ^ - u

j ' j ' j «
 β
 j

Cj - L, •• , 'n,).

Fur jedo in dieaβm Gobiete sch-
lichte Punktion w— Λγ(%>) , wel-
cne die auBβrste Handkomponβnto
nebst den zwei unendlichforn lie-
eenden Handelementβ invariant
bleiben laftt und sich auf alien
inneren Randkomponenten stetig
verhalt, gilt dann die Relation

worin
d.i
is t

Beweis, Mit analogen bezeich-
nungen wie Im Beweiso des vorigon
Satzes, erhalten wir fur ΛAT^S γ(z)

0

Der Grenzubergang Λ» -» ±00
fvhrt also ahnlich wie oben zur
Relation

Zusatz l Untor denselben
Voraussetzungen wlβ Im Satz 2 gilt
die Ungleichung

j-l



die Gleichheit darin besteht nur
wenn γ(x) = Z •+• -ί- mit einer reel-
lβn Konstante £

Zusatz 2
β
 Unter denselben

Voraussetzungen wiβ 1m Satz 2, wenn
wir weiter mit Ί£ die Breite in
der horizontalen Ktchtuή'g der j -
ten handkomponenten des Bildgebie-
tes, i«e. der zu Sy entsprechen-
den Komponentβ bezeichnen. namlich
wenn wir

Ί
=• Osc Kf(Z)

setzen, dann gilt die Aba chatzung

Λt

worin X (a:) =
gesetzt ist«

Beweis. Aus der aus dem Cau-
chyschen Integralsatze folgenden
Beziehung

0 =

J

Der lβtzte Zusatz besagt also
insbesondere, daB die GrδBe PΠψl
einen nahen Wβrt an Null*besitzt,
sofern alle horizontalen Breitβn
γ. (j =1, ...,ru) hinreichond sch-
rnal s ind.

Beide oben bewiesβnen Satze
lassen sich in einβr allgemeineren
Form foigendermaBen zusammenfassen.

Satz 3. In der z = x-f^
sei ein (̂ _-\-l)-f ach zu3ammenhan-
gendes Gebiet gegβben, welches da-
durch entsteht, daB man den hori-.
zontalen Parallelstreifen \Jz\<Ίt/χ
langs ^ horizontaler Schlitze tj
(/=!,•••., fθ sowie n— f> vβrtikalor Sch-
litze Sj (ĵ jj+i/ vrυ) aufschlitzt;
es seien

Cj £x
ι

C
J S

Fur jede in diesem Gebiete sch-
lichte Funktion ΛXΓ =9C (Z* ) »
welche die auβerste Randkomponente
nebst den zwei unencllichΓern lie-
genden Handelemente invariant
bleiben laBt und sich auf alien
irmeren Randkomponentβn stβtig
verhalt, gilt dann die Relation

erhalten wir durch Grenzubergang
X * —> ±oo sofort die gewunschte
Relation*

(*) Eingegangen am 26 September
1951.
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