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In der zweiten Mitteilung1* habe ich bewiesen, dafi die abgeleitete
Gruppenmatrix

(18) P =

*N die ly-te Zeite
\

mmm~diβ va-to Zeilβ

22

• die %-to Zeile

Pw—1, J

^ w

die v-te Zeilc

P
die v-tθ Zeilβ

-i..-l\

P
. die Mo Zeilθ

von der maximalen Abelschen Substitutionsgruppe $ in GF(pu) aquivalent
mit der folgenden Matrix
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(177)

falls die erste Zeile jedes der Kastchen Vu i — 2,3, - -, w, aus den linear
unabhangigen Koefnzienten besteht, wobei die Untermatrix

(184)

I * 2 2

Pi' " P '
33 -^33

P T>'
42 IT 44

P' ! > '

w_ 2,2 * JCιυ-2, w- i-
W-2

ein Galois-Feld GF\ρu?8A darstellt, wenn Vi3 dasjenige Kastchen be-
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deutet, das aus den ersteren st Zeilen von Tftj besteht.2)

Auch ist es dabei klar geworden, daβ $ die Ordnung

5 5

besitzt (II, S. 26).
( I ) Die Frage den Typus von dieser Gruppe $β zu. bestimmen, f ϋhrt

folgendermafien zum Falle der Abelschen Substitutionsgruppe der allge-
meinen Ordnung in einem Galois-FeJd zurϋck (I, S. 133).3)

Man bezeichnet diejenige Matrix mit P[fc], welche aus den &-ten Potenzen
der einzelnen Elemente von P besteht.,4> d. h. ist

(185) P = A}xτ

so wird

(186) pm = Aΐxτ

Ferner laBt man

dasjenige Kastchen von P[fc] bedeuten, das dem Kastchen P t J von P entspricht,
und Q[fc] und Qg] von Q von analoger Bedeutung sein, so daβ

wird

Da alsdann wegen

(156) AP = PA

(187) Pi, =

2) Wie bisher bedeutet• a die Anzahl der Spalten des Kastchens Pπ.
3) Mit I bezeichnet man die erste Mitteilung : Japanese Journal of Mathematics,

13C1936), 129-232.
4) Eine Matrix A heiβt ein Element von P, wenn die Matrix CΛ -f- E) der P

zugehorigen Substitutionsgruppe s)$ angehδrt Cl>S. 138).
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wird, wobei

(188) A =

ΰ

Λ 0
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also

(189) (Pps, Pp3, , -
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I
P

mithin

(190)

pP-2,2
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Ύ777//7\

/Pθ-1. SίPp-1, jj * Pp-i, p-1 \
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i

9 S

P 1 4 _ ._

P

V/

y/////
//////, '

werden (II, S. 12 — 22), so verschwinden ebenso die letzteren 2 (s«+i "" 5«)

Zeilen und die letzteren A - 1 Kastchen von (Pg, P^, . . . . , Pp*i) samtlich, wie
p

auch die letzteren 2 te+i - *) Zeilen und die ersteren k — 1 Kastchen
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V-i.p-1

7/77///,

von
(191)

analog sind auch

{192j P w ί , w - * + 2 S i S » ; P; ] ? p * , . . . . p---<*-o

gleich Null; d.h. wird P[fcl von der folgenden Gestalt sein:
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wobei wegen

(194) F*ίA =

die folgenden Beziehungen

P% 1>3\
*

P
s = 3 , 4 , • - - • > « >

5 y = 3,4, »,

(195) Pffl' =

Ί>[fc]**—σ-mal . Ό[ f c]

bestehen. Da aber

(196)

gleich

ί = 3,4, ....,z(;,

ί = 1,2,3, . . . . ,
σ = 1,2, , ί,

— 2

P UcV -p[fc]' •pίfc]'

M - 1 , 2 JL«>-1,3 * JLw-l,τv-Jc

(197)

(198)

ist, so verschwinden alle Kastchen von P[fc] auBer den folgenden

PS, KJίVf = 3,4, ....,w - k + 1,
falls (197) gleich Null ist.

Fur & > 2 ergeben sich wegen (195) noch die folgenden Beziehungen:5>

P[fc]**—(j —mal _ /~κ[fc] Λ*

k ^σ ^W 1,

5) Dies ist stets der Fall, wenn p > 2 ist, denn um den Typus einer Abelschen p-
Gruppe zu bestimmen, betrachtet manimmer die Ordnuug der einzelnen Elemente dieser
Gruppe.
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σ_mal _
—

(199)

—' \M.wιJLwί

z=2,3 ; . .

' J " m a l dasjenige Kastchen bedeutet, das aus den ersterenwobei
Spalten von Awιυ besteht.

Mithin wird die Anzahl der Elemente von P, deren k-te Potenzen nicht
verschwinden, &eich der Anzahl der Elemente von Q, deren zu (197) entsprechende
XJntermatrix von Null verschieden ist, addiert nϊit der Anzahl der Elemente
von Q, deren (197) entsprechender Teil verschwindet, tυάhrend mindestens
eines von den zu (198) entsprechenden Kastchen dieser Elemente nicht φeich
Null ist.

Damit ist die Frage also zum Falle der Substitutionsgruppe von der
beliebigen Ordnung aber vom niedrigerem Grade (I, S. 133-137) zuruckgefuhrt.

(II) Wir haben uns bis jetzt nur auf den Fall beschrankt (II, S. 11-28),
in dem

( a ) die erste Zeile jedes der Kastchen ΐu; i = 2, 3, , w, aus den
linear unάbhάngigβn Koeffizienten besteht.

Dieser ist aber im folgenden Falle
(b) die Spalten jedes der Kastchen Pa, i = 2, 3, , w — 1, voneinan-

der linear unabhάngig sind wάhrend die erste Zeϊle von T?ww aus den linear
unabhάngigen Koeffizienten besteht, und P π Φ θ ist
enthalten.

In der Tat stimmt der Fall (b) mit dem Falle (a) ϋberein, wenn es
mindestens ein Element, sage A, von P der Art gibt, daB das Kastchen
Atf-i, w-i vom Rang sw-! ist.

BEWEIS. Da wegen
(200) ^LP = PA
die folgenden Beziehungen

(201) Ajj¥j-i, j-i - Pjjilj-i, j-i, w > j S 3,

bestehen, so muB Aj-ιfJ-i voαi Rang sj-i sein, insofern AJJ den Rang 5;
besitzt; denn sonst gabe es Sj-y nicht zugleich verschwindende Konstanten

clt c2,

(202)

, cSf_ der Art, daB

Aj-ι, j-i

C'J-i

= 0

wϋrde, daraus und aus (201) folgte

(203) u j-u J-! = 0.

Da aber AJJ vom Range s} ist, so bestϋnde dann gegen die Annahme
eine lineare Beziehung zwischen den Spalten von Pj-i, j-i.
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Aw-!,,,.-! nimmt nun nach der Vorauεεetzung den Rang sιv-h alεo kόnnen
wir durch^vollstardige Induktion beweiεen, daB An; i = 2,3, , w — 1,

je den Rang s{ besitzenji
Man kann diesem Elemente A nach leiner geeigneten Transformation

von P die Gestalt (188) geben (II, S. 15), und ersehen, daB die Koeffizienten
der ersten Zeile jedes der Kastchen P ί t i = 2,3, fw, linear unabhangϊg
sind, indem man nach der Reihe die Vj-ten; j = w — 1, 4, 3, Zeilen der
beiden Seiten von (200) vergleicht.

Was die Form von P betrifft, gibt es auBer (b) noch die folgenden
zwei Mδglichkeiten.

(c) Die erste Zetle von ¥u d. h. die vx-te von P besitzt die voneinander
linear unabhάngigen Koeffizienten, die vΎ-ie Spalte verschwinάet, wάhrend diese
Zeile und alle anderen Zeilen ton P darunter voneinander linear unabhάngig
iverden, d. h. P nimmt die folgende Gestalt an:
(204)
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(d) Die erste Zeile eines Kάstchens Ppp, p > 2, hat die linear unabhάngigen
Koeffizienten, die Kάstchen Fa i = 2,3, , p — 1, je die linear unabhάngigen
Spalten, P π Φ 0, die v?-te Spalte von P ist gleich Null, wάhrend alle Zeilen
von P unter der vP-ten voneinander und den anderen nicht verschwindenden
Zeilen von P linear unabhάngigβ werden, d. h. P ist der folgenden Gestalt:
(205)
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Um diesen Ergebnis zu beweisen, schicken wir zuerst den folgenden
HILFSSATZ 4. Man kann P so gpstalten, daB jedes der Kάstchen Yu

i = 2,3, . . . . , w, am den linear unabhάngigen Spalten besteht.
voraus.

BEWEIS. Man laBt alle nicht verschwindenden Spalten von P voneinander
linear unabhangig sein, indem man eventuell P mit einer geeigneten Matrix
der folgenden Gestalt
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(206)

dm *-ic Spalto
1 •

Cl =t= 0 ,

transformiert, und dann setzt man solche Spalten [am rechten Teil von P
zusasammen, so daB
(207)
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insbesondre J?lϋW aus den linear unabhangigen Spalten bestehen.

Wendet man dieses Verfahren wieder auf

(208)

an, dann geht (207) in die folgende Gestalt
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(209)

K. TAKETA

•

ΐ\
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ϋber, wobei der (208) entsprechende Teil linear unabhangige Spalten besitzt.
Da aber (207) schon aus den linear unabhangigen Spalten bestanden ist,

so ist auch die Untermatrix

(210) (Pww> P m o ),

und betrachtet man bei (209) diese Untermatrix als das Kastchen P w , so
werden die zwei Kastchen ¥w-lfv,-l9 Fwιo die verlangte Gestalt erhalten.

Mit der Untermatrix
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(211)

P

P.tσ-2, »e-J J

anfangend, setzen wir das bisherige Verfahren wiederholt fort, so daβ
die unsre Bedingung endlich erfϋllt wird, w. z. b. w.

Sind nun die Koeffizienten von irgend einer Zeile des Kastchens P ί ϋ W

bei dem obigen Beweise linear unabhangig, so wird es der Fall (b) werden,
wenn man diese Zeile durch gleichzeitige Vertauschung der Zeilen und
Spalten von P als die erste von ~Pt0W benutzt.

Falls keine Zeile von Pww solche Eigenschaft besitzt, dann nimmt man
o. B. d. A. so an, daβ die ersteren s*, s« > 0, Koeffizienten der ersten Zeile
von ~PWW linear unabhangig sind, wahrend alle anderen Koeffizienten dieser
Zeile verschwinden (II, S. 4).

Alsdann vertauscht man die vw-te Zeile und Spalte von P je gleichzeitig
mit der (vw~i + sj-ten, so daβ P der folgenden Gestalt
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(212)

\
V

ίU

wl

i \\\\

Wvr- 2 , w-2
\

\
die (*w-i+s* }-tβ

\

p i p I n \

wird.
Besteht nun eine lineare Beziehung zwischen den Spalten von
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(213)

pip
**> 22

pp
"31 "32 1

\\

\

\\\
P

\
. . . . ,-i\

so laBt man alle von solchen Spalten, die den anderen linear abhangen,
verschwinden, und am rechten Ende von (213) nebeneinander zusammen
liegen, als dann verschiebt man diejenige Zeile von P, welche die Koeffi-
zienten

(214) aWw-ia*w, vw-ι+1 tow, vw+s*~1

enthalt, wie bisher mδglichst nach oben, so daβ P die folgende Gestalt
annimt:
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(215)

\K-i, I

wobei die Koeίiizienten der ersten Zeile von P f c + i, fc+i, unter deαen die
Koefϊizienten (214) sich befinden, voneinander linear unabhangig werden,
indem die vk+1-te Spalte von P verschwindet.

Da man bei (215) o. B. d. A. noch so annehmen kann, daβ
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(216)

\
\

\
\

\

\
\

a o

aus den linear unabhangigen Spalten besteht, weil es genϋgt eventuell nur
dasselbe Verfahren wie bei (212) wiederzuholen, so wird P gleich (204),
falls

ist, im sonstigen Falle kann man P nach dem Hilf ssatz 4 so gestalten, daB
jedes der Kastchen ¥u i = 2,3, , k, die linear unabhangigen Spalten
besitzt, so daB die Gestalt (205) sich ergibt.

Bestϋnde nun bei (204) eine lineare Beziehung zwischen der zvten und
den anderen Zeilen darunter, so konnte man mindestens eine Zeile, sage
die σ-te, von diesen Zeilen verschwinden lassen (II, S. 11), und alsdann zu
P noch ein Element der folgenden Gestalt
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(217)

a
vΛσ

hinzufϋgen, was der Annahme widerspricht, daB P maximal Abelsch ist.
Das analoge gilt auch fur (205).
Nimmt man nun bei (204) die vrte Zeile und Spalte zugleich weg, so

bildet der iibrige Teil der Matrix eine abgeleitete Gruppenmatrix P', um
1 niedrigeres Grades als P. Bezeichnet man dann die zu P' zugehorige
Gruppe mit ^β', so wird $β ein direktes Produkt von $' und einer Gruppe
vom Typus {p,P, ,s rmal), die durch die abgeleitete Gruppenmatrix der
folgenden Gestalt

(218)

ύr^i ••»*•• α ^ . ^ - 1

dargestellt wird.
ψ wird auch eine maximale Abelsche Gruppe. Denn da

linear unabhangίge Matrizen der folgenden Gestalt
voneinander
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(219)

die s^tβ Spalte**

ϊ | - > die vψ-t

y
in P' enthalten sind, so muss jede Matrix M, die mit P vertauschbar ist,
von der Gestalt

(220)

\
V?

*

M
s

V

sein, und falls M zu einer Erweiterung von $β', deren Ordnung auch gleich
einer Potenz von p ist, angehort, dann kann man bei M = M — E o. B. d. A.
annehmen, daB alle Koeffizienten auf und oberhalb der Hauptdiagonalen
verschwinden.

Alsdann muss M € Ψ sein, denn sonst kδnnte man gegen die Annahme,
daB $ maximal Abelsch ist, noch eine Matrix zu P hinzufugen, die man
dadurch erhielt, indem man M noch eine Nullspalte und ~zeile, die bei
P der vrten entsprechen sollen, gibt.

Ist umgekehrt eine abgeleitete Gruppenmatrix einer maximalen Abelschen
^-Substitutionsgruppe Grades n — 1 gegeben, so kann man daraus wie oben
eine Gruppenmatrix mit der verschwindenden z/i-ten Spalte und Zeile bilden,
und diese stellt zusammen mit den Matrizen der Gestalt (218) eine maxi-
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male Abelsche />-Gruppe Grades n dar.
Also fϋhrt die Frage zum Falle vom niedrigeren Grade zurϋck.

(Fortsetzung folgt)

TOTUKA, YOKOHAMA.




