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Le but de cette note est de montrer quelques propriétés ‘concernant
la perfection forte, la perfection faible et I'Entscheidbarkeit. Les définitions
de cettes notions ont été donnses par Hilbert-Ackermann, mais en utilisant
certains des notations métalogiques de Tarski® nous les exprimerons comme
suit.

Désignons par S un ensemble qui contient toutes les propositions variables
ab,.c,....,x9 2 et qui est fermé concernant les opérations VV,., —,>, et
par A,B,C,....,X,Y,Z les sous-ensembles de S, et par FI(A) un produit
de tous les ensembles qui contiennent A et qui sont fermés concernant les
régles de substitution et de modus ponens. A partir de ceux-1a, on définit
la non-contradiction de A (que nous considérons dans tout le cours de cette
note comme un systéme d’axiomes) par la formule

A>a.a,
ou
A+a.a, Di1l
et la perfection forte de A par la formule
(¥)[x € S.x € FI(A)>{A, x}>a.a )P, Df 2
et de plus, I'Entscheidbarkeit de A par la formule
@) (AY)[x € SOY<FIA).{Y, s} ra.a) vV (Y, x}>a.a)]. Df 3

La lettre B; suivie d’'un indice étant un produit de tous les ensembles
qui contiennent toutes les formules satisfaisant la matrice M a ¢ valeurs,
on définit la perfection faible de A par la formule

(M[B.cS.x€B.AcB>xc FI(A)Y] 1¢i(&, Df4

THEOREME 1. Si A est contradictoire, A est fortement partfait.

DiMONSTRATION. D'aprés la Df 1, on a
A-a.a.
On en déduit
{A,b}>a.q,
d’ou 'on obtient
beS.bE FlIA).{A, b}>a.a,

d’otu 'on conclut

(%)[x € S.x € FIA)>H{A, x}>a. a)]. Q.E.D.
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Supposons dans ce qui suit que A ne soit pas contradictoire.
THEOREME 2. Si A est fortement parfait, A est faiblement parfait.
DEMONSTRATION. De la Df 2, on a
(%)[B; < S.x € Bi.x € FI(A)>({A, x}>a.a)],
c.-a-d.
(2)[B; = S.x € Bi.({A, x}+a.a)>x € FI(A)],
d’ou l'on obtient
(x)[B;<S.x € B.. Ac B;. {A, x}+a.a)>x € FI(A)].
Puisque B; est un produit de tous les ensembles qui contiennent toutes
les formules satisfaisant la matrice M a 7 valeurs, il vient que
Bi+a.a,
et par conséquent
b € Bi.A < Bi>({A,b}+a.a).
On obtient donc
(x)[B;<S.x € B;. A < B;->x € FI(A)]. Q.E.D.

D’aprés le Théoréme 2, il y a trois Icas concernant la relation entre
la perfection forte et la perfection faible.
2.1. A est fortement parfait et faiblement parfait. Un exemple de ce

cas est le systéme d’axiomes du calcul des propositions de Hilbert-
Ackermann.

2.2. A est fortement imparfait et faiblement parfait. Un exemple de
ce cas est le systéme d’axiomes du calcul des propositions trivalentes de J.
Lukasiwicz, tels que
L1 x>(v>x)
L 2. (x>3)->L(y>2)>(x>2)]
L 3. [(x>x)>x]>x
L 4. (3>x)>(x>9).
M. Wajsberg en a démontré la non-contradiction, l'indépendance et la

perfection faible®. Pour en démontrer l'imperfection forte, nous n’avons
qu’'a trouver x, tel que

(2x)[x € S.x € Fl(A). {A, x}+a. a)l.

Nous prenons B,, nous considérons L 1, L 2, L 3 et L 4 comme des
formules du calcul des propositions a deux valeurs. Et nous prenons pour
x la formule »

(X>x)>2.

Puisque la formule p prend la valeur 2 lorsque x prend la valeur 2, on
ne sait pas déduire p des formules L 1, L 2, L 3 et L 4. D’autre part
L1, L2 L3, L4etp sontdes théses du calcul des propositions a deux
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valeurs.

2.3. A est fortement imparfait et faiblement imparfait. On peut faire
un exemple de ce cas du systéme d’axiomes de Hilbert-Ackermann.

THEOREME 3. Si A est fortement parfait, A est entscheidbar.

DEMONSTRATION. De la Df 2, on a
x)[x € S>x € FA)V ({A, x}>a. a)].
D’autre part, on a, en vertu de la perfection faible de A,
b € FI(A)~({A,b})+a.a),
et par conséquent
(x)(ZY)[x € S>Y < FI(A). {Y,x}+a.a) V {Y,x}>a.a)]. Q.E. D

D’aprés le Théoréme 3, il y a trois cas concernant la relation entre
la perfection forte et I'Entscheidbarkeit.

3.1. A est fortement parfait et entscheidbar. Un exemple de ce cas
est le systéme d’axiomes du calcul des propositions de Hilbert-Ackermann.

3.2. A est fortement imparfait et entscheidbar. Un exemple de ce cas
est le systtme J daxiomes de A.Heyting®. G.Genzen en a démontré
P'Entscheidbarkeit”. Puisque la formule

xVx
est indépendant de J et elle n'est pas contradictoire a J, il est évident que
J est fortement imparfait.

3.3. A r’est ni fortement parfait ni entscheidbar. Un exemple de ce

cas est le systéme H’ qui se composent de trois axiomes suivants

H1 xVx>x

H2 x>xVy

H3. xvy->yVx.
Nous considérons H1, H2 et H3 comme des théses du calcul des
propositions a2 deux valeurs. Il est évident que H’ est fortement imparfait.
Pour en démontrer la non-Entscheidbarkeit, nous le comparons a le systéme
H qui contient H1, H 2, H 3 et la formule

H 4. (259)>@RVr>zVy).
H est entscheidbar, car on y peut mettre toute formule du calcul des
propositions sous la forme normale conjonctive qui soit équivalente par des
formules qui s’en déduisent, dans lesquelles il y a des formules suivantes
@ zV %,
) X~ 7.

D’autre part, on ne peut pas déduire (1) et (2) de H’ :c.-a-d. (1) et (2)
sont indépendants de H’ par les matrices suivantes M1 et M 2.
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m 1 m 2
v;°|2l~ v o1z |-
| | 0
0)0111 0,001 |2
1 111 o0 1o 1 lo
2]212[0 2{011!!0

(1) prend la valeur 1 par la matrice It 1 lorsque x prend la valeur 2.

(2) prend la valeur 2 par la matrice M 2 lorsque x prend la valeur 2.

Par conséquent, a faute de la formule (2), on ne peut pas mettre toute
formule sous la forme normal conjonctive, et, a faute de la formule (1),
on ne peut pas reconnaitre la vérité (ou lidentité) de toute formule mise
sous la forme normale conjonctive. Donc, H’ n’est pas entscheidbar.

THEOREME 4. Si A est entscheidbar, A est faiblement parfait.

DEMONSTRATION. Désignons par B la perfection faible de A, et par €
I'Entscheidbarkeit de A. Pour démontrer le Théoréme 5, nous démontrons
que C.P est absurd. Alors, nous avons &. %, c.-a-d. €>P. De € et C->P
nous avons P.

De la Df 3 on a

(%) (JY)[B; =S.x € B,>Y < FIA). (Y, x}+a.a) N (Y, x}>a.a)],
et par conséquent
@) (%) [B; <= S.x€B;. A< B,»(3YXY < Fl(A). (Y, x}+a.a)
V (Y, x}>a.a))].
D’autre part, puisque la Df 4 est déductivement équivalente a la formule
B;cS.b€ B. A< B;i»>b € FI(A),
nous utilisons cette formule-ci pour exprimer  l'imperfection faible de A:
2 B;cS.b € B;. A< B;+b € FI(A).
D’aprés I'’hypothése de la non-contradiction de A, on a
b € FI(A)>({A,b}+a.a),
({A, b}y +a.a)>(ZY)Y < FI(A). Y, b}+a. a){Y,b}>a. 1)),
et par conséquent, on a, en tenant compte de (2),
(ZX)[B;<S.x € Bi. A < B+(3Y)Y < FI(A). (Y, x+a.a)
V ({Y,x}>a.a))],

c.-a-d.
3 M[B;:<8S.x€ B;. A< Bi»(3Y)(Y < FI(A).{Y, x}+a.a)
V {Y,5}>a.a))l.
(3) est contradictoire a (1). Q.E.D.

D’aprés le Théoréme 4, il y a trois cas concernant la relation entre
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I'Entscheidbarkeit et la perfection faible.

4.1. A est entscheidbar et faiblement parfait. Un exemple de ce cas
est le systéme d’axiomes du calcul des propositions de Hilbert-Ackermann.

4.2. A n'est pas entscheidbar, mais il est faiblement parfait. Un
exemple de ce cas est le systétme d’axiomes du calcul des prédicats de
premier ordre de Hilbert-Ackermann, dont K.Go&del a démontré la non-
Entscheidbarkeit et la perfection faible. ®

4.3. A n'est ni entscheidbar ni faiblement parfait. Un exemple de ce
cas est le systéme H’ de 3.3.

Nous avons cité le systéme d’axiomes du calcul des prédicats 3 titre
d’exemple de 4.2. D’autre part S ne contient que toutes les formules du calcul
des propostions. En ajoutant a S les variables individuelles, les variables
prédicatives et le symbole () ou (3x), on réussit a faire S contenant
toutes les formules du calcul des prédicats, dans lequel sont valables les
Df 1, 2, 3, 4 et les Théorémes 1, 2, 3, 4. Par conséquent I'exemple de 4.
2 est valable.

Nous exprimons nos plus vifs remerciements a Prof.S. Kuroda pour ses
suggestions en vue d’améliorations.
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