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1. Introdeution. Recemment K. Yano a etudie, parmi les autres. υn
champ de Killing u qui est une normale a une hypersurf ace B (en tout point
de B) dun espace riemannien M ([7Jj.

Nous voulons trouver la condition pour Γexistence de u et la relation entre
u et le groupe d'isometries de M.

Soil B une hypersurface complete et regulierement plongee dans M, et
soit u un champ de Killing qui engendre un groupe G a un parametre, tel
que, en tout point p de B, u(p) est orthogonal a B.

Le paragraphe 2 est consacre a la demonstration du premier theoreme:
M est complet, B est totalement geodesique, et G(B) coincide avec M, oύ
G(B) = {λ(p) :XeG,p € B}. (le theoreme 2.1).

Le paragraphe 3 etablit la caracterisation de M dans le cas oύ u ne
s'annule en aucun point de B M est un espace fibre de la fibre Bo et associe
a 1 espace fibre principal G sur G/H, oύ H est un sous-groupe ferme de G dont
tout element laisse invariante une composante connexe Bo de B (le theoreme
3.1). La reciproque est aussi vraie. (Voir le theoreme 3.6). Dans [7J, B est
la frontiere d'un ouvert, qui est compacte. Avec cette hypothese, (1) M est
compact, si u s'annule a quelque point de B : (2) les composantes connexes
de B seront enumerees, etc. (le theoreme 3.5).

Dans le paragraphe 4, nous etudierons la relation entre G et le groupe
connexe maximal connexe d'isome tries 1(M) de M. Le fait le plus interessant
est que G est contenu dans le centre de I(M), si M est compact. A grace
de ce fait, on obtient une decomposition de 1{M) et, quand 1{M) est transitif,
de M. (le theoreme 4.1). Une decomposition analogue est possible, si u et
le groupe d'holonomie satisfont quelques conditions (le theoreme 4.8). On
demontre ceci au moyen dun theoreme qui enonce la relation entre le groupe
d'holonomie et le groupe d'isome tries [10]. (Voir le theoreme Y dans 4).

II m'est agreable de dire ici toute ma reconnaissance a Monsieur le Pro-
fesseur K. Yano, sans qui ce memoir n'aurait pas apparu.

2. Le premier theoreme. Par un espace riemannien nous entendrons
toujours un espace riemannien connexe de classe C°°. Soit (φ, B) une sous-
variete plongee dans un espace riemannien M, oύ φ est Γinjection de B dans
M ([3]). Nous conviendrons de dire que B est connexe ou complete, etc. par
rapport a la topologie ou la structure uniforme de B et non par rapport a la
topologie induite de φ{B), etc. Sous cette convention nous supprimons φ. Par
definition, un groupe connexe G disometries est orthogonal a B, si, pour tout
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point p € B, Γespace tangent TQ en p de Γorbite G(p) est orthogonal a
Γespace tangent TB de B en p dans Γespace tangent Tn de M au meme
point p 6 M, et si G ne reduit pas a Γelement neυtre. G sera dit un orthosup-
plement άe B, si en outre TG est Γorthosupplέment de Tn, c'est-a-dire on a

TV, _L Tn et TJΓ = TG + T* (la somme directe).
Par une hypersurface de M nous entendrons une sous-variete dont la dimen-
sion egale dim M — 1.

THEOREME 2.1. Si B est une hypersurface complete dun espace riemannien
M et si G est un groupe disometries de M orthogonal a B, alors (1) M est
complet, (2) B est total erne nt geodesique, (3) M coincide avec G(B),et (4) dim
G = l.

Nous commenςons la demonstration par prouver quelques lemmes:

LEMME 2.2. Soit u un champ de Killing non-trivial sur un espace riemannien
M et soit N le sous-ensemble {p p € M, u(p) = 0} de M. Alors chaque com-
posante connexe de N est une sous-variete totalement geodesique a dimension
au plus dimM — 2 qui est regulierement plongee dans M.

Chaque point p € iV a un vosinage U dont tout point est joint a p par
exactement une geodesique toute contenue dans U. On peut supposer que U
est une boule, i. e. il existe un nombre positif v tel que U est Γensemble
{q € M; la distance d q,p) < v}. Si v est petit, u est complet sur U, c'est-a-
dire u engendre un groupe G a un parametre disometries de U. Soit q(Φp)
un point de N Π U, la geodesique y cz U qui passe par q et p est invariante
par λ pour tout λ 6 G. Done λ fixe tout point de % ce qui entraine que
7 d iV. Or les vecteurs en £ qui sont invariants par G forment un espace
vectoriel, il en resulte que U Π N est geodesique a p. Par ailleurs, comme
p etait un point quelconque de N, on en deduit que chaque composante con-
nexe TV' de N est totalement geodesique et une sous-variete fermee dans le
sens de Chern ([3J p. 63). En particulier, elle est regulierement plongee.
Finalement, si dimM — 2 < dimΛf',iV' est un ouvert ou une hypersurface.
Dans le dernier cas, chaque vecteur normal est aussi invariant par u,et, par
suite, N' est ouverte. Or N est fermee, done N' est fermee et ouverte, d'oύ
ΛΓ — M, ce qui n'est pas.

LEMME 2.2'. Soit λ une isometrie dun espace M qui n'est pas Videntite.
Alors Γensemble iVc M des points fixes de λ jouit des propήetes enoncees
dans le lemme 2.2., si λ n est pas une reflexion par rapport a une hypersurface.

En echangeant uu(p) = 0" contre "\ fixe p" dans la demonstration du
lemme 2.2, on obtiendra la preuve.

LEMME 2.3. Soit G groupe des rotations a un parametre de Γespace euclidien
Eu tel qu'il existe un hyperplan E*2'1 satisfaisant a deux conditions suivantes:
(1) Si un point p € E'1'1 n'est pas le point fixe de G, Γorbite G{p) nest pas
tangβnte a En'1 en p et (2) G ne fixe que des points de En~ι. Alors Γensemble
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G(E'1-1) coincide avec En.

On voit que N est connexe, et d'apres le lemme 2.2, N est une multiplicite
plane. Soit F le complement de N dans En'K On suppose d'abord que N n'a
conάent que le point d'origine o. Designons par d[p, q) la distance entre p et
Q (P,Q € En). La sphere S}1~* = {p € En~l: d(o,p) = 1} est compacte, et evidem-
ment G(F) est ouvert. Done il existe un nombre positif v tel que d(p, q) < v
entraine q € G(F) pour (p, #) € S*"1 x Z?Λ. Si on note 77 le groupe des homo-
theties: (Λ*) € En-+(ctf) (0 < c), tout element de H commute avec celui de G,
ce qui montre que d(p, q) < vd(p, ό) entraίαe q € G(F), pour (p, q) dans F x £".
Soit r le point d'adherence de GίF), i.e. la limite dune suite {#&}ci G(F).
Chaque qb est transforme dans F par une isometrie λfc € G. Si rn'appartient
pas a G(F),\>c(r) n'y appartient plus, et Γon a d(qk,r) = rf(λ*ί^fc),λft(r)) ̂  ^i(λfc

(,Q*d,o) = vd{qic,ό). II en resulte que /̂ύ converge a o, d'ou r = 0, autrement dit,
la frontiere de G(F) est A^= {o}. Par consequent on a G ^ " 1 ) = G(F)(JM
=En. Dans le cas ou N =t= {o}, 5W est la somme directe N Λ-E' des sous-
espaces G-invariants. βΛ + 1 est la somme directe N+ E' Π 5Λ"1. Appliquant
le lemme a E17, son hypersurface S'flfi'1"1 et le groupa (designe par G aussi)
induit sur E de G, on voit que, pour chaque p' € i?, il existe λ € G tel que
λ(/>') € £r Π En~\ Done, pour tout ί = (q,P')eEil = N+ E', on a\(p) - (q,MPΊ)
€ S1*-1, ce qui acheve la demonstration.

LEMME 2.4. Sz w« champ de Killing u est orthogonal a une geodesique γ
en un point, alors u Vest en chaque point de y.

En effet, soit v le vecteur tangent de γ le produit interieur u*vt est con-
stant sur y (Voir theoreme 1.1, Yano [8]).

LEMME 2.5. (// s'agit despwpήetes locales). Si un groupe local G disometήes
dun espace riemannien M est un orthosupplement dune sous-variete B, alors
M est le produit direct B x G(p),p etant un point quelconque de B, et chaque
sous-υariete B x {x} zz B x G{p) est totaΐement geodesique. (Voir Yano [7]).

Visiblement M est le produit direct de B et de G(p). G est un orthosup-
plement de B x {x}. D'apres lelenme 2.4;si une geodesique y est orthogonal
a G(q) en un point q 6 y, alors y est orthogonal a G(q') en tout point q'^y,
d'ou toute sous-variete B x {x} est totalement geodesique.

LEMME 2.6. (// s'agit des proprietes locales). Avec les hypotheses du lejime
precedent, designons par π la projection canonique de M sur B qui applique
q € M en un point ir{q) dans G(q) f] B. Alors toute courbe a dans M a la
longueur qui egale ou depasse celle de la courbe TΓQCC projetee dans B.

En vertu du lemme 2.5, il existe un systeme des coordonnees (xι, — , xn) de
M tel que 1) B est donnee par x1 = = xm = 0, et G(q) par xm+ι = const, .. . ,
x" = const, 2) g?j = gi5 sur B (i.jS m), ou gf3 et gtj sont les composantes des
tenseurs metriques de B et de M respectivement, done 3) 3ygij = 0, si /, j^m
< y, et 4) giy = 0, si i % m < y. II en resulte pour la courbe (different!able)
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a ( x ' t ) ) e t TΓorx . (y(t)) ( t f = y , l g ί g m ) ,
n m iι

2 g>μ(x)dx'dx» > 2 g>j(x)dxίdx' = 2 aHj(y)dydy\

ce qui acheve la demonstration.

LEMME 2.7. Sz M« groupe G disometries est orthogonal a une hypersurfaee
complete B dans M, alors, sur quelque voisinage V de B dans M, G ne fixe
que des points de B.

Vu les lemmes 2.5 et 2.2, B est totalement geodesique. Soit p un point
quelconqυe de B. Dans un voisinage connexe et convexe UP c: M de p, il
existe q € UP Π B que G ne fixe pas a cause du lemme 2.2. Si G fixe un
point r € C/p, on joint r k q par une geodesique y dans £/p. En raison du
lemme 2.4. G est orthogonal a 7, ce qui entraine que 7 est localement con-
tenu dans B. Comme B est complete, B contient 7 tout entiere, en particulier
r appartient a B. En posant F = U^« ^ ^ on etablit le lemme.

LA DEMONSTRATION DU THEOREME 2.1. En appliquant les lemmes 2.2 et
2.4, on obtient (2). A un p € B que G ne fixe pas (Γexistence d'un tel point
est assure par le lemme 2.2), le sous-groupe d'isotropie GP laisse invariante
Γorbite G(p), done le vecteur normal de B a p, aussi Γhypersurface totale-
ment geodesique B. Comme Gv est normal a B grace au lemme 2.4, il en
resulte que GP est discret, ce qui montre (4). D'apres le lemme 2.5, chaque
point p <E B que G ne fixe pas possede un voisinage contenu dans G{B). Si
G fixe le point p £ B, G induit un groupe des rotations G' sur Γespace tan-
gent T de M a p. Vu le lemme 2.7, chaque geodesique qui depart de p et
se detache de B nest pas G-invariante, d'oύ chaque vecteur a p qui nest
pas tangent a B n'est pas G'-invariant II existe un diffeomorphisme φ (un
systeme des coordonnees normales) dun voisinage Ucz T άep sur un voisinage
V c M de p qui induit un isomorphisms de G' sur G et qui applique toute
geodesique (3 p) de U en une geodesique de V. Done φ~\V f] B) est un
ouvert dun hyperplan En'] cz T. Maintenant on voit que toutes les conditions
du lemme 2.3 sont satisfaites pour T = E*1 et G'. Par consequent G(B) contient
un voisinage cz M de p, et on en conclut que G(B) est ouvert.

Soit 7 : [0,1[ --> G(B) une geodesique a longueur_,finie. Du lemme 2.6, il
resulte immediatement que B contient une courbe 7 tel que y(f) appartient a
Γorbite G(y(t)) pour tout / € [0, 1[ et que la longueur de 7 ne depasse pas
celle de 7. Comme B est complete et 7 a la longueur finie, le domaine de
definition de 7 peut etre etendu a [0,1], et Γon obtient ainsi une courbe 7'.
Puisque G(B) est ouverte et 7'([0,1]) est compact, il existe un nombre positif
v tel que p appartient a G(B), si on a dip, q)^v pour la paire (p, <z)€M x 7'
([0,1]). Choisissons un point γ(£0) tel que

sup d(y(to), y(t)) < v.
to<. <1

Alors Γisometrie λ € G qui applique 7(ί0) en 7(/0) envoie 7 ([ί0,1]) dans le v-
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voisinage {p € M; d(p, q) S v} d'un point q <E 7 ([0,1[). (Voir le lemme 2.6).
Done la limite lim λ<>7(*) existe, et λ"1 lim \°y(t) = lim 7OO, ce qui montre que

G(5) est complete, d'apres le theoreme de Hopf-Rinow. Or elle est ouverte,
il s'ensuit que M — G(B) et M est complet, ce qui acheve la demonstration
du theoreme 2.1.

Le lemme suivant unpublie do a Tsunero Takahashi a permis a Γauteur
d'ameliorer la demonstration du theoreme 3.1.

LEMME 2.8. Soit B une sous-vaήete totalement geodesique d'un espace rieman-
nien M. Si u est un champ de Killing sur M, la projection υ de u sur B est
un champ de Killing sur B, ok v est la projection dans le sens que, pour
p € B, en envisageant υ(p) cornme un vecteur tangent de M, u(p) — v{p) est
orthogonal a B.

On peut prouver ce lemme facilement au moyen du systέme des coordon-
nees dans la demonstration du lemme 2.6.

3. Le second theoreme et la reeiproque. Dans le theoreme suivant,
la dimension de la sous-variete n'est pas necessairement egale a dim M — 1.

THJ&OREME 3.1. Soient M un espace ήemannien, B' une sous-vaήete con-
nexe de M, et G un groupe connexe disometήes de M qui est un orthosupple-
ment de B\ Alors (1) il existe la sous-variete B maximale connexe et totalement
gέodesique qui contient B' comme un ouvert. Si en outre (a) B est regulίere-
tnent plongee dans M, φ) Vensemble G{B') coincide avec M, alors: (2) le sous-
groupe H maximal de G qui laisse B invariante est ferme* dans G, et (3) M a
la structure despace fibre (M, G/H, B) de base G/H et de fibre B qui est associe
a Vespace fibre principal (G, G/H, H).

D'apres le lemme 2.5, B' est totalement geodesique, dou resulte Γexistence
(1) de B. G est orthogonal a B, car G est un orthosuppUment d'un ouvert Bf

de B et, si la projection v sur B d'un champ u de Killing sur M s'annule
dans un ouvert de B, v s'annule sur B a cause des lemmes 2.8 et 2.2.

En vertu de (b) et de (.1), il en resulte que (4) G est un orthosuppUment
de B. On a naturellement G(B) = M. D'apres le lemme 2. 5, il en resulte
que (5) pour tout p € M, il existe un diffeomorphisme φ de U x Fez G x B
sur Wcz M qui applique (λ, x) en λμ(x), ou μ est un elέment de G tel que
μ~KP) € B, U est un voisinage de Γidentite e de G, V celui de μ~\p) dans B,
et W celui de p dans M.

On va demontrer que B est fermee. Soit p un point d1 adherence de B.
Dans les notations ci-dessus, chaque composante connexe de B f] W est fermee
dans W, car B est la sous-variete maximale jouissant des proprietes de (1).
Si p n'appartient pas a B, il existe done des composantes connexes de B Π W
en nombre denombrable, que Γon note Bu B2, Grace a (5), il existe
λn € U tel que Bn = λn/*(F), et Γon peut supposer que la suite {λr»} (λOT Φ \n si
m Φ ή) converge vers e, on deduit que B n'est pas localement connexe dans
la topologie induite, contrairement a Γhypothese (a). Done p ζ B, d'oύ B est



HYPERSURFACE ET GROUPES DΊSOMETRIES 247

fermee, ce qui entraine que H est ferme. (On sait en effet que la topologie
du groupe G des transformations isometrique de Lie sur une variete metrique
M est plus fine que la topologie de la convergence compacte, en anglais the
compact-open topology, qui coincide avec la topologie de la convergence simple.
Voir [2] ou [1]).

G est done muni d'une structure d'espace fibre principal (G,G/H,H).
Considerons une application β de G x B dans M qui applique (\,x) en \{x).
β est sur, car on a G(B) = M.

En definissant Γ operation de η € H sur G x B par η(λ,x) — (Xη~ι, v(x)),
on envisage H comme un groupe des transformations de G x B. On va prou-
ver que M est homeomorphe a Γespace (G x B)/H des classes d'intransitivite
de H, ce qui etablira Γassertion (3) (Voir [5] p. 33).

Demontrons d'abord que Γimage reciproque par β d'un point de M est
une classe d'intransitivite cz G x Z?,c'est a-dire que deux elements (X,x)et (μ,y)
de G x B sont appliques en un meme point de M si et seulement s"il existe
η € H tel que λ = μη et η(x) = y. La reciproque etant claire, on n'a qu'a verifier
que X(x) = μ(y) entraine Γexistence de η ci-dessus. Sous cette hypothese, μ-1

\(B) Π B n'est pas vide. En utilisant (1) et (4), on en tire que G est un or-
thosupplement de μ~τ \(B), et, par suite, μ~ι \{B) = B, d'oίi η = μ~ι X € H,
aussi λ = μη et η(x) = y. En vertu de (5), β est ouverte. Comme β est con-
tinue, on est done ramene a voir que M est homeomorphe a (G x B)/H.

COROLLAIRE 3.2. Si en outre B est une hyperswface,alors(6)H est discret et
cyclique, et (7) le reυetement universel de M est le produit direct d'une hyper-
surface et d'une droite.

En effet H est alors un groupe ferme ( Φ G ) d'un groupe G a un para-
metre, et la projection de Γespace fibre M sur la base G/H induit un homo-
morphisme du groupe fundamental irι{M) sur 7Γι(G/H).

COROLLAIRE 3.3. Si un groupe connexe G disometries d'un espace riemannien
M est un orthosupplement dune hypersurface connexe et complete B qui est
rέgulίerement plongee dans M, alors les conclusions du theoreme 3.1 et du
corollaire 3.2 subsistent.

COROLLAIRE 3.4. En conserυant Ie3 hypotheses du corollaire precedent sou/
que G soit un orthosupplement de B, supposons que G est orthogonal a B. Alors
il existe une sous-vaήete fermee N a dimension < dimM — 1 tel que M = M
— N a une structure dun espace fibre (Mf, G/H, B — N).

C'est une consequence immediate du lemme 2.2 et du corollaire 3.3.
K. Yano a considere Γhypersurface B qui est la frontiere d'un ouvert con-

nexe relativement compact AT et a laquelle un groupe d'isometries G est
orthogonal. Maintenant nous pouvons savoir quelques details sur la topologie
de B et de N;

THEOREME 3.5. Soit Nun ouvert connexe dun espace riemannien M, dont la
frontiere B est une hypersurface compacte. On suppose quHl existe un groupe G
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disomHries orthogonal a B. Alors 1) dans le cas ok G nest pas orthosupple-
ment de B, i. e. G fixe au moms un point de B, M est compact, B etant con-
nexe, 2) dans le cas contraire, M est complet , Γouυett N est homeomorphe au
produit topologique dune composante connexe de B et de Vinterυalle [0,1]; B a
au plus deux composantes connexes elle en a une, si el seidement si N n'est
pas relatiυement compact ou M = N U B.

DEMONSTRATION. Soit Bo une composante connexe quelconque de B. Comme
Bΰ est compacte, Bo est complete. II en resulte que, d'apres le theoreme
2.1, M est complet, M egale G(Bϋ), et B est totalement geodesique. II en
resulte que, pour deux composantes connexes Bo et Bo de B, il existe λ € G
tel que \(B0) f] B'} n'est pas vide, done que λ(B0) = B'n. Dans le cas 1), on
note p un point fixe de M pour G. On suppose que pζB0. Soit {p,ι} une suite
arbitraire infinie des points de M, alors il existe \n € G tel que Xnpn) = Qn.
appartieixt a Bo. Comme Bo est compacte, on peut supposer qυe{qn} est con-
vergente. Or la distance dip, pa) egale d(λn(P), λn(pn)) = d(p, <?„), il s'en suit
que {pa} est bornee, d'oα {pn} a un poiat d'adhereαce. car M est complet.
Done M est compact. Soit λ(Bo) une composante connexe arbitraire de B. Le
point fixe p = \{p) appartient a \(B0), d'ou Bo f] λ(Z?0) n'est pas vide, ce qui
montre que B est connexe. Comme Bo est coαipacte, Bo est regulierement
plongee dans M et complete par suite, le theoreme 3.1 est appliquable dans
le cas 2). On est ramene done a voir que M a une structure d espace fibre a
fibre Bo et associee a Γespace fibre principal (G,G/H,B) ou H est un sous-
groupe discret. Soit ΊT la projection de lespace fibre M sur la base G/H.
On verifie immediate neat que B = ΊΓ'^^B) et N= 7r-ιoτr{N), d'ou en par-
ticulier B a le meme nombre de composantes connexes que τr{B). 7r(N) est
uα sous-ensemble propre ouvert et connexe de la variete GjH— 7r(M) connexe
a une dimension. Done ΊΓ(N) est homeomorphe a un intervalle ouvert, ce qui
entraine que TV = ΊΓ Λ °TΓ(N) est homeomorphe a Bo x ]0,1[, et que B a au
plus deux composantes. B en a une si et seulement si π(N) n'est pas relative-
ment compact ou w(Λf) = τr(N) U τr(B). (La compacite relative de 7r(iV) et
celle de N sont equivalentes.)

THέoREME 3.6. Soient B un espace riemannien, et H un groupe cyclique
disometries de B. G designers un groupe connexe de Lie a une dimension dont
H est un sous-groupe ferme. Notons M Vespace fibre a fibre B associe a Γespace
fibre principal (G,G/H,H). Alors 1) // existe une metrique riemannienne sur
M telle que G est un orthosupplement de B envisage comme un sous-espace de
M, 2) a cette metrique de M correspond biunivoquement une fonction a valeur
strict eme /it positive sur B que H laisse invariante.

Donne un groupe cyclique H, il existe bien un groupe G qui jouit des
proprietes enoncees en haut. On designe par u la transformation infinitesi-
male de G. Soit L une fonction > 0 sur B invariante par H (Choisir, par
exemple, L = 1 sur B). (L est dite invariante par H, quand on a Z>λ = L
pour tout λ € H.) Alors une metrique riemannienne de M est uniquement
determinee par les conditions * (1) Γinjection de B dans M conserve la metrique
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riemannienne, (2) u(p) a la longueur L(p) pour un point quelconque p de B,
(3) u{p) est orthogonal a B pour un point quelconque p de B.

Inversement d'une metrique riemannienne sur M du theoreme on deter-
mine une fonction L de 2) sous la condition (2).

REMARQUE, U est parallele par rapport a la metrique definie par Z = l .

4. Le groupe d'isometries. Si une variete (riemannienne) M est com-
pacte, tout champ u des vecteurs sur M est complet, i.e. il engendre un
groupe global G a un parametre. Donne une sous-variete B de M, on designe
par H, I(M), L et I(B, H, L), le sous-groupe de G qui laisse B invariant, le groupe
maximal connexe d'isometries de M, une fonction sur B qui fait correspondre
la longueur de u(x) a tout xζ B, et le groupe maximal connexe d'isometries
de B qui laissent L et commutent avec toutes les transformations dans H
envisagees comme celles de B. Alors on a le

TH6OREME 4.1. Soient M un espace ήemannien compact, B une hypersur/ace
connexe et compacte, et G un groupe d'isometries qui est un orthosupplement
de B. Alors, dans les notations ci-dessus, (A) I(M) est localement isomorphe a
G x 7(B,H,L), (B) u est un champ des vecteurs paralleles dans Γorbite I(M)
(p) de p(E M. (C) I(M) est isomorphe a G/H x 7«(M) IB(M) sera defίni devout
le lemme 4.5.

Le theoreme est une consequence des lemmes suivants, dans lesquelles
on conservera les hypotheses du theoreme. D'abord on note que Γon peut
supposer sans deranger la generalite que B est connexe et qu'on peut appliquer
les theoremes 2.1 et 3.1 a M.

LEMME 4.2. Le champ des vecteurs v% — u\ j\uaiZ1) est harmonique, c'est-a-dire

on a

(1) S/jVi = ytvj et (2) Vava = 0.

Du fait que u est un champ de Killing, on obtient

VaVa - (S7aUa)/(ur)Ub) - ΐfVa(t*Ub)/(ttUt)2 = 0.

Soit \(t) la transformation dans G qui correspond a la valeur t du parametre
canonique. Si on applique chaque x € M en le nombre reel t tel que x ap-
partient a \(t)(B). Alors t est une fonction differentiate locale, (en effet t{x)
est defini a un constant additif pres,) mais la differentielle dt est une forme
globale. On voit aisement que dt n'est autre que vt, dΌu (1).

REMARQUE. Dans cette demonstration on ne s'est pas servi de la compacite*
de M. Par suite, si en outre la base de Γespace ίibie M est un tore, le pre-
mier groupe de de Rham H\M) ne reduit pas a 0. Si la base n'est pas un
tore, M est homeomorphe au produit topologique de B et d'une droite.

LEMME 4.3. u appartient au centre de Valgebre de Lie β de I(M),i.e. 1{M)
laisse u invariant.

On peut supposer que M est orientable. II est bien connu qu'une forme
harmonique est alors invariante par I(M) [9]. Done d'apres le lemme 4.2,
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u est la base d'un ideal de g. Comme M est compact, I(M) Test aussi ([4J).
II en resulte que u apparfcient au centre de Q.

LEMME 4.4. Si une isometrie μ dans I(M) jouit de la proptiete que μ[B) f] B
tΐest pas vide, alors μ{B) coincide aυec B tout entier.

En effet μ applique une fibre quelconque en une autre, puisque G est un
orthosupplement d'une hypersurface complete et connexe B et u qui engendre
G est invariant par μ d'apres le lemme precedent.

Notons Iu(M) le sous-group maximal de I(M) qui laisse B invariante.

LEMME 4.5. En appliquant chaquepaire(λ,μ) € G x IB{M) en Xμ € I(M), on
obtient un homomorphisme φ sur, dont le noyau est isomorphe a H. Done
GJH x MM) est isomorphe a I{M).

D'apres le lemme 4.3, φ est un homomorphisme. Pour tout aζΙ(M) et un
point p € B, il existe une λ € G telle qu'on a \~ιa(p) € B, a cause du theo-
reme 2.1. En vertu du lemme 2.4, λ-1^ appartient a IB(M), et par con-
sequent φ est sur. Si φ[X, μ) est Γidentite, on a λ = μ~ι € G f] /«(M) —H.
Inversement, pour η <£ H, η~λ appartient a I(M), done a IB(M). Autrement
dit, (η, η~0 appartient a G x Iβ(M) et visiblement au noyau de φ.

LEMME 4.6. I(B,H,L) est isomorphe a la composante connexe de Γidentite
de

Soit λ un. element quelconque de IB(M). Alors la restriction de λ a B
definit une isometrie β(X) de B. On obtient ainsi un homomorphisme β de
IH(M) dans le groupe d'isometries de B. Compte tenu du lemme 2.2', on verifie
que β est un isomorphisme dans, ou bien β a le noyau d'ordre 2. Dans le
dernier cas on re marque que le noyau n'est pas contenu dans la composante
connexe IB(M) de 1 identite de /(M) , car, du fait que G est un orthosupple-
ment de B, on voit que B est bilaterale, d'ou la reflexion par rapport a B
n'appartient pas a Iβ(M). Comme G est contenu dans le centre de I(M) (lemme
4.3), I&M) est appliquee dans I(B,H,L) par β. On n'a qu'a prouver que

Γhomomorphisme dβ de Γalgebre de Lie induit de β est sur. Soit w un
champ quelconque des vecteurs de B contenu dans Γalgebre de Lie de I(B,
H, L). Puisqu9 iv est invariant par β(H), il existe uniquement un champ des
vecteurs w sur M satisfaisant aux conditions: 1) w s'identifie a w sur B, et
2) w est invariant par G. II resulte de la que iv laisse invariant (i.e. w est
tangent a) chaque fibre Bx, et w est un champ de Killing sur Bx. Par ailleurs
iv conserve la longueur de u, en raison de Γinvariance de L par I(B,H,L).
Vu la condition 1) et le fait que G est un orthosupplement de Bx, on en
deduit que w est un champ de Killing, qui est complet, car M est compact.
On a dβ(w) = w.

LA DEMONSTRATION DU THEOREME 4.1. (A) et (C) resultent du lemme 4.5
et du lemme 4.6 immediatement. On prouve (B) d'abord dans le cas ou I(M)
est transitif. Comme 1(M) laisse u invariant, la longueur de u est constants
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sur M, (Γou toutes les trajectoires de u sont geodesiques. Or elles sont nor-
males aux fibres totalement geodesiques, ce qui entraίne que u est parallele.
Dans le cas general on peut appliquer a chaque orbite I(M)(q) ce qu'on vient
d'etablir, car I(M)(q) est aussi compact.

COROLLAIRE 4.7. Si M est un espace riemannien homo gene et compact, et si un
groupe connexe disometήes G est un orthosupplement dune hyper surface B con-
nexe compacte, alors M est localement le produit riemannien de B et de G(p)
(p € B), et I(M) est localement le produit de G et du groupe disom-etrles de B
qui commutent avec H, on H est le sous-groupe de G qui laisse B invariante.

REMARQUE. Le lemme 4.6 reste valable quand on suppose que B est complete
et regulierement plongee dans M, au lieu de la compacite de B et de M.
Pour la demonstration on a besoin de la proposition suivante: sur un espace
riemannien complet tout champ de Killing est complet. On trouvera la demon-
stration dans un autre memoir [10]. S.Kobayashi a etablit un theoreme plus
general [6].

Nous appelerons la decomposition de de Rham la decomposition en somme
directe de Γespace tangent T(x) d'un espace riemannien M en # € M:

(D) T(x) = Γo(tf) + T}(x) -I- . . . . 4- Tvι{x),

si (1) le groupe homogene d'holonomie Ψ laisse Ta(x) invariant ( Ό S α S rri),
(2) le groupe homogene restreint d'holonomie σ est trivial sur T0(x\ (3) σ ne
fixe aucun vecteur (=t=0) de T^x) (0 < β) et (4) Ψ est irreductible sur Tβ(x)
(0 < β). Cette decomposition est toujours possible.

K. Yano et Γauteur ont etablit le theoreme suivant [10]:

THEOREME Y. Soit{D)la decomposition de deRham duu espace riemannien
connexe M, et soit Ma une sous-υariete integrate de la distribution: x-+Ta(x)
( O ^ α g m). Si M est complet, Valgebre de Lie IΓj(M) du groupe disometries
1(M) est la somme directe .-

ou Ir

a(M) est la sous-algebre maximale qui laisse MΛ inυariante.

THJEOREME 4.8. Soient M un espace riemannien, B une hypetsur face connexe
complete et regulierement plongee dans M, et G un groupe disometήes de M
qui est un orthosupplement de B. Si la longueur du champ u des vecteurs qui
engendre G est constante sur M, et si le groupe homogene restreint dholonomie
σ fixe une direction au plus, alors les conclusions du theoreme 4.1 subsistent
encore.

Par hypothese, les trajectoires de u sont des geodesiques. En appliquant
les theoremes 2.1 et 3.1, on en deduit que M est couvert d'une famille des
hypersurfaces totalement geodesiques et d'une famille des geodesiques ortho-
gonales aux hypersurfaces, d'oύ (B). Done u donne la seule direction invariante
par σ et Ψ. En appliquant le theoreme Y, on voit qus u appartient au
centre de Γalgebre de Lie de 1(M). Par consequent on a I(M) = GΊB(M,)
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d'ou (C). Compte term de la remarque audessus du theoreme Y, on en con-
clut (A).

AJOUTE EN EPREUVE. Prof.S.Itόet S.Takenouchi ont etablit le lemme
2.3 sans Γhypothese (1) dans le cas ou la groupe d'isometries G n'est pas
necessairement un groupe des rotations, au moyen de la theorie des fonctions
presque-periodiques.
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