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1. Bezeichnungen und Hauptsatz. In der Theorie der trigonometrischen
Approximation periodischer Funktionen erhilt man bei der Bestimmung von
Saturationsklassen” in den R#iumen C,, und LI (1 = p < o) als Ergebnis
hiufig eine der im folgenden unter (1.3) definierten Klassen W%. Da die
Definition (1. 3) die Eigenschaften einer Funktion f(x)<€ W% nur indirekt mit
Hilfe ihrer Fourierreihe beschreibt, stellt sich das Problem, diese Klassen
durch #quivalente Eigenschaften der Funktionen f(x) selbst zu charakterisieren.
Fiir ganzzahlige Werte von p sind verschiedene dquivalente Charakterisierungen
bekannt ; sie werden im Abschnitt 3 zusammengestellt und noch einmal ausfiihr-
lich bewiesen, da die Beweise in den angegebenen Arbeiten oft nur skizziert
sind. Fiir den Fall, dass p>0 keine ganze Zahl ist, existieren bisher nur im
Intervall 0 < p =<1 und fiir den Raum C,, Charakterisierungen von G. Sunouchi
[9], S. 130 und S. Aljanci¢ [1], S. 682. Ziel der vorliegenden Arbeit ist es,
eine fiir die Riume C,, und L (1 = p < o) und alle p > 0 giiltige Charakte-
risierung aufzustellen. Das Hauptergebnis ist der folgende Satz (1.4). Vor
der Formulierung dieses Satzes sind zunichst einige Bezeichnungen zu erkliren.
Unter Cy, L (1=p< ), L3, BV, werden die Riume derjenigen 2m=-
periodischen Funktionen verstanden, die stetig, bzw. zur p-ten Potenz Lebesgue-
integrierbar, bzw. wesentlich beschrinkt, bzw. von beschriankter Variation sind.

Die Fourierreihe einer Funktion f(x) e L}, ist definiert durch

SIfl= i Flkyess = 5+ i Ay(x)

mit

?(k) = 51—71-—[ f@we * du, Alx) = a,cos kx+ by sin kx

ak:—;—ff(u)coskudu, bk:%f JS@) sin ku du .

1) Zur Definition dieses Begriffes, der von J. Favard eingefithrt wurde, vgl. z. B. G.Sunouchi
u. C. Watari [10], II, S.480.
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Als Fourier-Stieltjes-Reihe einer Funktion F(x) € BV, bezeichnet man die Reihe

S[dF] = 3. F(k) e = % + 3 Ada)
k=1

k=—oo0
mit
F(k) = —%f et dF(w), ay= —i—f cos ku dF (u),
1 [" .
b, = —;_—f sin ku dF(u) .
Die Reihe

SlUfl = — i Y (signk) flk)e™ = 3 (ay sin kx — by cos kx)

k= —oo
(mit sign 0=0) ist die zu S| f] konjugierte Reihe.
Die zu einer Funktion f{x) < L}, konjugierte Funktion j?(x) ist durch

(1. 1) Fla@)=—5—P.V. f fa+t) — fla—b)] cot -

= _%liﬁ?.{e [flx+e) — fx—1)] cot%dt

€

definiert.
Die folgende Schreibweise ist in der Saturationstheorie zweckmaissig® :

Fiir p=0,1,2,+ - ist
( f@O>x) falls p gerade

1. 2 {p} = j - ; {0} — .
(2 S l( F)P(x) falls p ungerade Fe =1

Entsprechend ist S f] definiert.

(1. 3) DEFINITION. Sei X einer der Riume C,, L (1=p<co). Die
Menge W¥% ist fiir p>0 und X=C,, definiert durch

Wo = (f(2): (@) Cur |EI? Fl) = (&), g(x)e LE},

2) Vgl. P.L. Butzer und G. Sunouchi {3], S. 318.
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fiir X=L% (1< p <oo) durch
W= (f(@): flw)e Li., |kl* fb) = 9k): g(a)e L2,
und fir X=L%, durch
Wt = (f(2): f@)e L, |kI1°flB) = g(B): g(x) < BV} .
Also ist zum Beispiel W% die Klasse der Funktionen f(x), fiir die die trigono-

metrische Reihe D Ikl"J/‘\(k) e** die Fourier-Stieltjes Reihe einer Funktion

k= —oo
9(x) € BV, ist.

Die Bezeichnung W% wurde in Anlehnung an S.B. Steckin [8] gewihlt.
(Vgl. auch S. Aljancié [1], S.681.) Die Klasse W?0) von S.B. Stec¢kin und
die entsprechende Klasse W% sind jedoch nicht identisch. Vielmehr ergibt
sich nach einer einfachen Umformung der Definition von Steckin

N\ A\
We0) = {f(x): f(x) € Cn, [k|?f(R) = g(k), llg()|l.= M} .
Damit kann der Hauptsatz der vorliegenden Arbeit formuliert werden :

(1. 4) SaTz. Sei f(x)e X, wobei X einer der Rinme C,, oder LI,
(1=p <o) ist, dann sind fiir p>0 die folgenden beiden Bedingungen dquivalent:

1) flz)e Wh;

2) falls p nicht ganz ist, gilt® fU"Nx)e X und

f: fx[pll(x+t)+f;tji(_ﬁ]—t) — 2 fUe(g) dtHX =O0() («]0);

falls p ganz ist, gilt f*(x)e X und
[ £ ) = 21N g,

t .

=0Q1) («0).

X

Hier und im folgenden ist die X-Norm immer beziiglich « zu nehmen. Zur
Formulierung der Bedingung 2) ist zu bemerken, dass die Unterscheidung der
zwei Fille lediglich durch die Definition des Symbols [p] bedingt ist. Wiirde
man (p) als die grosste ganze Zahl definieren, die echt kleiner als p ist und
[p] durch (p) ersetzen, so ergibe sich eine einheitliche Schreibweise, d.h. die

3) Hier bedeutet [p] die grosste ganze Zahl, die <p ist. Zur Definition der Aussage fil2ll(x)
€ X vgl. Bemerkung (2.6).
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beiden Aussagen der Bedingung 2) liessen sich in der Gestalt der ersteren der
zweiten Bedingung zusammenfassen.

Fiir den Fall, dass p ganz ist, sind die Bedingungen des Satzes (1.4)
damit dquivalent, dass die Funktion

P (x), falls p gerade
f("‘”(x), falls p ungerade

in Lip 1 ist fiir X=C,, bzw. in Lip(1, p) fiir X=L% (1< p <o), bzw. fast
iiberall gleich einer Funktion aus BV, ist im Falle X=L),.

Der Beweis dieses Satzes folgt im Abschnitt 4 der Arbeit. Dazu werden
zunichst die Verallgemeinerung des genannten Satzes von G. Sunouchi [9] auf
die Rdume L%, die entsprechende Verallgemeinerung eines Ergebnisses von
M. Zamansky [12], S.37 und einige Ergebnisse iiber Multiplikatorenklassen
von Fourierreihen bewiesen. Ausserdem benutzt der Beweis des Satzes (1. 4)
Ergebnisse aus Abschnitt 3.

2. Lemmata Zunichst werden einige Lemmata ins Gedidchtnis gerufen,
die wir in den folgenden Beweisen benétigen.

(2. 1) LEMMA. Die Bedingung | o,(T ; x)||, = O(1) (n—c0), (1< p=oc0),
(wobei o,(T ; x) das n-te (C,1)-oder Fejér-Mittel der trigonometrischen Reihe
T ist) ist notwendig und hinreichend dafiir, dass T die Fourierreihe einer
Funktion L%, ist.®

(2. 2) LEMMA. Die Bedingung | o,(T ; )|, = O(1) (n—00), ist notwendig
und hinreichend dafiir, dass die trigonometrische Reihe T die Fourier-Stieltjes-

Reihe einer Funktion von beschrinkter Variation ist.>

(2. 3) LEMMA.” a) Ist f(x)e Ly, (1< p <o), so existiert ]?{x) Sast iiberall
und gehort zu LY. Weiterhin gilt S[f] =S [f], d.h.

| — i (sign &) F&) = f(k) .
b) Sind f(x) und f(x) in Li., so gilt ebenfalls g[f] = S[ﬁ.

4) Vgl. z.B. Zygmund [13],S.136 und S.145.
5) Vgl. z. B. Zygmund [13], S.137.
6) M.Riesz [6], S.225-227 bzw. Zygmund [13], S.253 und S. 263.
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(2. 4 LEMMA. Ist f(x)e L}, (1< p= o), so gilt fiir fast alle x
S(x) — 2—17;f~”f(u)du = 2LWP.V. ﬁz[f(x—kt)] — Fla—1)] cot%dt

= - F.

Angesichts einer Aussage wie (f)'(x)E L%, erhebt sich die Frage, ob dann

auch die Funktion ( fj(x) existiert und ob die beiden Funktionen identisch
sind. Hier gilt das folgende, in der angegebenen Literatur stillschweigend als
richtig angenommene, aber nicht in allen Fillen triviale Resultat™ :

(2. 5) LEMMA. Sei X einer der Réume L%, (1 < p= ) oder C,,. Ferner
wird f(x)e L}, vorausgesetzt, falls X=LE, ist und f(x)< Cy, falls X=C,, ist.
Dann sind fiir p=1,2,+ -+ die folgenden beiden Aussagen dquivalent :

a) flx), f[(@),---, feVx) sind absolut stetig und 2m-periodisch und
(FP)a)e X ‘

b) flx), ( ﬁ’(x), e, ( ]?)‘(""’(x) sind absolut stetig und 2w- periodisch und
(@) X.

Wenn a) oder b) erfiillt ist, folgt ausserdem ("].‘?"/’) () = (]?S(P)(x), wobei die
Gleichung fiir X=L%, fast iiberall und im Falle X =C,, fiir alle x giiltig ist.

(2. 6) BEMERKUNG. Wenn in den Sitzen von Abschnitt 3 und in Satz (1.4)
Aussagen wie z.B. f(x) e C,, fiir eine ungerade Zahl p vorkommen, so ist dies
immer im Sinne der Aussagen a) oder b) von Lemma (2.5) zu verstehen.
Entsprechend ist mit f**(x) <€ Lf, gemeint, dass f(x), f(x), + -+, f*P(x) absolut
stetig sind und ¥ (x) € L, ist.

Weiterhin werden die folgenden Lemmata von G. H. Hardy und J.E.
Littlewood benutzt®.

(2. 7) LEMMA. Es gilt f(x)< Lip(1,1) genau dann, wenn f(x) fast iiberall
gleich einer Funktion aus BV, ist.

(2. 8) LEMMA. Es gilt f(x)eLip(1,p) (1 < p< ) genan danu, wenn
f(x) fast iiberall gleich dem Integral einer Funktion aus L%, ist.

7) Der Beweis des Lemmas erfolgt in einer spiteren Arbeit.
8) Vgl. z.B. Zygmund [13], S.180, Nr.8 und 9.
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Das folgende Lemma ist ein Teil des Saturationssatzes fiir die Riesz-Mittel
oder sog. typischen Mittel einer Fourierreihe®.

(2. 9) LEMMA. Sei f(x)<€ X, wobei X einer der Riume C,, L, (1= p<<oo)
ist, dann folgt fiir jedes p>0 aus der Bedingung

= 0(1) (n— o)

P

> (1—@—) |kl Uy e

it n+1

die Approximation

= 0n*) (n— o0).

p.q

— - — lkl | kT
7@ = = f1- (2L | 7w
Aus der Theorie der Multiplikatorenklassen'” verwenden wir schliesslich das
folgende fiir den Beweis des Hauptsatzes wichtige Ergebnis, dessen erster Teil
in der Literatur nicht formuliert ist:

(2. 10) LEMMA. Sei 0 < 8= 1. Dann gilt fiir die Folge {k™®, k=1,2,++}:

(%} e (S,LL), wobei r=r(B)>1 ist,
{k*} € (L&, LE), (1< p<oo)
{k_ﬁ} € (L;:t, sz)-

BEWEIS. Aus der Tatsache, dass {£#77*} eine konvexe Nullfolge ist, ergibt

oo

sich, dass )_ k#2cos kx die Fourierreihe einer Funktion aus L}, ist,'” und
k=1

dies ist #quivalent mit der Eigenschaft {£ %} < (S, L},).'»
Andererseits gilt'® fir 0<z=7und 0 <a <1

A

5+ oQ),

> k™coskxr =1(1—a)z*"sin
k=1

wobei I'(x) die Euler’sche Gamma-Funktion ist. W#hlt man nun zu jedem

9) Diese Aussage ist z. B. in den Ergebnissen von G.Sunouchi und C. Watari [10], II, S. 483-
485 enthalten.

10) Der Begriff der Multiplikatorenklasse wird hier im Sinne der Definition in Zygmund [13],
Kap. IV, §11 verstanden. Insbesondere bedeutet S in diesem Zusammenhang die Klasse der
Fourier-Stieltjes-Reihen von Funktionen aus BVyy.

11) Zygmund [13], S.183, Satz (1.5).

12) Zygmund [13], S.177, Satz (11.10) (i).

13) Zygmund [13], S.70, (13.11).



ZUR CHARAKTERISIERUNG VON SATURATIONSKLASSEN 35

B=2a eine Zahl r = r(B) mit 1 <r <<1— -’g—>_l , dann gilt
oo T L
> k"2 cos lax” = ‘F(l— —g—) sin Wf Hf | | 7821 dx} T+ 0Q)
k=1 I -z

< Hoo.
Nun kann der folgende Satz von S. Kaczmarz'® benutzt werden :

Die Folge {up;k=1,2,+++} gehort zur Multiplikatorenklasse (L}, LE,)

genau dann, wenn ) pycoskx € L%, ist.
k=1

Es folgt also fiir 0 <B =1, dass {£**} ¢ (L}, L}, ist.

Wendet man die durch {£7#”} erzeugte Faktorfolgen-Transformation zweimal
an und benutzt man beim ersten Mal {¥7#*} € (S, L},) und beim zweiten Mal
{kP"} e (L3, L1I,), so folgt insgesamt

) e S L, 1<r<(1- %)

oo

Die zweite Aussage des Lemmas ergibt sich aus der Tatsache, dass >_ &7# cos kx
k=1

oo

die Fourierreihe einer Funktion aus L}, ist, denn'® dann ist > £7f cos kx um
k=1

so mehr die Fourier-Stieltjes-Reihe einer Funktion aus BV,, und dies'® ist
eine notwendige und hinreichende Bedingung fiir {£™#} € (L%, LE) (1< p <oo).

Die dritte Aussage des Lemmas folgt ebenfalls daraus, dass > k™ coskx die

k=1
Fourierreihe einer Funktion aus L}, ist.!™

3. Charakterisierung der Klassen W% fur ganzzahlige p. Die folgenden
Sitze sind lediglich eine Zusammenstellung bekannter Ergebnisse u.a. von
P.L. Butzer [2] und G. Sunouchi [3], G. H. Hardy und J. E. Littlewood und von
M. Zamansky [12]. Die Beweise sind z.T. neu formuliert, da hier besonderer
Wert auf die Behandlung derjenigen Aussagen gelegt wird, in denen die
konjugierte Funktion auftritt und die in der Literatur durch den Hinweis auf

14) [4] S.43, Satz 5.

15) Zygmund [13], S.144, (5.5) (i) und S. 137, (4.3)
16) Zygmund [13], S.177, (11.11)

17) Zygmund [13], S.177, (11.10) (i)
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die Analogie zu einfachen Fillen nur unvollstindig bewiesen sind. Es werden
die folgenden Bezeichnungen benutzt :

(. 1) ALf@) = 3 (=11} ) Fla+h (p/2=B), b gans;
3. 2) V@) = ot { Sle4h) - £ A S o).

(3. 3) SATZ."® Sei flr)e LE (1< p<oo) und p=1,2,+ -+ Dann sind folgende
sieben Aussagen dquivalent :

= 0(1) (n—o0);

D

> (1———,,'f'1) |12 P e

k=-n

a) [eP(f520) 0, =

b) SW[f] ist die Fourierreihe einer Funktion ¢(x) aus LI, d.h.
(=12 kP F8) = gk) mit g(x) € L, also f(z) < W
c) die Funktion
S x),  falls p gerade )
} (FYe=v(x), falls p ungerade f
ist absolut stetig und in Lip (1, p);
d) f¥x) € LE;
( IALf@ll, = Ok) (h—0), falls p gerade,
O I ATl = OG) (h—0), falls p ungerade } ;

f) falls p gerade ist: f(x), f'(x), -, f*(x) sind absolut stetig,
SN x) € Lt und || VR f(@)ll, = ORF) (h—0);
falls p ungerade ist: ﬁx), (]?)’(x), <o, (]?)‘P‘”(x) sind absolut stetig,
(F)*(x) € Ly, und | VEF @), = O(?) (h— 0);

g) fPx)e LE und

[ Lo £ = 2000 g 00 (0.

tZ

Wenn eine dieser Aussagen erfiillt ist, folgt ausserdem

18) Zu den Aussagen d) und g) vgl. Bemerkung (2.6) und zur Definition von o) siehe (1.2).

Vgl. auch Fussnote 26.
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S(P)[f] — Sl’f(P)] s dh. (_1)[9/2]{klpf/'\(k) — f/'[\P}(k) .

BEWEIS. Zunidchst nehmen wir an, dass p gerade ist.
Die Aquivalenz von a) und b) ist Inhalt von Lemma (2.1), und die
Aquivalenz von ¢) und d) folgt aus Lemma (2. 8).

Die Aquivalenz der Aussagen b), d) und e) wird durch einen Ringschluss
bewiesen. Wenn b) erfiillt ist, dh. wenn S®[f] = S[g] ist fiir eine Funktion
g(x) € LE, dann folgt aus einem bekannten Satz iiber die gliedweise Integration
von Fourierreihen und aus der Vollstindigkeit des trigonometrischen Systems
im Raum L%, dass f{x) fast {iberall gleich der Summe des p-ten unbestimmten
Integrals von g(x) und eines algebraischen Polynoms (p—1)-ten Grades ist.
Also ist f(x) im Sinne der LZ-Topologie identisch einer absolut stetigen
Funktion, deren erste bis (p—1)-te Ableitungen ebenfalls absolut stetig sind und
deren p-te Ableitung fast iiberall gleich ¢(x) ist. Damit ist f*®(x)< L%, d.h.
d) ist erfiillt. Ausserdem ist damit die letzte Behauptung S®[f] = S[f*®]
bewiesen.

Fiir den Beweis, dass aus d) nun e) folgt, geniigt es, den Fall A>0 zu
untersuchen.

Wenn d) erfiillt ist, bedeutet dies nach Bemerkung (2.6), dass flx), f'(x),

, @ (x) absolut stetig sind und f®(x)< L, ist. Ausgehend von

| &A@ 1, = Hf(x+ —g—)—f(x— —) Hf f(t)dtH

- H f Tf’(x+t) dth = f K fa+o)l,dt =h|f @I,

=0n) (r|0),

wobei die verallgemeinerte Minkowski-Ungleichung benutzt wurde, wird durch
vollstindige Induktion bewiesen, dass fiir p=1,2,--- aus f®(x)ec L folgt:
A f(@)|, = OR). (Das Ergebnis ist in diesem Teil des Beweises natiirlich
nur fiir die geraden p-Werte von Interesse, wird aber beim Beweis des Satzes
fiir ungerade p benutzt.) Es gilt A} f(x) = A} (A5 f(x)), wenn also

A f@)ll, = A7 - L Fe (@), und  fP(x)e L, ist, folgt

1A% F @, = | AL ( f(x»up-—tlf Af” ‘f W’*H =
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-1I:

=IO, = 00) (h|10),

§'D~‘§

1 () de

%
= [ 16 F 0, de = R P @),

womit €) bewiesen ist.
Fiir den Schritt von e) nach b) wird der bekannte Satz iiber die schwache*

Kompaktheit des zu einem separablen Banachraum adjungierten Raumes
benutzt. Er besagt im vorliegenden Fall'”, dass aus der Beschrinktheit der
Folge {h? |AS, f(@)ll,; k=1,2,---}, wobei {h:} eine Nullfolge ist, die Existenz
einer Funktion I(x)e L, und einer Teilfolge {Ah,} der Folge {h:} folgt, so

dass fiir alle Funktionen m(x)< Lg, (% + % = 1) gilt:

lim f T hee (AL f(2)] mlz) da = [ " @) ml) de

Insbesondere ergibt sich, wenn man fiir m(x) die Funktionen e ** (k=0, =1,

+2,...) einsetzt und die komplexe Schreibweise der Fourierreihe mit
N

&r[f(x)] = f(k) benutzt:
im 52 84,/ = lim B, U 32 (-1 (5) fw /2 )
= lim hy? Z (=1 () esmonm Fgy = Tk
Verwendet man nun noch die Identitit
3. 4) lim h-° é (=1 (Z ) R — (iR

so folgt (¢&) ﬁk) =/l\(/e) oder S®[f1= S[/] mit I(x)e L%, d.h. b) ist erfiillt.

Es bleibt jetzt noch die Aquivalenz der Bedingung f) mit den anderen
Bedingungen zu zeigen. Die geschieht unter Verwendung bekannter Ergebnisse
am einfachsten, wenn man analog zu dem obigen Ringschluss einen Ringschluss
zwischen b), d) und f) durchfiihrt: Der Schritt d) —f) ergibt sich als trivale
Folgerung aus einem schirferen Satz von P. L. Butzer [2], S. 286, Satz 3.2 (i),

19) Vgl. z.B. Widder [11], S.33.
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und der Schritt f) —b) wurde ebenfalls von P.L.Butzer [2] S.295, Satz 6.2
bewiesen. Der letzte Schritt kann auch analog zu der oben beim Schritt e)—b)
verwendeten Methode bewiesen werden, wenn man statt (3. 4) die Beziehung

p-1

! n
lim L= e — 3 Gk 7’:—‘} = (iky

h—0 n=0

benutzt.

Damit ist die Aquivalenz der fiir gerade p in Satz (3.3) gemachten Aus-
sagen a) bis f) bewiesen.

Der vorangegangene Beweis ist nicht nur fiir gerade sondern auch fur
ungerade p giiltig. Die Behauptung, die der Satz fiir ungerade p aufstellt,
kénnen deshalb aus diesen Ergebnissen gefolgert werden: Fiir ungerade p wird
behauptet, dass die Aussagen giiltig bleiben, wenn man iiberall f(x) durch
f(x) und S[f] durch §[ f] ersetzt mit einer Ausnahme: Die Voraussetzung
f(x) e Lg, bleibt unverdndert. Da aber dann nach Lemma (2. 3a) die Funktion

f(x) ebenfalls in L%, ist und ausserdem S[f] = g’[ f1 gilt, kann man auch die

Voraussetzung f(x)€ L durch ]7(36)6 L2, ersetzen und statt S[ f1 auch S| ]?]
schreiben, so dass schliesslich nur noch zu zeigen ist, dass der zuvor durch-
gefithrte Beweis giiltig bleibt, wenn man iiberall f(x) durch F(z)e L, und die
gerade Zahl p durch eine ungerade Zahl ersetzt, und dies ist trivial. Die auf
diesem Wege erhaltenen Aussagen iiber (7)(")(96) kénnen mit Lemma (2.5) in
Aussagen iiber (f**)(x) umgewandelt werden.

Die Aquivalenz der Bedingung g) des Satzes mit den anderen Bedingungen
wird im Zusammenhang mit Satz (1.4) Abschnitt 4 bewiesen.

Der Satz (3.3) lédsst sich auf den Raum L}, nicht wértlich iibertragen, da
die Theorie der Fourierreihen hier eine andere Formulierung der Aussagen

b) und d) erfordert. Auch die Beweismethode ist hier etwas anders, da statt
Lemma (2.3 a) jetzt (2.3b) benutzt wird.

(8. 5) SATZ*® Sei f(x)€ Ly und p=1,2,-++ Dann sind folgende
Aussagen dquivalent :

a) Iaf(f5 o)l =

- |kl p/\ ilc:c!
> (1= 40 ) el Fe|

k=-n

= 0(1) (n—eo0);

b) SW[f] ist die Fourier-Stieltjes-Reihe einer Funktion ¢(x) aus BV,
N A
d.h. (=1)¥? | k|? f(k)=g(k) mit g(x)e€ BV ., also f(x)c W,

20) Zu den Aussagen c), d) und g) vgl. Bemerkung (2.6) und zur Definition von oif? siehe
1.2).
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¢) f*z)<Lip(1,1);

d) f* ) x) ist fast iiberall gleich einer Funktion ¢(x) aus BV ;

e) (A f@)l=O0") (h—0), falls p gerade

148 F D), = OR®) (h—0), falls p ungerade } ;

f) falls p gerade ist: flx), f(x), -+, f*(x) sind absolut stetig und
Iwh f( @)l = OR?) (h—0);
falls p ungerade ist: f(x), (FY(a), -+, (F)*™D(x) sind absolut stetig
und |\ VEf(@)I, = O(®) (h—0);

g) [ Nx)e Ly, und

[ Lt ¢ et = 200 g,

[ 5 =0 @lo).

"1

Aus jeder dieser Aussagen folgt ausserdem

SP[f] = (=1 S [ fe-] = S[dg] .

BEWEIS. Wir beweisen den Satz nur fiir ungerade p. Fiir gerade p verlduft
die Argumentation analog und auf einfachere Weise. Die Aquivalenzen
zwischen a) und b) sowie zwischen ¢) und d) folgen aus Lemma (2. 2) bzw.
Lemma (2.7), und die Aquivalenz der drei Bedingungen b), d) und e) wird
wieder mit einem Ringschluss bewiesen.

Wenn b) erfiillt ist, d.h. wenn .'S"ZP)[ f1=_S[dg] ist fiir eine Funktion
9(x) € BV, dann kann S[dg], da das konstante Glied dieser Reihe verschwindet,
als formal differenzierte Fourierreihe von g(x) angefasst werden®" : S®[ £
=S"Tgl, oder, wenn man gliedweise integriert, g“””[ f1=Slgl+C. Da auf der

linken Seite wegen p=1 kein konstantes Glied auftritt, gilt C = —% f g(w) du.

Da g(x)c BV,,C L}, ist, konnen die Lemmata (2.3) und (2.4) angewendet
werden : 3”("“’[f] =C,— SV f]= S[;], wobei ;(x) e L}, ist fiir alle p << oo,
Integriert man diese Gleichung noch (p—1)-mal gliedweise, so folgt, dass S[f]
gleich der Fourierreihe von IP™ [—;Zx)]—I—P,,_l(x) ist, wobei I°7! das (p—1)-te
unbestimmte Integral und P,_; ein algebraisches Polynom (p—1)-ten Grades
bedeuten. Die Vollstindigkeit des trigonometrischen Systems in L}, ergibt
also, dass f{x) im Sinne der Ll,-Norm identisch mit der absolut stetigen

21) Vgl. Zygmund [13], S.41, (2.4).
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Funktion I”‘l[—;(‘x)]-f-Pp_l(x) ist, dass die Ableitung f'(x), f'(x), « -+, f*(x)
absolut stetig sind und dass fast {iberall gilt f“"”(x)zCl—;(x) e L, (1<p<oo).
Bildet man auf beiden Seiten die konjugierte Funktion, so folgt mit Lemma
(2.4) ]’@f Y(x) = g(x) + C fast iiberall, d.h. nach (2.5): f’“’\‘ll)(x) =( _7?3‘9‘”(33) ist
fast iiberall gleich einer Funktion aus BV,, und da man, wenn p ungerade

~ m~/ s
ist, f® () = f®N(x) hat, gilt dasselbe fiir f®"(x). Damit ist Bedingung
d) erfiillt. Ausserdem ist hiermit gezeigt, dass S®[f] = S®[f]=S[¢]
=STFFD] = (=1 STFFI] = Sidy] ist.

Wenn d) erfiillt ist, so bedeutet dies nach Bemerkung (2.6) u.a., dass
]?(x), (7)'(.76), ceey ( ]?j(""”(x) absolut stetig sind und (?)(‘"”(x) fast iiberall
gleich einer Funktion g¢,_i(x)€ BV, ist. Fiir p =1 und 2> 0 folgt also fast
iiberall

o[ (e s &) e &) =1 [ dnol= [0

wobei V(¢) die totale Variation von g¢,(f) bedeutet. Mit der Bezeichnung

1fijrte[x—h h]

xh<x,t): 2 2

0 sonst

und der Version des Satzes von Fubini fiir Stieltjes-Integrale®® folgt weiter

~

AL @), = f ) { f "X, 1) dV(t)} dx = f i f "X, (x. 8) dx} avi(e)

—h f " AV(e) = hVar [gots = O (h 10).

Dasselbe gilt fiir beliebige 2 — 0.

Der Induktionsschluss fiir p=2,3, .-+ kann nun analog wie im Beweis des
vorigen Satzes durchgefiihrt werden, und damit ist €) gezeigt.

Der Schritt von €) nach b) kann hier nicht wie in Satz (3.3) mit der
schwachen* Kompaktheit bewiesen werden. Stattdessen hat man folgenden
elementaren Beweis®® :

Aus den Voraussetzungen f{x) € L}, und lIAs’l?(.?c)ll1 = O(h*) folgt, dass

22) Vgl. z.B. Widder [11], S.26, Theorem 15d.
23) Dieses Argument stammt von Dr. H. Berens.
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sowohl Af flzx) als auch A2f~(x) zum Raum L}, gehdren. Deshalb gilt nach

Lemma (2. 3b) STAg f (x)]:S[A;’,f(x)] und entsprechend ax(A} f1 (x)):oN(Az?'(x)).
Benutzt man ausserdem die fiir alle g¢(x)< L}, giiltige Ungleichung | ox(g) Il
= |l g ll;, so erhdlt man, gleichmissig in N,

Rl S (A £ @D = k7 llon (A8 F@) = b | AL F (@), = 0Q) (h—0),

also, wenn man die schon im Beweis des vorigen Satzes berechneten Fourier-
koeffizienten von A f{x) einsetzt,

> ( - %)(—ixsign@e“‘”g(’”" (h)e

k=—-N

= 0(Q) (h—0).

Mit der Relation (3.4) ergibt sich daraus nach dem Grenziibergang 2 —0:

> (1 L 1) (—i)(sign B e (iky k)| = 10 (3 )1, = OQ) (V= <2)

k=-N

und, da die Aquivalenz von a) und b) schon bewiesen ist, folgt daraus b).

Der Beweis von f) kann wieder wie bei Satz (3.3) in Form eines Ring-
schlusses zwischen den Aussagen b), d), f), b) durchgefiihrt werden, wobei
fiir den Schritt von d) nach f) #hnlich wie bei Butzer [2], S.284. von der
durch partielle Integration zu erhaltenden Formel

Ferhy =S 25 Fow + [ A= g, @ra

ausgegangen werden kann. Dabei ist g,_.(x) die Funktion aus BV, die nach
Annahme d) fast iiberall mit ﬁ"‘”(x) E:f"‘("‘”(x) iibereinstimmt. Daraus folgt
nach der Definition (3.2) von V4 f(z) fir A >0

ihre T = et [ 9,

= it (max %)M gt

=i [ [ 1agritar = [ [ag )

= p[Var gI, = O(1).
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Dabei wurde zur Berechnung des Doppelintegrals dasselbe Argument wie
zuvor beim Schritt d) —e) verwendet. Dasselbe gilt auch fiir 2 < 0, so dass
man erhilt

I vt A)l, = O() (h—0).

Damit ist f) bewiesen.
Fiir den Beweis, dass aus f) auch b) folgt, siehe Butzer [2], S. 295, Satz 6. 2.

Der Beweis der Aquivalenz von b) und g) wird im Abschnitt 4 gegeben.
Im Raum C,, gilt die folgende Version des Satzes (3. 3):

(8. 6) SATZ’. Sei f(x)eCy und p=1,2,+-+, dann sind folgende Aus-
sagen dquivalent :

= 0(1) (n—o0);

c

0 1ol ol =] 3 (125 ) 1k1e Ay e

k=-n

b) SW[f] ist d/i\e Four/-z'erreihe einer Funktion g(x) aus L3, d.h.
(=1 k|?f(k) = g(k) mit g(x)<€ Ly, also f(x)e Wk;
c) Fe(x), falls p gerade
{ Fe (), falls p ungerade
d) f¥(x)e Li;
e) ( Ak f@lle = O) (h—0), falls p gerade
{ [IAﬁﬂx)llc = O(h*) (h—0), falls p ungerade

}eLipl;

f) falls p gerade ist, sind f(x), f(x),+ -+, f*(x) stetig differenzierbar
und Vs f(@)le = OR?) (h—0);
falls p ungerade ist, sind f(x), (@), » -, (J?j("_z)(x) stetig differenzier-
bar und |V f(x)lle = O0*) (h—0);

g) [P (x)eCy und

[T [N =20
u t*

=0Q) @|0).

c

Aus jeder dieser Aussagen folgt ausserdem

SPLf] = SLf®] oder (—1)*|k|? (k) = fP(R).

24) Vgl. Fussnote 20.
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Der Satz wird auch hier nur fiir ungerade p bewiesen, da der Beweis
fir gerade p einfacher und im wesentlichen analog durchzufithren ist.

Fiir die Aquivalenz zwischen a) und b) wird Lemma (2.1) fiir p= oo benutzt,

und die Aquivalenz zwischen ¢) und d) folgt (wenn man Lemma (2.5) anwendet
um f P x) dx = J (7)(")(1) dx = (}v)“"”(x) = ff(?‘/”(x) zu zeigen) aus der

bekannten Tatsache, dass eine Funktion genau dann < Lip 1 ist, wenn sie das
Integral einer Funktion aus L3, ist.

Der Ringschluss zwischen den Bedingungen b), d) und e) bleibt im wesent-
lichen derselbe wie bei Satz (3.5): Wenn b) erfiillt ist, folgt aus S"[f] =

S®[ £] = S[g], (g(z) € Lz), mit Lemma (2.3a): S®[ f1=—S®[ £] = S[g]=S[g]
mit ;(x)eL;’,, fiir alle p < oo, denn da p=1 ist, verschwindet das konstante
Glied dieser Reihe. Integriert man p-mal gliedweise, so folgt aus der Voll-
stindigkeit des trigonometrischen Systems in Raum C,,, dass fiir alle x gilt
flx) = I"[—Eix)]+Pp_1(x), wobei I’ das p-te unbestimmte Integral und P,_,(x)
ein algebraisches Polynom von Grad p—1 ist. Also ist f(x) (p—1)-mal stetig
differenzierbar, f®(x) ¢ L (1= p <), und wegen Lemma (2.4) gilt
(],‘\(‘S)(x) = —g(x)=g(x) e Ly, fast iiberall. Nach Lemma (2.5) folgt dann auch

(]7)(")(:1:) € Ly, Damit ist d) bewiesen und zugleich gezeigt, dass S®[ f]=S[g]
=S[f¥] erfillt ist.

Der Schritt von d) nach e) kann wie bei Satz (3. 3) durchgefiihrt werden,
wenn man dort p=co setzt, f(x) durch ﬁx) ersetzt und die Aussage d) in der

Form benutzt, dass ﬁx), (7)'(3:), cen (ﬁ“‘”(x) absolut stetig sind und ( ]?3(")(33)
e Ly, ist. .

Auch der Schritt von e) nach b) kann wie bei Satz (3.3) mit Hilfe der
schwachen* Kompaktheit bewiesen werden, wenn man benutzt, dass der Raum
L3 zum separablen Raum L}, adjungiert ist. Fiir den Ringschluss zwischen
den Bedingungen b), d) und f) kann beim Schritt d) — f) wieder auf [2], S. 284,
Satz 3.1 (i) und beim Schritt f) — b) auf [2], S. 293 Satz 6.1 verwiesen werden.

Bedingung g) wird im folgenden Abschnitt 4 bewiesen.

Ersetzt man die Bedingung d) durch f*(x) € C,, so gilt ein entsprechender
Satz, der allerdings fiir das hier angestrebte Ziel der Charakterisierung von
Saturationsklassen keine unmittelbare Bedeutung hat. Fiir den Beweis des
Satzes (1.4) wird jedoch die folgende Aussage benétigt, die wir hier ohne
Beweis formulieren :

3. 7) LEMMA. Fir flx)eCy und p=1,2,--- sind die Bedingungen
S®[f1=Slg]; g(x)eC.
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und f(x) e Cy, dquivalent, und aus jeder der beiden Bedingungen folgt
S[")[f] — S[f[p)] X

4. Charakterisierung der Klassen W fiir beliebige p>0. Das Charakte-
risierungsproblem im Raum C,, fiir den Fall 0< p <1 wurde von G. Sunouchi
[9], S.130 gelsst durch den folgenden Satz:

Die Bedingung, dass Zk"Ak(x) die Fourierreihe einer Funktion aus L3,

k=1

ist, ist fiir 0<p <1 dquivalent mit der Aussage, dass

[ fatnr famn=2f@ ,

£
gleichmdssig in u und x beschrinkt ist.

Fiir p=1 ist dieser Satz ebenfalls giiltig; dies wurde zum Teil von M.
Zamansky [12] S. 37 gezeigt. Nach einer Bemerkung von G. Sunouchi ist eine
Verallgemeinerung dieses Ergebnisses auf die Rdume L% (1 = p <oo) méglich.
Diese Verallgemeinerung wird im folgenden Lemma (4.6) formuliert und
bewiesen. Dazu muss jedoch zunichst ein von (. Sunouchi benutztes Resultat
von R.Salem und A.Zygmund [7], das ebenfalls bisher nur im Raum C,
bewiesen ist, auf den Raum LZ, iibertragen werden:

(4.1) LEMMA. Die Funktion f(x) sei 2m- periodisch, besitze die Fourierreihe

a - . <
-ZL + E (ai cos kx + by sin kx) = EZO— + 2 A(x)

und erfiille die Bedingung f(x)<Lip (p, p) fiir ein p in 0<p <l und 1= p
< oo, Dann gilt

t1+p

| 2sin ForG+D) | T flatt) + fla—n=2f@) o
+ i r* kf(a, cos kx+ b, sin kx)H =010 11,

wobei T(x) die Eulersche Gamma-Funktion ist.

Der Beweis unterscheidet sich nur in der Schreibweise vom Beweis des
entsprechenden Satzes IV in Salem-Zygmund [7], S. 32. Mit den Bezeichnungen
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G(O)=flz+t) + flz—8)—2f (),

flr,x) = %f_,f(x+t) 2(1— 2];'cgst+r) dt,

G:c(r: t) Zf(r’x+t) +f(r’ x_t) - 2f(7", .'13), (Oé r <1),

erhidlt man

£=+p) Gz(r, t) _ 42 £~0+P gip ( ) kAk(x)

k=1

Die Reihe ist fiir festes <1 absolut und gleichmissig in #= 0 konvergent,
also kann sie beziiglich ¢ von 0 bis T" integriert werden:

g z ’ kt '
@2 [ G nd= -4 A [ o sinz(—?) dt.
0 k=1 0

Aus der Konvergenz der Reihe

>k £+ gin? L2 dt‘ < % 2ot <o
k=1 T 2 T k=1

folgt, dass Gl. (4.2) auch fiir T=co giiltig ist. Nun gilt*®

(1+p) B[ ) s 1 ENTO_ .
t Asin?| — |dt = — x " sinrdr = —| —- x7Psin2x dx
2 0 P 2 0
-1

kP . ]
=2 (co 11'2_;{) I'(1—p) = wk* [ (sullgl) I'(p+ 1)] ,
und damit erhilt man
_ L sin - l‘(p+1)f UG, t)dt = Y rikPAL(T) .
w 2 0 =

Wenn man also zeigen kann, dass gilt

f”t—““’) G, () dt — f:t-““’ G,(r,¢t)dt Hp =0(1) (r11)

1-7

25) R.Salem-A.Zygmund [7], S.32.



ZUR CHARAKTERISIERUNG VON SATURATIONSKLASSEN 47

oder

(4. 3) Hf O Gt |

12—0“’) {G.(r, £)— G,(£)} dt”p =0Q1) 11,

dann ist damit die Behauptung bewiesen. Mit Hilfe der verallgemeinerten
Minkowski-Ungleichung und des Mittelwertsatzes erhilt man fiir ein # in
0<o <t

M £ Gilr, ) dtH f 0| Gylr, D), dt =

:ftp
0

Ausserdem folgt aus der Voraussetzung f(x)< Lip (p, p) und der Periodizitit
von f(x)

1Ga(u+1t) — G, = || flztu+2) — fle+w)ll, + | fz—u—2) — fle—w)l,=
=1 flz+8) — foll, + | flz—1) — f @), = O@F) ¢]0).

dt .

p

oG (7, u) }
au u=0

Nun lidsst sich ganz analog wie bei Salem-Zygmund [7], S. 30, (Lemma 1)
zeigen:

Aus 1Galu+t)—Gaw)ll, = O@*) (£]0), 1=p= oo
JSolgt
| o] = oty 1.

b
Also gilt fiir den ersten Term in GI. (4. 3)

1-r

4. 4) H f 0 G £) dt“p - 0( -rjer | t“’dt) —00) (-1 1).

Der zweite Term in Gl. (4. 3) ldsst sich ebenso abschitzen, wenn man die
folgende Aussage benutzt, deren Beweis sich ebenfalls nicht wesentlich vom
Beweis des entsprechenden Lemmas 2 aus Salem-Zygmund ([7], S. 30
unterscheidet :
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folgt
G, w) — Gz(u)”p = O({l_r}p) =1 D,
gleichmdissig in u.

Also gilt

[ FeniGinn - Ganar| = [ #0916, 5 - G0l dt =

= O( (l—r)"fmt‘“*’” dt) =0Q1Q) r11).

Hieraus und aus GI. (4. 4) folgt GI. (4. 3), q.e.d.

Das am Anfang dieses Abschnitts erwihnte Ergebnis von M. Zamansky
ldsst sich ebenfalls auf den Raum L, tibertragen:

(4. 5) LEMMA. Aus || flx+t) + fla—t)—2f ()|, = O@) (£ | 0), 1 = p= )

G'n(f; x)_f(x) -

Sfolgt

2
an »

L [ 2 (Far20+ fa—20-2f(2)) dt

= O(%) (n— o0).

Der Beweis dieser Behauptung kann fast wortlich wie bei M. Zamansky
[12], S. 37~40 durchgefiihrt werden, deshalb sei hier darauf verzichtet.

Mit Hilfe dieser beiden Lemmata wird die genannte Verallgemeinerung
des Satzes von Sunouchi bewiesen :

(4. 6) LEMMA. Sei f(x)eLE (1 _S_bp <o) mit f(x) ~ %i + iAk(x).

Es gilt

- k
2 (1— 1 )kPA,c(x)

= 0(1) (n— )

14

fiir ein p in 0 <p <1 genau dann, wenn

f"" fla+t) + flz—0) = 2f(x) .,

t1+p

~0(1) (] 0).

p
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BEwsIS. Um zu zeigen, dass aus der zuletzt genannten Integralrelation
die Bedingung

= O(1) (n— o)

p

5 (1— nfl )k"Ak(x)

k=1

(4. 7)

folgt, gehen wir denselben Weg wie G.Sunouchi [9], S.130. So ergibt eine
einfache Rechnung die Fourierentwicklung

[ 0960 di~ 43 A f T sinz(-’;i)dt :
wobeil G(t) = flx+t) + flx—1t) — 2f(x) ist.

=0Q1) (| 0) ist, folgt mit Hilfe der fiir

Wenn nun

f O G (B)de
die Fejér-Mittel o, giiltigen Ungleichung || o, (f; ©)ll, = | f(@)]l,

- k e | RE
§<1— ] )A,c(x)j; t 1"s1n2(2 )a’t

= O(1), gleichmissig in z > 0 und =n.

oy ( f t‘(”")Gx(t)dt;x) =4
! »

»

Fiihrt man den Grenziibergang « | 0 durch und benutzt man wiederum
die Identitst

o p e
f £~ U+ gin? ke dt = k. f P sinfxdx = kC, (0<p=1),
0 2 2 0

wobei C,2c0 eine nur von p abhingige Grosse ist, dann folgt (4. 7).
Umgekehrt sei jetzt (4.7) erfiillt, dann ergibt sich aus Lemma (2.9)

= 0@™) (n— o0),

D

as |- (i-ghgy)aw

k=1

d.h. die beste Approximation von f(x)im Mittel der Ordnung p ist mindestens
von der Ordnung O(n7*). Dies hat nach dem Satz von Bernstein fiir L%-
Funktionen (E. S. Quade, [5], S. 535, Theorem 2 (i)) zur Folge, dass f{x) € Lip(p, p)
ist, falls nur Werte 0<C p <1 betrachtet werden. Damit sind die Voraussetzungen
des Lemmas (4. 1) erfiillt und man erhilt
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(4. 9) ”%sin%ﬁ)l‘(p+l)fm fx+?) +ft(ffp“t) =22 4| <
=|> rraw| +o00 ¢11).

Aus der Voraussetzung (4.7) folgt nun, dass auch der erste Term auf der

rechten Seite beschrinkt ist, denn fiir die Abel-Poisson-Mittel > 7*k* A.(x) der

k=1

oo

trigonometrischen Reihe > rk°A,(x) gelten ganz entsprechende Aussagen
k=1

wie sie in den Lemmata (2. 1) und (2. 2) fiir die Fejér-Mittel formuliert sind.*®
Also sind die Bedingungen

o (T ; 2)ll, = O1) (n — o) und =01 11

»

i ¥ Ai(x)

fir 1 = p= oo und jede trigonometrische Reihe T(x)= > A.(x) #4quivalent,

k=0
und die rechte Seite von (4.9) ist gleichmissig in » beschrinkt. Da p fest
ist, folgt

[ feto fle=n=2f@) 4

t]+p

=0Q1), 11).

1-7 D

Setzt man 1 — » = u, so ergibt sich die Behauptung fiir 0 <p < 1.

Es bleibt noch zu zeigen, dass dieses Ergebnis auch im Falle p=1 aus (4.7)
abgeleitet werden kann. Die Relation (4. 8) bleibt fiir p=1 erhalten, und dies
bedeutet nach dem genannten Bernstein-Satz, dass || flx+¢)+ fla—t)—2f(2)],
=0(¢t) gilt fiir £ 0. Also kann Lemma (4.5) angewendet werden, und da
unter der Voraussetzung (4.7) nach Lemma (2. 9) gilt || flx)—o.(f; x) I|p=0<%)

(n—o0), kann die Aussage von Lemma (4.5) in der Form

f wt*?( flx+2t)+ fle—28)— 2 flx)) dt

L
2n

= 0(1) (n—o0)

»

26) Vgl. Zygmund [13], S. 149, 150. Nebenbei ergibt sich also, dass man den Sitzen (3.3),

(3.5) und (3.6) als achte #quivalente Aussage “ p r"kPAk(x)H =0() (r11) hinzufiigen
k=1
kann.
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geschrieben werden. Wenn nun ein u > 0 beliebig gegeben ist, kann 7z so

gewihlt werden, dass -,Qj(nﬂ-?)— <u< 2—7;— ist, und es gilt

= [ flwt2t)+ fiw—26)—2 ), dt

2(n+1)

Hfi*z(f(x+2t)+f(x—2t)—2f(x)) dt

4

=0 fnt“dt)zO(log "“):ou) (n—o0), d.h.

n
7
f‘zn f‘x’
u z
om

2(n+1)

<

=0Q1) (0,

»

H f:t‘ﬂ(f(x+2t)+f(x—2t)—2f(x)) dt

+
»

p

und damit ist Lemma (4. 6) bewiesen.

Zu diesem Lemma ist zu bemerken, dass unter der Voraussetzung f(x) € C,,
die L;-Norm durch die C,-Norm ersetzt werden kann, denn es ist leicht zu

zeigen, dass f t}(flx+t) + fx—t) — 2f{x)) dt dann beziiglich x stetig ist.

Damit erhilt man

(4. 10) LEMMA. Sei X einer der Riume C,,, LE (1= p<<oo). Dann ist
fiir 0<p=1 und f(x)eX die Bedingung f(x)c W% dquivalent mit der
Aussage

=01) @|0).

X

[ St fe—n=2i@ 4,

e

Der in der Einleitung formulierte Hauptsatz (1.4) ist eine Erweiterung
dieses Lemmas auf alle p > 0.

Beweis des Satzes (1.4). Zunichst sei p nicht ganzzahlig. Wenn f(x)
e W% ist und die Bezeichnung <p>=p—[p] eingefiihrt wird, erhilt man

durch Anwendung des Lemmas (2.10) auf die Fourierreihe Y k*Ay(x) mit

k=1

oo

B=<p> die Aussage: D  k ">k’ Ax(x) = 2 kP Ay(x) ist die Fourierreihe einer

k=1 k=1
L, r =r(<p>)>1, falls X =1},
Funktion /(x) aus | L%, falls X = L5, (1 < p < o0)
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\ C., falls X = C,,

Wir werden diese Eigenschaft im folgenden kurz mit [(x)< R(r, p,C)
bezeichnen. Da dann um so mehr auch f(x) < R(r, p,C) gilt und [p] eine ganze
Zahl ist, kann man fir X=1% (1= p <oo) Satz (3. 3) bzw. fir X=C,, Lemma
(3.7) anwenden und erhalt SUV[ f] = S[fIPV] mit fUh(x)e R@r, p, C), so dass,

wenn fUP(x) ~ —2- + ZA*(JI) ist, die Bedingung f(x) € W% in der Form

k=1

=0(1) (n—oo0)

p.¢

> (1 - —k—) k> AK)

k=1

geschrieben werden kann, d.h. fiP1(x) e Ws*>. Aus Lemma (4. 10) folgt dann

=0(1) !0,

X

f f([P]l(x+t)+f[P]1(x t) 2f([Pl}(x) dt

Fr<e>

und damit ist Bedingung 2) von Satz (1. 4) erfiillt.

Wenn umgekehrt Bedingung 2) fiir 0< <p> <1 zutrifft, dann folgt aus
Lemma (4. 10)

“ k <p> A ¥
k=1 (1— n+1)k p Ak(x)

= 0(1) (n—eo),

X

.
wobei wieder fUPl(x)~ %‘L + > A¥(x) ist. Ausserdem ist nach Bedingung 2)
k=1

S (x)e X ; im Falle X=Ll, gilt sogar fU(x)e L}, fir ein r=r(<p>)>1,
denn die Folge {£ <>} gehort nach Lemma (2. 10) zur Multiplikatorenklasse
(S, Li;). Insgesamt ist also fUP(x)e R(r, p,C) und dies bedeutet, da [p]= 0
ist, um so mehr, dass f(x) € R(r, p,C) ist. Also kann fiir alle Rdume Satz (3. 3)
angewendet werden, und man erhilt S £] = S[ £, d. h. AF(x)=(—1)¥".

kA (z), wenn f(z)~ 2o

5 + > Au(x) gesetzt wird.
k=1

= (=)

und dies bedeutet nach Lemma (2.1) bzw. (2.2) und Definition (1.3), dass

Also folgt:

- O(l) (72 “’)OO) ’

5 (1- 2k)e arco

k=1

p. g
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Ax) zur Klasse W% gehort. Damit ist Satz (1.4) fiir nicht-ganzzahlige p
bewiesen.

Sei p nun eine ganze Zahl. Dann folgt analog wie vorher aus flx) e W%
mit Hilfe des Lemmas (2.10) fiir 8 =1

s k ¥*

=0(1) (n—o0),

x

af

wobei P (x) ~

+ > Af(x) gesetzt wurde und fNx) € R(r, p,C)C X ist
k=1

fiir ein »>1. Daraus folgt mit Lemma (4.10) die Bedingung 2) des Satzes
1. 4).

Ebenso ldsst sich der Beweis, dass aus dieser Bedingung f{x) < W% folgt,
auf den Fall ganzzahliger p-Werte {ibertragen, wenn man <{p> durch 1 und
fUN(x) durch f*(x) ersetzt.

Damit ist Satz (1. 4) bewiesen und zugleich der noch fehlende Beweis fiir
die Bedingungen g) in den Sitzen (3. 3), (3.5) und (3.6) gegeben.

Zum Schluss formulieren wir als Beispiel fiir die konkrete Gestalt des

Ergebnisses den Satz (1.4) noch einmal fiir den speziellen Wert p = -27~:

In diesem Fall ist unter der Voraussetzung f(x)< X, wobei X einer der
Riume C,,, L, (1= p < o) sein kann, die Bedingung f(x) < W* dquivalent
mit der Bedingung:

f(x)e X und

[ Tletn+ Pla—n=27w ,

t3/2

=01) (@|0).

x

Bemerkung bei der Korrektur: Wie Herr Prof. G. Sunouchi uns freund-
licherweise mitteilte, hat er in einer Arbeit “Saturation in local approxima-
tion” (diese Zeitschrift) eine andere Charakterisierung der Klassen W} fiir
den kokalen Fall bewiesen.
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