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1. Bezeichnungen und Hauptsatz. In der Theorie der trigonometrischen
Approximation periodischer Funktionen erhalt man bei der Bestimmung von
Saturationsklassen1-* in den Raumen C27C und L27C (1 ^ p < oo) als Ergebnis
haufig eine der im folgenden unter (1.3) definierten Klassen Wx. Da die
Definition (1. 3) die Eigenschaften einer Funktion f(x) e Wp

x nur indirekt mit
Hilfe ihrer Fourierreihe beschreibt, stellt sich das Problem, diese Klassen
durch aquivalente Eigenschaften der Funktionen fix) selbst zu charakterisieren.
Fur ganzzahlige Werte von p sind verschiedene aquivalente Charakterisierungen
bekannt sie werden im Abschnitt 3 zusammengestellt und noch einmal ausfϋhr-
lich bewiesen, da die Beweise in den angegebenen Arbeiten oft nur skizziert
sind. Fiir den Fall, dass ρ>0 keine ganze Zahl ist, existieren bisher nur im
Intervall 0 < p rg 1 und fϋr den Raum C27C Charakterisierungen von G. Sunouchi
[9], S. 130 und S. Aljancic [1], S. 682. Ziel der vorliegenden Arbeit ist es,
eine fiir die Raume C2π und Ul7C (1 :g p < oo) und alle p > 0 gϋltige Charakte-
risierung aufzustellen. Das Hauptergebnis ist der folgende Satz (1.4). Vor
der Formulierung dieses Satzes sind zunachst einige Bezeichnungen zu erklaren.
Unter C2π, L%* (Xi=ΞzP<°°), L?*, BV2π werden die Raume derjenigen 2π-
periodischen Funktionen verstanden, die stetig, bzw. zur p-ten Potenz Lebesgue-
integrierbar, bzw. wesentlich beschrankt, bzw. von beschrankter Variation sind.

Die Fourierreihe einer Funktion f{x) e L\π ist defmiert durch

S[f] = Σ Λk) e t a = ̂  + Σ, Ak(x)

mit

fik) = —— I fiu) e~ilcu du , Ak(x) = ak cos kx-\-bk sin hx ,
— X

l Γ i Γ
ak = ί /(V) cos ^w J M , &A; = / f(u) sin ku du .

1) Zur Definition dieses Begriίfes, der von J. Favard eingefϋhrt wurde, vgl. z. B. G. Sunouchi
u. C. Watari [10], Π, S. 480.
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Als Fourier-Stieltjes-Reihe einer Funktion Fix) € BV2it bezeichnet man die Reihe

S[dF] = Σ. Fik)e^ = ̂  + Σ Akix)

mit

F(£) = -£- ί e~iku dFiu) , ak = — f cos ku dFiu) ,
ΔJ ΠT * ΠT v

-π -7C

l Γ
b/c — — / sin ku dFiu).

7Γ J _π

Die Reihe

*^iyj — "~ ι XI isign k)fik) eιlcx — Σ (αfc sin ̂ J : — b^coskx)

(mit sign0 = 0) ist die zu S[f] konjugierte Reihe.

Die zu einer Funktion fix) e L\π konjugierte Funktion fix) ist durch

(1. 1) Jix) = - -7̂ -P.V. ί [fix+i) - fix-t)\ cot^rdt

[fίx+t) - f(x-t)\ cot-^rdt

definiert.

Die folgende Schreibweise ist in der Saturationstheorie zweckmassig2) :

Fur p = 0,1,2, ist

( f{p\x) falls /o gerade
(1. 2) / ( )

I ( / ) ( ) ( ) falls p ungerade

Entsprechend ist S{p][f] definiert.

(1. 3) DEFINITION. Set X einer der Rdume C2π, ΊJλκ (l^/><°°). Die
Menge Wp

x ist fur ρ>0 und X—C lπ definiert durch

Wp

G = [f(x) : f(x) eQπ, \k\pRk) = J φ , g(x) € L?*} ,

2) Vgl. P. L. Butzer und G. Sunouchi [3], S. 318.
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fur X=Lξπ (l<p<oo) durch
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\k I >fik) =

und fur X=LL durch

Wξ = {f(x) : f{x) e L

Also ist zum Beispiel W? die Klasse der Funktionen fix), fur die die trigono-
CO

metrische Reihe Σ \k\pf(k)ei1cx die Fourier-Stieltjes Reihe einer Funktion
A;=-oo

g(x) z BV2π ist.

Die Bezeichnung Wp

x wurde in Anlehnung an S. B. Steckin [8] gewahlt.
(Vgl. auch S. Aljancic [1], S. 681.) Die Klasse Wp(0) von S. B. Steckin und
die entsprechende Klasse Wp

c sind jedoch nicht identisch. Vielmehr ergibt
sich nach einer einfachen Umformung der Definition von Steckin

Damit kann der Hauptsatz der vorliegenden Arbeit formuliert werden:

(1. 4) SATZ. Set f(x) ^ X, wobei X einer der Rdnme CZ7C oder LξΛ

(\=p <°°) ist, dann sind fur /o>0 die folgenden beiden Bedingungen dquivalent:

2) falls p nicht ganz ist, gilt^ fίW\x) <= X und

falls p ganz ist, gilt f{p ι](x) £ X und

ί1
dt iu 10).

Hier und im folgenden ist die X-Norm immer bezϋglich x zu nehmen. Zur
Formulierung der Bedingung 2) ist zu bemerken, dass die Unterscheidung der
zwei Falle lediglich durch die Definition des Symbols [p] bedingt ist. Wiirde
man (/o) als die grosste ganze Zahl definieren, die echt kleiner als p ist und
[p] durch (p) ersetzen, so ergabe sich eine einheitliche Schreibweise, d.h. die

3) Hier bedeutet [p] die grosste ganze Zahl, die
e X vgl. Bemerkung (2. 6).

ist. Zur Definition der Aussage
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beiden Aussagen der Bedingung 2) liessen sich in der Gestalt der ersteren der
zweiten Bedingung zusammenfassen.

Fur den Fall, dass p ganz ist, sind die Bedingungen des Satzes (1.4)
damit dquίvalent, dass die Funktion

f{p~ιXx), falls p gerade

f{?~Ύ)(x), falls p ungerade

in Lip 1 ist fur X=C2πy bzw. in Lip (1, p) fur X= ΊJL7C (l<p< oo), bzτv. fast
uberall gleich einer Funktion aus BVl7C ist im Falle X=L}lκ.

Der Beweis dieses Satzes folgt im Abschnitt 4 der Arbeit. Dazu werden
zunachst die Verallgemeinerung des genannten Satzes von G. Sunouchi [9] auf
die Raume Lξπ, die entsprechende Verallgemeinerung eines Ergebnisses von
M. Zamansky [12], S. 37 und einige Ergebnisse iiber Multiplikatorenklassen
von Fourierreihen bewiesen. Ausserdem benutzt der Beweis des Satzes (1. 4)
Ergebnisse aus Abschnitt 3.

2. Lemmata Zunachst werden einige Lemmata ins Gedachtnis gerufen,
die wir in den folgenden Beweisen benotigen.

(2. 1) LEMMA. Die Bedingung \\ σn(T;x)\\p = O(l) (n-*oo), (1< /)^oo),
(zvobei σw(T x) das n-te (C, l)-oder Fejέr-Mittel der trigonometrischen Reihe
T ist) ist notwendig und hinreichend da fur, dass T die Fourierreihe einer
Funktion Ul7C ist.*>

(2. 2) LEMMA. Die Bedingung \\ σn(T x)^ = O(l) (w->oo), ist notwendig
und hinreichend dafilr, dass die trigonometrische Reihe T die Fourier-Stieltjes-
Reihe einer Funktion von beschrdnkter Variation ist.5:>

(2. 3) LEMMA.6) a) Ist f(x) € Lξ* (1< p <oo), so existiert f(x) fast uberall

und gehort zu LL. Weiterhin gilt S[f] = S[f], d.h.

-i(signk)f(k)=Άk).

b) Sind f{x) und f(x) in LL> so gilt ebenfalls S[f] = S[f].

4) Vgl. z. B. Zygmund [13], S. 136 und S. 145.
5) Vgl. z. B. Zygmund [13], S. 137.
6) M. Riesz [6], S. 225-227 bzw. Zygmund [13], S. 253 und S. 263.
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(2. 4) LEMMA. 1st fix) € L?Λ (1< p^= oo), so gilt fur fast alle x

fix) - ~ ffiu)du = -ô -P.V. f [fix + t)] - fix-t)] cot-^dt

= - f(x) •

Angesichts einer Aussage wie if)\x) £ L?l7C erhebt sich die Frage, ob dann
auch die Funktion (f)(x) existiert und ob die beiden Funktionen identisch
sind. Hier gilt das folgende, in der angegebenen Literatur stillschweigend als
richtig angenommene, aber nicht in alien Fallen triviale Resultat7) :

(2. 5) LEMMA. Set X einer der Rdume Uλ7C (1 < p^ oo) oder Cλ7t. Ferner
vϋird f(x) ^ LL vorausgesetzt, falls X—Llπ ist und f(x) ζ C2π, falls X=C27C ist.
Dann sind fur p = l,2, die folgenden beiden Aussagen άquivalent:

a ) f(χ)> f\x)> * # * > fi9~λ\x) sind absolut stetig und 2ir-periodisch und

b) /Or), (f)\x), , (/)(p~υ(^:) sind absolut stetig und 2τr-periodisch und

Wenn a) oder b) erfullt ist, folgt ausserdem (/(p)) (x) — (/) (p)(^), wobei die
Gleichung fur X—Uλ7C fast uberall und im Falle X=C27ί fur alle x gilltig ist.

(2. 6) BEMERKUNG. Wenn in den Satzen von Abschnitt 3 und in Satz (1.4)
Aussagen wie z.B. f{p](x) £ C27C fur eine ungerade Zahl p vorkommen, so ist dies
immer im Sinne der Aussagen a) oder b) von Lemma (2.5) zu verstehen.
Entsprechend ist mit f{9\x) e L?l7t gemeint, dass fix), fix), , f{p~ι)ix) absolut
stetig sind und f{p\x) z Uλ7C ist.

Weiterhin werden die folgenden Lemmata von G. H. Hardy und J. E.
Littlewood benutzt8).

(2. 7) LEMMA. ES gilt fix) € Lip (1,1) genau dann, wenn fix) fast uberall
gleich einer Funktion aus BVl7Γ ist.

(2. 8) LEMMA. ES gilt fix) z Lip (1, p) (1 < p< oo) genan danu, wenn
fix) fast uberall gleich dent Integral einer Funktion aus Uλπ ist.

7) Der Beweis des Lemmas erfolgt in einer spateren Arbeit.
8) Vgl. z. B. Zygmund [13], S. 180, Nr. 8 und 9.
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Das folgende Lemma ist ein Teil des Saturationssatzes fur die Riesz-Mittel
oder sog. typischen Mittel einer Fourierreihe9).

(2. 9) LEMMA. Set f(x) z X, τvobei X einer der Rdume C2π, UL% (1^/><<*>)
ist, dann folgt fur jedes p > 0 aus der Bedingung

Σ 1-dzτ l*lp/(*)*tti =0(l)(«-+oo)
k=-n\ n^~L I IIjr

die Approximation

= O(τz-p) (n •

Aus der Theorie der Multiplikatorenklassen10) verwenden wir schliesslich das
folgende fur den Beweis des Hauptsatzes wichtige Ergebnis, dessen erster Teil
in der Literatur nicht formuliert ist:

(2. 10) LEMMA. Set 0 < β ^ 1. Dann gilt fur die Folge {k~β, k = l, 2, } :

{β" β} € (5, LL) , wobei r = r(fi) > 1 ist,

{k~β} ̂  {IΛ«,H«\ ( K ί < o o )

{^} € (L2~*,C2*).

BEWEIS. AUS der Tatsache, dass {k~ββ} eine konvexe Nullfolge ist, ergibt

sich, dass ^2, k~β/2 cos kx die Fourierreihe einer Funktion aus LL ist,n) und

dies ist Equivalent mit der Eigenschaft [k~m] € (5, LL).12)

Andererseits gilt13) fur 0 < ^ ^ TΓ und 0 < Λ < 1

X; ^"α cos kx = Γ(l-Λ) ^ "-1 s i n - ^ - + O(l),

wobei Γ(J:) die Euler'sche Gamma-Funktion ist. Wahlt man nun zu jedem

9) Diese Aussage ist z. B. in den Ergebnissen von G. Sunouchi und C. Watari [10], Π, S. 483-
485 enthalten.

10) Der Begriff der Multiplikatorenklasse wird hier irα Sinne der Definition in Zygmund [13],
Kap. IV, §11 verstanden. Insbesondere bedeutet S in diesem Zusammenhang die Klasse der
Fourier-Stieltjes-Reihen von Funktionen aus BV-iπ

11) Zygmund [13], S. 183, Satz (1.5).
12) Zygmund [13], S. 177, Satz (11.10) (i).
13) Zygmund [13], S. 70, (13.11).
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β=2a eine Zahl r = r(β) mit 1 < r < (l- -@-λ * , dann gilt

Σ k-β/2 cos&r

<

ΊΠ I 1 P
i ι i — 9\ z

+ °°.

sin J" I x \ «"*-» dxΨ + O (1)
C )

Nun kann der folgende Satz von S. Kaczmarz14) benutzt werden:

Die Folge {μk k = 1,2, } gehδrt zur Multiplikatorenklasse (Li« LL)

genau dann, wenn ]P /χfc cos ^ € Lgr z*5ί.

Es folgt also fur 0 < β ^ 1, dass {̂ -̂ /2} ^ (LL, L2

r

Λ) ist.
Wendetman die durch {k~m} erzeugteFaktorfolgen-Transformation zweimal

an und benutzt man beim ersten Mai [k~m] £ (S, Dlπ) und beim zweiten Mai
{k~β/2} € (LL, lie), so folgt insgesamt

Die zweite Aussage des Lemmas ergibt sich aus der Tatsache, dass ^^ k β cos kx

die Fourierreihe einer Funktion aus U2π ist, denn15) dann ist ^ k~β cos &:r um

so mehr die Fourier-Stieltjes-Reihe einer Funktion aus BV2Λ und dies16) ist
eine notwendige und hinreichende Bedingung fur {k~β} £ (IAK, Lξπ)

Die dritte Aussage des Lemmas folgt ebenfalls daraus, dass ^ k β cos kx die

Fourierreihe einer Funktion aus L\p ist.17)

3. Charakterisierung der Klassen Wp

x fur ganzzahlige p. Die folgenden
Satze sind lediglich eine Zusammenstellung bekannter Ergebnisse u. a. von
P. L. Butzer [2] und G. Sunouchi [3], G. H. Hardy und J. E. Littlewood und von
M. Zamansky [12]. Die Beweise sind z.T. neu formuliert, da hier besonderer
Wert auf die Behandlung derjenigen Aussagen gelegt wird, in denen die
konjugierte Funktion auftritt und die in der Literatur durch den Hinweis auf

14) [4] S. 43, Satz 5.
15) Zygmund [13], S. 144, (5. 5) (i) und S. 137, (4. 3)
16) Zygmund [13], S. 177, (11.11)
17) Zygmund [13], S. 177, (11.10) (i)
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die Analogie zu einfachen Fallen nur unvollstandig bewiesen sind. Es werden
die folgenden Bezeichnungen benutzt:

(3. 1)

(3.2)

Δ£/to

V£/to

P

fc=O

-pi {/(*-

-A{,

A*
k\

[p/2-k})9 P ganz

(*) J
(3. 3) SATZ.l8) Set f(x) e LL (1< p <oo) Und /o = l, 2, - Dα^/z 5mJ folgende
sieben Aussagen dquivalent:

a) = θ( i ) (»-»

b) *5ίp}[/^] Z5ί ώ"β Fourierreihe einer Funktion g{x) aus L?Λ, <i./i.

( —l) [ p / 2 1 |^ |p/(^) = g(k) mit g(x) e

c) dze Funktion

βp~ι)(x), falls p gerade

(fYP~ι)(x), falls p ungerade

ist absolut stetig und in Lip (1, p)

d) /<»to e LL

= OCA") (A -> 0), /α//s p
e)

Δg/tol lp = O(Ap) (A->()), /α//s p ungerade

f) /α//5 p gerade ist: f{x), / ' t o , , f9~2\x) sind absolut stetig,

/> ungerade ist: f{x), (f)'{x), , (/)(p"2)(x) smίsί absolut stetig,

(A -> 0)

=

g) /"-"toelί,

dieser Aussagen erfύllt ist, folgt ausserdem

18) Zu den Aussagen d) und g) vgl. Beraerkung (2.6) und zur Definition von σn siehe (1.2).
Vgl. auch Fussnote 26.
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Sίp][f] = , d.h. (-

BEWEIS. Zunachst nehmen wir an, dass p gerade ist.

Die Aquivalenz von a) und b) ist Inhalt von Lemma (2. 1), und die

Aquivalenz von c) und d) folgt aus Lemma (2. 8).

Die Aquivalenz der Aussagen b), d) und e) wird durch einen Ringschluss
bewiesen. Wenn b) erfϋllt ist, d.h. wenn S{p)[f] — S[g] ist fur eine Funktion
g(x) £ Lξπ, dann folgt aus einem bekannten Satz uber die gliedweise Integration
von Fourierreihen und aus der Vollstandigkeit des trigonometrischen Systems
im Raum LL> dass f{x) fast uber all gleich der Summe des /o-ten unbestimmten
Integrals von g(x) und eines algebraischen Polynoms (p— l)-ten Grades ist.
Also ist f(x) im Sinne der LL-Topologie identisch einer absolut stetigen
Funktion, deren erste bis (p— l)-te Ableitungen ebenfalls absolut stetig sind und
deren ρ-te Ableitung fast ϋberall gleich g{x) ist. Damit ist fip\x) £ LL, d.h.
d) ist erfϋllt. Ausserdem ist damit die letzte Behauptung S(p)[f] — S[βp)]
bewiesen.

Fur den Beweis, dass aus d) nun e) folgt, genϋgt es, den Fall h>0 zu
untersuchen.

Wenn d) erfίillt ist, bedeutet dies nach Bemerkung (2. 6), dass /Or), f'(x),
• , β9~Ύ)(x) absolut stetig sind und f{?\x) £ Lξx ist. Ausgehend von

I f\x+t)dt
J-JL

2

θ(h) (

7 \ Λ 2"

' p - 4 -
A

^ J ||/'(x+i)||i)Ji =

wobei die verallgemeinerte Minkowski-Ungleichung benutzt wurde, wird durch
vollstandige Induktion bewiesen, dass fur ρ = l, 2, ••• aus f{p\x) £ LPl7C folgt:
IIΔ?/^)!^ = O(/zp). (Das Ergebnis ist in diesem Teil des Beweises natϋrlich
nur fur die geraden /o-Werte von Interesse, wird aber beim Beweis des Satzes
fiir ungerade p benutzt.) Es gilt Δg/(.r) = Δ\(Δ%~ιf(x))9 wenn also

II Δ r / Φ I U ^ hP~ι. IIβp- ι\x)\\v und fp\x) z U, ist, folgt

K~lf'(t)dt



38 P. L. BUTZER UND E. GORLICH

JL JLL v JL
2 2

(A 10),

worn it e) bewicsen ist.
Fur den Schritt von e) nach b) wird der bekannte Satz ϋber die schwache*

Kompaktheit des zu einem separablen Banachraum adjungierten Raumes
benutzt. Er besagt im vorliegenden Fall19), dass aus der Beschranktheit der
Folge {fep ||ΔJ t/(α;)||p k = l9 2, }, wobei [hk] eine Nullfolge ist, die Existenz
einer Funktion l{x)^L?λΊt und einer Teilfolge {hυ} der Folge {hk} folgt, so

dass fur alle Funktionen m(x) € LL (-^- + — = 1^ gilt:

lim f h-' [Ap
hvf(x)] m{x) dx = f I (x) m(x) dx .

Insbesondere ergibt sich, wenn man fur mix) die Funktionen e~ιkx (k = 0, dbl,
±2, ) einsetzt und die komplexe Schreibweise der Fourierreihe mit

Ά benutzt:

lim Λ;p^[Δ^/(^)] = lim

= lim Λ;̂  £ (- l

Verwendet man nun noch die Identitat

(3. 4) lim Λ"p E ( - l)n (p ) eίkh^-n) = (ί^

?(so folgt iikγf(k) =?(k) oder 5(p>[/] = S[l\ mit l(x)zLl, d.h. b) ist erfϋllt.

Es bleibt jetzt noch die Aquivalenz der Bedingung f) mit den anderen
Bedingungen zu zeigen. Die geschieht unter Verwendung bekannter Ergebnisse
am einfachsten, wenn man analog zu dem obigen Ringschluss einen Ringschluss
zwischen b), d) und f) durchfiihrt: Der Schritt d) —> f) ergibt sich als trivale
Folgerung aus einem scharferen Satz von P. L. Butzer [2], S. 286, Satz 3. 2 (i),

19) Vgl. z. B. Widder [11], S. 33.
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und der Schritt f) -> b) wurde ebenfalls von P. L. Butzer [2] S. 295, Satz 6. 2
bewiesen. Der letzte Schritt kann auch analog zu der oben beim Schritt e)—>b)
verwendeten Methode bewiesen werden, wenn man statt (3. 4) die Beziehung

benutzt.

Damit ist die Aquivalenz der fur gerade p in Satz (3. 3) gemachten Aus-
sagen a) bis f) bewiesen.

Der vorangegangene Beweis ist nicht nur fur gerade sondern auch fur
ungerade p gϋltig. Die Behauptung, die der Satz fur ungerade p aufstellt,
kδnnen deshalb aus diesen Ergebnissen gefolgert werden: Fur ungerade p wird
behauptet, dass die Aussagen gϋltig bleiben, wenn man ϋberall fix) durch
f(x) und S[f] durch S[f] ersetzt mit einer Ausnahme: Die Voraussetzung
fix) £ LL bleibt unverandert. Da aber dann nach Lemma (2. 3a) die Funktion
fix) ebenfalls in LξΛ ist und ausserdem S[f] = S[f] gilt, kann man auch die
Voraussetzung f{x) £ LL durch f(x) £ L?l7C ersetzen und statt S[f] auch S[f]
schreiben, so dass schliesslich nur nόch zu zeigen ist, dass der zuvor durch-
gefϋhrte Beweis gϋltig bleibt, wenn man ϋberall fix) durch f(x) s Lξπ und die
gerade Zahl p durch eine ungerade Zahl ersetzt, und dies ist trivial. Die auf
diesem Wege erhaltenen Aussagen ϋber (fYP)(x) konnen mit Lemma (2. 5) in
Aussagen ϋber (fip))(x) umgewandelt werden.

Die Aquivalenz der Bedingung g) des Satzes mit den anderen Bedingungen
wird im Zusammenhang mit Satz (1. 4) Abschnitt 4 bewiesen.

Der Satz (3. 3) lasst sich auf den Raum Ul7C nicht wδrtlich ϋbertragen, da
die Theorie der Fourierreihen hier eine andere Formulierung der Aussagen
b) und d) erfordert. Auch die Beweismethode ist hier etwas anders, da statt
Lemma (2. 3 a) jetzt (2. 3 b) benutzt wird.

(3. 5) SATZ.20) Set f{x) £ LL und p = 1, 2, Dann sind folgende
Aussagen dquivalent:

a) (TI-oo);

b) S{p][f] ist die Fourier-Stieltjes-Reihe einer Funktion g(x) aus BVIπ,

d. h. ( - 1 ) ^ ] \k\pf(k)=^(k) mit gix) € BV27t, also f(x) e W{

20) Zu den Aussagen c), d) und g) vgl. Bemerkung (2. 6) und zur Definition von σlf] siehe
(1.2).
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c) /t'-'Όc) e Lip (1,1)

d) f^'^ix) ist fast iiberall gleich einer Funktίon g(x) aus EVΪ%

e) I || ΔX/CΛOH, = O(h>) (h -> 0), falls p gerade

\ || Λ£f(x)h = O(h?) (λ-»0), /α/Zs /a ungerade

f) yαZ/5 p gerade ist: βx), f(x), , /(p"2)(x) s/nJ absolut stetig und

\\Vlf(x)h = O(h") (h-*0);

falls p ungerade ist: f(x), (f)'(x), — , (/)Cp"2)(x) sind absolut stetig

und || V£/Oε)||, = O{h?) (h -> 0)

g) /"-"(Λ:) € LL

jeder dieser Aussagen folgt ausserdem

Sw[f] = ( - l)p+1 S' [f[p-1]] = S[d9].

BEWEIS. Wir beweisen den Satz nur fur ungerade p. Fur gerade p verlauft

die Argumentation analog und auf einfachere Weise. Die Aquivalenzen
zwischen a) und b) sowie zwischen c) und d) folgen aus Lemma (2. 2) bzw.

Lemma (2. 7), und die Aquivalenz der drei Bedingungen b), d) und e) wird
wieder mit einem Ringschluss bewiesen.

Wenn b) erfullt ist, d.h. wenn S(p)[/] = S[dg] ist fur eine Funktion

gix) € BVZTC, dann kann S[dg], da das konstante Glied dieser Reihe verschwindet,

als formal differenzierte Fourierreihe von g(x) angefasst werden21) : S{p)[f]

= S'[g], oder, wenn man gliedweise integriert, Sip~1)[f]=S[g]-\-C. Da auf der

linken Seite wegen p^ 1 kein konstantes Glied auftritt, gilt C = — -~—- / g(u) du.

Da g{x) e EV'l7CcUλ7C ist, konnen die Lemmata (2.3) und (2.4) angewendet

werden: Ί$i9~~Ύ\f\ = Cx — 5(p"1}[/] = S[g], wobei g*(x) £ Z& ist fur alle p<oo,

Integriert man diese Gleichung noch (p— l)-mal gliedweise, so folgt, dass S[f]

gleich der Fourierreihe von 7P~1 [ — g(x)]-\-Pp^(x) ist, wobei I9~Ύ das (p— l)-te
unbestimmte Integral und Pp_i ein algebraisches Polynom (p— l)-ten Grades
bedeuten. Die Vollstandigkeit des trigonometrischen Systems in L\π ergibt
also, dass f(x) im Sinne der LL-Norm identisch mit der absolut stetigen

21) Vgl. Zygmund [13], S. 41, (2.4).
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Funktion p-^-g(x)] +Pp^(x) ist, dass die Ableitung f\x\f\x\ ,f(p~2Kx)

absolut stetig sind und dass fast ϋberall gilt βp~1\x)=C1 — g(x) £ Lv

λ7C (l<p<oo).
Bildet man auf beiden Seiten die konjugierte Funktion, so folgt mit Lemma

(2. 4) f^~ι\x) = g(x) + C fast ϋberall, d.h. nach (2.5): ~ι)(x) = (/) (^1 }(^) ist
fast ϋberall gleich einer Funktion aus BV2π> und da man, wenn p ungerade

ist, β^ι](x) = f^~l\x) hat, gilt dasselbe fur β^1](x). Damit ist Bedingung

d) erfullt. Ausserdem ist hiermit gezeigt, dass S[p][f] = Sip)[f] = S'[g]

= S'[f¥»] = (-l)e+ 1S'[ ~ 1 } ] - S[dg] ist.
Wenn d) erfullt ist, so bedeutet dies nach Bemerkung (2.6) u.a., dass

f(x), (f)\x\ , (/)(p~2)0r) absolut stetig sind und (7)(p~υ(x) fast ϋberall
gleich einer Funktion g^ix) 6 EVλπ ist. Fϋr p = 1 und h > 0 folgt also fast
ϋberall

f/ [x + -f-) - / (x•-A.) = f dgo(t)\^ [ dV(t),

wobei V(t) die totale Variation von gQ(t) bedeutet. Mit der Bezeichnung

1 fϋr ί €

0 sonst

x — 2 '

und der Version des Satzes von Fubini fϋr Stieltjes-Integrale22) folgt weiter

1 Δl7(x)IU g f I Γ %ftfe t) ̂ ( ί) l dx = f\ f XΛ(x, t) dx\ dV(t)
-π I -π ) -π ( -π )

= h[ dV{t) = h Var [goγ.κ = O(h) (h [ 0) .

Dasselbe gilt fϋr beliebige h —• 0.
Der Induktionsschluss fϋr /o = 2, 3, kann nun analog wie im Beweis des

vorigen Satzes durchgefϋhrt werden, und damit ist e) gezeigt.
Der Schritt von e) nach b) kann hier nicht wie in Satz (3. 3) mit der

schwachen* Kompaktheit bewiesen werden. Stattdessen hat man folgenden
elementaren Beweis23) :

Aus den Voraussetzungen f{x) e L\π und ||Δ£/(:r)||i = OQf) folgt, dass

22) Vgl. z. B. Widder [11], S. 26, Theorem 15 d.
23) Dieses Argument stammt von Dr. H. Berens.
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s o w o h l Ap

hf(x) als auch Ap

hf(x) zum R a u m L\π g e h o r e n . D e s h a l b gi l t n a c h

L e m m a (2. 3b) S[Ap

hf(x)] = S[Ap

hf(x)] u n d e n t s p r e c h e n d σ ^ Δ J / ( ; c ) ) = σ * t

B e n u t z t m a n ausserdem die fur a l le g(x) € Ul7ΐ gϋ l t ige U n g l e i c h u n g

= II g Hi? so e r h a l t m a n , g le ichmassig in Ny

hr'\ , = hr> U ^ A"' (A -> 0 ) ,

also, wenn man die schon im Beweis des vorigen Satzes berechneten Fourier-
koeffizienten von Ap

tf{x) einsetzt,

N

Σ
k=-N

(-i)(signk)eik*Σ(-l)n

(A-*0).

Mit der Relation (3. 4) ergibt sich daraus nach dem Grenzϋbergang h —> 0:

und, da die Aquivalenz von a) und b) schon bewiesen ist, folgt daraus b).
Der Beweis von f) kann wieder wie bei Satz (3. 3) in Form eines Ring-

schlusses zwischen den Aussagen b), d), f), b) durchgefϋhrt werden, wobei
fur den Schritt von d) nach f) ahnlich wie bei Butzer [2], S. 284. von der
durch partielle Integration zu erhaltenden Formel

|f 7
ausgegangen werden kann. Dabei ist g?-λ(x) die Funktion aus EVΣπ, die nach

Annahme d) fast iiberall mit f[p~1](x) = f{p~ι)(x) iibereinstimmt. Daraus folgt

nach der Definition (3. 2) von V£/ί» fur h > 0

— h~Pp[ \™Ά (p-l)! ) L \d"9r-Λx+u)\

%/ t/ 0

•gY-. = O(X).

\dg,.λ{u)\dx



ZUR CHARAKTERISIERUNG VON SATURATIONSKLASSEN 43

Dabei wurde zur Berechnung des Doppelintegrals dasselbe Argument wie
zuvor beim Schritt d) —> e) verwendet. Dasselbe gilt auch fur h < 0, so dass
man erhalt

Damit ist f) bewiesen.

Fur den Beweis, dass aus f) auch b) folgt, siehe Butzer [2], S. 295, Satz 6. 2.

Der Beweis der Aquivalenz von b) und g) wird im Abschnitt 4 gegeben,

Im Raum ClΊt gilt die folgende Version des Satzes (3. 3):

(3. 6) SATZ24). Set f(x) e Cλ% und p = 1, 2, , dann sίnd folgende Aus-
sagen dquivalent:

a) Σ (l- 0;

b) S[p][f] ist die Fourierreihe einer Funktion gix) aus L?π, d.h.

( - l) [ p / 2 ] I k Ipf(k) = ̂ ik) mit gix) e L?π, also fix) e Wp

c

Lip 1

I k I >f(k) = $(k) mit g{x)

/ ( p~ 1 )(^)> falls p gerade )

/ ( p " υ (x), falls p ungerade >

d) / ί p l(^) e LS;

e) j ||Δ£/(a:)||c = O(h") (A-»0), /α//s p gβrαdβ |

I ||Δ£Λr)||σ = O(h") (Λ-*0), /α«ί p ungerade I '

f) /αZ/5 JO gerade ist, sind f{x), f'(x), , /(ί>~2)(x) iίeίίg differenzίerbar

und \\ΨJ{x)\\a = OQi") (h -> 0)

/α//5 p ungerade ist, sind f{x),(j)\x),—,(/)<P"2)(Λ;) stetigdifferenzίer-

bar und | |vl/όc) IU = O W (A -> 0)

C2ίr und

Kx-t) - 2fi'~1Kx)

g)

+ dt

Aus jeder dieser Aussagen folgt ausserdem

24) Vgl. Fussnote 20.
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Der Satz wird auch hier nur fur ungerade p bewiesen, da der Beweis
fur gerade p einfacher und im wesentlichen analog durchzufϋhren ist.

Fiir die Aquivalenz zwischen a) und b) wird Lemma (2. 1) fiir p—oo benutzt,

und die Aquivalenz zwischen c) und d) folgt (wenn man Lemma (2.5) anwendet

urn j f*\x) dx = J (7)(p)(^) dx = (7)(p~υ(*) = β^1}(x) zu zeigen) aus der

bekannten Tatsache, dass eine Funktion genau dann € Lip 1 ist, wenn sie das
Integral einer Funktion aus L^ ist.

Der Ringschluss zwischen den Bedingungen b), d) und e) bleibt im wesent-
lichen derselbe wie bei Satz (3. 5): Wenn b) erfullt ist, folgt aus *Sίpl[/'] =

S n / ] = - % ] , igix) € LZ), mit Lemma (2. 3 a) : S("\f] = -S^[f] = % ] = •%]
mit g{x) £ UL fur alle p < oo? denn da p ̂  1 ist, verschwindet das konstante
Glied dieser Reihe. Integriert man /o-mal gliedweise, so folgt aus der Voll-
standigkeit des trigonometrischen Systems in Raum CIπ, dass fur alle x gilt

f{x) = Ip[ — g(x)]+PP-ι(x), wobei P das p-te unbestimmte Integral und Pp-τ(x)
ein algebraisches Polynom von Grad p—1 ist. Also ist f(x) (p— l)-mal stetig
differenzierbar, fip\x) £ Lie (1 ̂  p < °<>), und wegen Lemma (2.4) gilt

{f^)(x) = —g(x) = 9(x) € L2°; fast iiberall. Nach Lemma (2. 5) folgt dann auch
(f){p\x) € LS Damit ist d) bewiesen und zugleich gezeigt, dass S{p][f] — S[g]
= S[f[p]] erfullt ist.

Der Schritt von d) nach e) kann wie bei Satz (3. 3) durchgefuhrt werden,

wenn man dort p—oo setzt, f(x) durch f(x) ersetzt und die Aussage d) in der

Form benutzt, dass J{x\ (f)'(x\ , (f)ip~ι\x) absolut stetig sind und (f){p\x)
€ L2~ ist.

Auch der Schritt von e) nach b) kann wie bei Satz (3. 3) mit Hilfe der
schwachen* Kompaktheit bewiesen werden, wenn man benutzt, dass der Raum
LTπ zum separablen Raum L\π adjungiert ist. Fur den Ringschluss zwischen
den Bedingungen b), d) und f) kann beim Schritt d) —> f) wieder auf [2], S. 284,
Satz 3. 1 (i) und beim Schritt f) —-> b) auf [2], S. 293 Satz 6. 1 verwiesen werden.

Bedingung g) wird im folgenden Abschnitt 4 bewiesen.

Ersetzt man die Bedingung d) durch f[p\x) 6 C2π, so gilt ein entsprechender
Satz, der allerdings fur das hier angestrebte Ziel der Charakterisierung von
Saturationsklassen keine unmittelbare Bedeutung hat. Fur den Beweis des
Satzes (1.4) wird jedoch die folgende Aussage benotigt, die wir hier ohne
Beweis formulieren:

(3. 7) LEMMA. Fur f(x) e C,π und /o = l, 2, — sind die Bedingungen
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und f[p](x) e C'ZJC άquivalent, und aus jeder der beiden Bedingungen folgt

4. Charakterisierung der Klassen Wp

x fur beliebige p>0. Das Charakte-
risierungsproblem im Raum C2π fur den Fall 0 < p < 1 wurde von G. Sunouchi
[9], S. 130 gelost durch den folgenden Satz:

oo

Die Bedingung, dass Σ kpAk(x) die Fourierreihe eίner Funktion aus L?x

ist, ist fur 0< p <1 άquivalent mit der Aussage, dass

f(x + t)+f(x-t)-2f(x) .

gleichmάssig in u und x beschrdnkt ist.

Fur p = l ist dieser Satz ebenfalls gϋltig dies wurde zum Teil von M.
Zamansky [12] S. 37 gezeigt. Nach einer Bemerkung von G. Sunouchi ist eine
Verallgemeinerung dieses Ergebnisses auf die Raume Lξπ (1 =g p <°°) mδglich.
Diese Verallgemeinerung wird im folgenden Lemma (4.6) formuliert und
bewiesen. Dazu muss jedoch zunachst ein von G. Sunouchi benutztes Resultat
von R. Salem und A. Zygmund [7], das ebenfalls bisher nur im Raum C2π

bewiesen ist, auf den Raum Lξπ ϋbertragen werden:

(4. 1) LEMMA. Die Funktion f(x) set 2τr-p2riodiseh, besitze die Fourierreihe

—~ + Σ (aic c o s kx + bk sin kx) = -~- + Σ Ak(x)

und erfillle die Bedingung f(x) e Lip (p, p) fίίr ein p in 0 < p < 1 und 1 ̂  p
< oo. Dann gilt

Γ

+ Σ rk br(ak cos kx+ bk sin kx) I = O(ΐ) (r | 1) ,

τvobei T(x) die Eulersche Ga?n?na-Funktion ist.

Der Beweis unterscheidet sich nur in der Schreibweise vom Beweis des
entsprechenden Satzes IV in Salem-Zygmund [7], S. 32. Mit den Bezeichnungen
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Ga(t)=f(x+t) +f(x-t)-2f(x),

1-r2

dt,

erhalt man

2(l-2rcosί + r

Gx(r, t) = f(r, x+t) + f(r, x-t) - 2/(r, x), (0 ^ r

«+"> Gx(r, t) = - 4 Σ, ί-(1+p) sin2 iψ) rkAk(x) .

Die Reihe ist fur festes r < l absolut und gleichmassig in ί ^ O konvergent,
also kann sie bezϋglich t von 0 bis T integriert werden:

(4.2)

Aus der Konvergenz der Reihe

ϊ\ O+P, • Jkt\

folgt, dass Gl. (4.2) auch fur T = 00 gϋltig ist. Nun gilt25)

und damit erhalt man

Wenn man also zeigen kann, dass gilt

-(1+" Gx(t) dt - / t-^">GJr,t)dt (rΐl)

25) R. Salem-A. Zygmund [7], S. 32.
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oder

(4. 3) r<1+<" Gx{r, t) dt + -°+»{GJr,t)-GJβ)}dt = O(ΐ) (rίl),

dann ist damit die Behauptung bewiesen. Mit Hilfe der verallgemeinerten
Minkowski-Ungleichung und des Mittelwertsatzes erhalt man fur ein θ in
0 <θ <t

f t~^ Gx(r, t) dt rg f r*+» || Gx(r, t)\\pdt =
J 0 p JO

= 1 3Gx(r, u)
dt.

Ausserdem folgt aus der Voraussetzung fix) ζ Lip (p, p) und der Periodizitat
von f(x)

\\Gx(μ+t) - Gx(u)\\v^ \\f(x+u+t) - f{x+u)\\v + \\f(x-u-t) - f(x-u)\\p =

= II f(x+t) - f(x)\\p + II f(x-t) - f(x)\\p = O(ί0 (ί I 0).

Nun lasst sich ganz analog wie bei Salem-Zygmund [7], S. 30, (Lemma 1)
zeigen:

Aus

folgt

dGx(r, u)
du

, = O(t>)

- OQl-r} '- J ) ( r ί l ) .

Also gilt fur den ersten Term in Gl. (4. 3)

(4. 4) f r< 1 +» Gx(r, t) dt = θl {1-r}"- 1 f t~" dt) = O( l) ( r ί l ) .

Der zweite Terra in Gl. (4. 3) lasst sich ebenso abschatzen, wenn man die
folgende Aussage benutzt, deren Beweis sich ebenfalls nicht wesentlich vom
Beweis des entsprechenden Lemmas 2 aus Salem-Zygmund [7], S. 30
unterscheidet:

Aus \\Gx(u+t) - Gx(μ)h = O(t>) (t i 0)
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folgt

gleichmassig in u.

Also gilt

P. L. BUTZER UND E. GORLICH

\\Glr, u) - Gx(u)\\, = O({l-rY) (r ί 1) ,

= ol (1-ryJ r(1+P> dt) = O(l) (r t 1) .

Hieraus und aus Gl. (4. 4) folgt Gl. (4. 3), q.e.d.

Das am Anfang dieses Abschnitts erwahnte Ergebnis von M. Zamansky
lasst sich ebenfalls auf den Raum UλΊt ubertragen:

(4. 5) LEMMA. AUS || f(x + t) + f(x-t)-2f(x)\\p - O(t) (t i 0), (1 ̂  p^

folgt \dt

= o n

Der Beweis dieser Behauptung kann fast wortlich wie bei M. Zamansky
[12], S. 37—40 durchgefϋhrt werden, deshalb sei hier darauf verzichtet.

Mit Hilfe dieser beiden Lemmata wird die genannte Verallgemeinerung
des Satzes von Sunouchi bewiesen:

(4. 6) L E M M A . Sei f(x) z Lξ* (1 ^

Es gilt

Σ i- n + l
k"Ak{x)

mit f(χ)

= O(l) in -> oo)

+

fur ein p in 0 < p < 1 genau dann, τυenn

ί + t)+f(x-t)-2f(x)
dt
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BEWSIS. Um zu zeigen, dass aus der zuletzt genannten Integralrelation
die Bedingung

(4. 7) Σ i- = O(l) (n -> oo)

folgt, gehen wir denselben Weg wie G. Sunouchi [9], S. 130. So ergibt eine
einfache Rechnung die Fourierentwicklung

wobei Gx(t) =f(x+t) +f(x-t) - 2fix) ist.

Wenn nun = O(l) (u I 0) ist, folgt mit Hilfe der fϋr

die Fejer-Mittel σn gultigen Ungleichung

Σ i= 4

= Oil), gleichmassig in u > 0 und n.

Fϋhrt man den Grenziibergang u [ 0 durch und benutzt man wiederum
die Identitat

f χ-«+f>) s in 2
^ 1),

wobei Cp^O eine nur von p abhangige Grδsse ist, dann folgt (4k 7).
Umgekehrt sei jetzt (4. 7) erfϋllt, dann ergibt sich aus Lemma (2. 9)

(4.8)
(n+iγ

Ak(x) (n->oo).

d.h. die beste Approximation von f{x) im Mittel der Ordnung p ist mindestens
von der Ordnung O(n~p). Dies hat nach dem Satz von Bernstein fur Lξπ-
Funktionen (E. S. Quade, [5], S. 535, Theorem 2 (i)) zur Folge, dass fix) € Lip(p, p)
ist, falls nur Werte 0 < p < 1 betrachtet werden. Damit sind die Voraussetzungen
des Lemmas (4.1) erfϋllt und man erhalt
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dt(4.9)

( r ί l ) .

Aus der Voraussetzung (4.7) folgt nun, dass auch der erste Term auf der
oo

rechten Seite beschrankt ist, denn fur die Abel-Poisson-Mittel ^2rkkpAk(x) der
k=l

trigonometrischen Reihe Y^rkkpAk(x) gelten ganz entsprechende Aussagen
k=l

wie sie in den Lemmata (2. 1) und (2. 2) fur die Fejer-Mittel formuliert sind.26)

Also sind die Bedingungen

\\σn(T;x)\\p = (w ) und (rίl)

fur 1 ^ / ) ^ oo und jede trigonometrische Reihe T(x)= ̂  Ak{x) Equivalent,

und die rechte Seite von (4. 9) ist gleichmassig in r beschrankt. Da p fest
ist, folgt

F f(x+t)+f(x-t)-2f(x)
dt = O(ΐ),

Setzt man 1 — r = u, so ergibt sich die Behauptung fur 0 < p < 1.
Es bleibt noch zu zeigen, dass dieses Ergebnis auch im Falle ρ — 1 aus (4. 7)

abgeleitet werden kann. Die Relation (4. 8) bleibt fϋr p = l erhalten, und dies
bedeutet nach dem genannten Bernstein-Satz, dass \\f(x + t) + f(x—t)—2f(x)\\p

= O(t) gilt fur 11 0. Also kann Lemma (4.5) angewendet werden, und da

unter der Voraussetzung (4.7) nach Lemma (2. 9) gilt \\f(x) — <rn(f; x)\\p = θ( j

(w—>oo), kann die Aussage von Lemma (4. 5) in der Form

: + 2t)+f(x-2t)-2f(x))dt

26) Vgl. Zygmund [13], S. 149, 150. Nebenbei ergibt sich also, dass man den Satzen (3.3),

(3. 5) und (3.6) als achte aquivalente Aussage 2 rkkPAk(x)\\ = O(l) (r | 1) hinzufύgen

kann.
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geschrieben werden. Wenn nun ein u > 0 beliebig gegeben ist, kann n so

gewahlt werden, dass
2(/ι + l)

<u <
2n

ist, und es gilt

x-2t)-2f(x)) dt

1 dt) = ollog

2(71 + 1)

= 0(1) (n^oo) , d.h.

f + 2t)+f(x-2t)-2f(a:))dt
π

Π + f ...= O(ΐ) (u i 0),

und damit ist Lemma (4. 6) bewiesen.

Zu diesem Lemma ist zu bemerken, dass unter der Voraussetzung f{x) € C2π

die LSr-Norm durch die C^-Norm ersetzt werden kann, denn es ist leicht zu

zeigen, dass / t~2(f(x + t) + f(x—t) — 2f(xj) dt dann beziiglich x stetig ist.

Damit erhalt man

(4. 10) LEMMA. Set X einer der Rdume C2π, Lξπ ( 1 ^ p<°o). Dann ist

fίir 0 < p 5g 1 und f(x) € X die Bedingung f(x) e Wp
x dquivalent mit der

Aussage

f{x+t)+f(x-f)-2f{x) -
t^ dt

Der in der Einleitung formulierte Hauptsatz (1.4) ist eine Erweiterung
dieses Lemmas auf alle p > 0.

Beweis des Satzes (1. 4). Zunachst sei p nicht ganzzahlig. Wenn f(x)
zWp

x ist und die Bezeichnung <p>=p—[p] eingeftihrt wird, erhalt man
oo

durch Anwendung des Lemmas (2. 10) auf die Fourierreihe ^ k?Ak(x) mit
Λ = l

oo oo

β = <p> die Aussage : Σ k'<P> k'Ak(x) = Σ kl9]Ak(x) ist die Fourierreihe einer

Funktion l(x) aus

L, r = r(<P>) > 1, falls X = L\π

L, falls X = L?π (l<p< oo)
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C2?r, falls X = C2n

Wir werden diese Eigenschaft im folgenden kurz mit l(x) £ R(r, p,C)
bezeichnen. Da dann urn so mehr auch fix) £ Rir, p, C) gilt und [p] eine ganze
Zahl ist, kann man fur X—Llπ (1 ̂ g ^><oo) Satz (3. 3) bzw. fur X—Cl7C Lemma
(3. 7) anwenden und erhalt S{[pi][f] = S[f{[p]]] mit fm\x) e R(ry p C), so dass,

wenn fm\x)
a0 Σ A£(x) ist, die Bedingung f(x) £ Wp

x in der Form

Σ i- n + l
k<s>>At(x) (n->oo)

geschrieben werden kann, d.h. fllp]](x) € Wtp>. Aus Lemma (4.10) folgt dann

Γ
L

J = O(l) (« 1 0),

und damit ist Bedingung 2) von Satz (1. 4) erfϋllt.

Wenn umgekehrt Bedingung 2) fur 0 < <p> < 1 zutrifft, dann folgt aus
Lemma (4.10)

Σ i-

wobei wieder

n + l

+

k«»AKx)

ist. Ausserdem ist nach Bedingung 2)

f[[o]](x)eX; im Falle X=L\π gilt sogar f[[p]](x)eUπ fϋr ein r = r ( < / t » ) > l ,
denn die Folge {̂ "<p>} gehort nach Lemma (2. 10) zur Multiplikatorenklasse
(S, Ulπ). Insgesamt ist also f[ίp]](x)eR(r,p,C) und dies bedeutet, da [p] ̂  0
ist, um so mehr, dass f(x) e R(r, p, C) ist. Also kann fur alle Raume Satz (3. 3)
angewendet werden, und man erhalt Sm\f\ = S[/ ί [ p ] 1 ], d.h. Af(^) = (-l) [ p / 2 1

oo

klp]Ak(x), wenn f(x)-

Also folgt:

i~ + Σ gesetzt wird.

SI1---" K1-^)
und dies bedeutet nach Lemma (2.1) bzw. (2.2) und Definition (1.3), dass
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fix) zur Klasse Wx gehδrt. Damit ist Satz (1.4) fur nicht-ganzzahlige p
bewiesen.

Sei p nun eine ganze Zahl. Dann folgt analog wie vorher aus fix) € Wx

mit Hilfe des Lemmas (2. 10) fur β = 1

wobei + gesetzt wurde und f{p~ι\x) € R(r,p,C)(zX ist

fur ein r > l . Daraus folgt mit Lemma (4.10) die Bedingung 2) des Satzes
(1. 4).

Ebenso lasst sich der Beweis, dass aus dieser Bedingung f{x) 6 Wx folgt,
auf den Fall ganzzahliger /o-Werte ϋbertragen, wenn man < ρ > durch 1 und
f{{0]\x) durch f{p~ι\x) ersetzt.

Damit ist Satz (1. 4) bewiesen und zugleich der noch fehlende Beweis fϋr
die Bedingungen g) in den Satzen (3. 3), (3. 5) und (3. 6) gegeben.

Zum Schluss formulieren wir als Beispiel fϋr die konkrete Gestalt des
π

Ergebnisses den Satz (1.4) noch einmal fϋr den speziellen Wert p = :

In dίesem Fall ist unter der Voraussetzung f(x) s X, -wobei X einer der
Raume C lπ, LL (1 ίS p < oo) sein kann, die Bedingung f{x) e Wψ άquίvalent
mit der Bedingung:

f"\x) e X und

f f"(x+t) + f"\x-t)-2f'-'(x)
f1

Bemerkung bei der Korrektur : Wie Herr Prof. G. Sunouchi uns freund-
licherweise mitteilte, hat er in einer Arbeit "Saturation in local approxima-
tion" (diese Zeitschrift) eine andere Charakterisierung der Klassen Wp fϋr
den kokalen Fall bewiesen.
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