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[ sei eine fixierte Primzahl und % ein endlicher algebraischer Zahlkérper,
der als Grundkorper behandelt wird. Durch die Klassenkérpertheorie wird der
Zusammenhang zwischen der Klassenzahl von k2 und eines zyklischen Erwei-
terungskorpers von Primzahlgrad ziemlich klar gemacht. In dieser Arbeit werden
eine Aussage fiir die Teilbarkeit der Relativklassenzahl eines Galoisschen
Erweiterungskérpers von Primzahlpotenzgrad iiber %2 durch eine beliebige
Primzahl gemacht und eine grobe Abschitzung des Ranges der p-Klassengruppe
eines solchen Korpers angegeben. Zur Vereinfachung gebrauche ich die folgenden
Ausdriicke:

Unter der p-Klassengruppe von k versteht man die Gruppe §, der Divi-
sorenklassen von p-Potenzordnung aus der Divisorenklassengruppe (im weiteren
Sinn) von %k, wo p eine beliebige Primzahl bezeichnet. Die Ordnung der
p-Klassengruppe von 2 wird mit A, , bezeichnet.

Es sei K ein relativ-Galoisscher Zahlkérper iiber £ und g seine Galoissche
Gruppe. Dann operiert g auf der vollen Divisorengruppe D und der p-Klassen-
gruppe €% von K und daher werden diese Gruppen zur §-Gruppen. Es sei
die Untergruppe aller acD mit a™~1 fiir einen zu p primen geeigneten
Exponenten m. Die Faktorgruppe

D=D/H
ist dann g-isomorph zur p-Klassengruppe € x von K. Der H zugeordnete Kla-
ssenkorper K(,, (dieses Bezeichnung werde auch weiterhin festgehalten) ist
relativ-Galoissch iiber k. Es sei ® die Galoissche Gruppe von K(,/k und 9

die Fixgruppe des Korpers K. Dann ist & eine Erweiterung von $ zur Faktor-
gruppe g,

8=\ 5. 5

wobei die Summe iiber alle o € g zu erstrecken ist, und § wird zur g-Gruppe
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vermoge

S;1AS,=A° fir A9, o<g.

Ist (g:1)=%=0 mod p, so zerfillt die Erweiterung, d.h. kénnen die Vertreter so
wihlen, dass sie eine zu § isomorphe Gruppe bilden,

S;5;=S,. fiir oyreg.

Nach dem Artinschen Reziprozititsgesetz ist § g-isomorph zur Faktorgruppe ®
und daher ist sie g§-isomorph zur p-Klassengruppe € x von K.

Die Untergruppe aller Ce €, mit C"=C fiir alle o<§ heisst die ambige
p-Klassengruppe von K in bezug auf k.

SATZ 1. Es sei K ein relativ-Galoisscher Zahlkorper vom Primzahl-
potenzgrade ™ iiber k. Ist dann p eine von l verschiedene Primzahl, so ist
hx,p teilbar durch hy, und ferner gilt

hx o/l p=1 (mod I).

Anders gesagt ist der Exponent von p in hg ,/h., das Vielfache von f, wo
f die Ordnung der Restklasse p mod [ bezeichnet.

BEWEIS. Es bezeichne € bzw. €, die p-Klassengruppen von K und 4.
Es sei C eine von der Hauptklasse verschiedene Divisorenklasse aus €, und a
ein Nichthauptideal in C. Nehmen wir an, dass a in ein Hauptideal von
K {iberginge, so wire auch Ng,a=a" in 2 ein Hauptideal. Aber dies ist
unmoglich, da a zu C gehort. Also sind die zwei Ideale von %, die in %
nicht dquivalent sind, auch in K nicht &4quivalent. Daher wird €, bei der
Einbettung in €x monomorph abgebildet. Die Normabbildung auf den
Divisorengruppen induziert einen Normhomomorphismus der p-Klassengruppen
Ny Cx— €y, der ein Epimorphismus ist, da @ x und die Galoissche Gruppe
teilerfremde Ordnungen haben. Es bezeichne £, den Kern des Normho-
momorphismus Ngu: €x—C,. Man sieht leicht ein, dass &%, keine von der
Hauptklasse verschiedene Divisorenklasse aus @k enthdlt, wo @k bei der
Einbettung in €x das monomorphe Bild von @, bezeichnet. Also gilt

Cx=C,xRus  (direkt).
Daraus folgt ersichtlich, dass @k mit der ambigen p-Klassengruppe von K in
bezug auf % iibereinstimmt und hg , teilbar durch A, ist. Im Falle Ag /A ,=1
ist, ist die Behauptung richtig. Also sei hAg ,/hi,#1, dh. ist Rx; nichttrivial.
Nun sei C, eine von der Hauptklasse verschiedene Divisorenklasse aus Sx.
Dann existieren mindestens / von einander verschiedene mit C, konjugierte
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Divisorenklassen, die in 8k, enthalten sind, weil &, mit der ambigen p-Klass-
engruppe von K in bezug auf % iibereinstimmt. Wenn keine von Hauptklasse
verschiedene Divisorenklasse C, aus 8%, zu C, konjugiert ist, dann sind die zu
C, konjugierten Divisorenklassen von der Hauptklasse und von den zu C,
konjugierten Divisorenklassen verschieden. Dies sieht man leicht aus der
Tatsache ein dass die Galoissche Gruppe von K/k auf die konjugierten Divi-
sorenklassen transitiv wirkt. Daher ist die Ordnung von &g, kongruent zu 1
modulo /, folgt somit, dass hg ,/h,=1 mod L.

KOROLLAR. Es sei K ein relativ-Galoisscher Zahlkérper vom Prim-
zahlpotenzgrade [" iiber k und es sei hx bzw. h, die Klassenzahlen von

K und k. Wenn hg und h, zu l prim sind, dann gilt
hx/h=1 (mod I).
Zum Beweise beachte man, dass hg, wenn h, zu [ prim ist, teilbar durch

hy ist und dass der p-Betrag von hx/h, mit hg,,/hi, Ubereinstimmt. (vgl. [4])

BEMERKUNG. i) Die Voraussetzung, dass hx und i, zu [ prim sind, kann man
durch etwas derartiges ersetzen, zum Beispiel, dass kein in K enthaltener
unverzweigter Abelscher Kérper iiber % existiert und dass hg zu I prim ist.

ii) Dies ist eine Verallgemeinerung des Resultat von S.N. Kuroda [3].%)

Wenn K ein relativ-zyklischer Zahlkérper iiber % ist, gilt der

ZUSATZ 1. K sei ein relativ-zyklischer Zahlkorper wvon Primzahlpotenz-
grad und E sei ein in K enthaltener relativ-zyklischer Korper wvom
Relativgrade "' iiber k. Ferner sei p eine von [ verschiedene Primzahl.
Dann gilt

hgp/he,=1 (mod 7).

Anders gesagt ist der Exponent von pin hg ,/hg, das Viel fache der Ordnung
der primen Restklasse p mod [™.

BEWEIS. Es bezeichne % bzw. €5 die p-Klassengruppen von K und E.
Wie im Beweise von Satz 1 erhilt man die direkte Zerlegung

Cx= @E X Rx/5 (direkt),

wobei (}; £ bei der Einbettung in €% das monomorphe Bild von €7 und R4/
den Kern der Normabbildung Ngz & x—@ r bezeichnet. Ferner, wie leicht

*) Zusatz bei der Korrektur (10.20,1966) : Siehe etwa H. Yokoi, On the class number of a
relatively cyclic number field. Erssheint in Nagoya Math. Journ.
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%nzusehen ist, stimmt die ambige p-Klassengruppe von K in bezug auf E mit
€z tiberein. Im Falle &;,;=1 ist, ist die Behauptung richtig. Also sei &g/ z#1.
Wenn eine Divisorenklasse C (#1) aus £ bei einer Substitution o von der
Galoisschen Gruppe von K/k invariant bleibt, so ist C auch bei der von o
erzeugten zyklischen Gruppe {o} invariant. Es sei F der in K enthaltene
Oberkérper I-ten Grades von E. Es ist dann leicht zu sehen, dass die zyklische
Gruppe {o} eine Untergruppe der Galoisschen Gruppe von K/F ist, da die
ambige p-Klassengruppe von K in bezug auf E mit ©, iibereinstimmt. Daher
hat jede von Hauptklasse verschiedene Divisorenklasse aus fx,r mindestens ["
von einander verschiedene mit ihr konjugierte Klassen. Wie im Beweise von
Satz 1 folgt also hg ,/hg,=1 mod [

Es sei K/k ein relativ-Galoisscher Zahlkdrper vom Relativgrade m und es
sei p eine nicht im Grade m aufgehende Primzahl. Wie zuvor, besitzt die p-
Klassengruppe € x von K die direkte Zerlegung

@Kz @k X '-@K/lc (dlrekt)

Es bezeichne § bzw. § die Galoisschen Gruppen von K/k und K,,/K.
Dann ist § $-isomorph zur p-Klassengruppe € x von K. Dementsprechend zerfillt
9 in das direkte Produkt

H=%, %9, (direkt),

wobei B, und §, die Bilder der entsprechenden Faktoren @k, Rxn der p-Klass-
engruppe @ x von K bezeichnen. Nun sei L; (i=1, 2) der Invariantenkdrper des
Komplementirfaktors von 9; in $. Dann zerfillt der Klassenkdrper K,y in das
Kompositum

K(;n):Ll'LZ;

und wir bemerken, dass L,NL,=K. Auch L, ist relativ-Galoissch iiber % und
seine Galoissche Gruppe ®,; eine zerfallende Erweiterung von §; zur Faktor-
gruppe 8 (z=1,2). Daher koénnen wir eine Untergruppe & von ®, so finden,
dass sie die folgenden Bedingungen erfiillt:

®y=10,"R, H,NN=1, NR:1)=m.

Dann induziert jedes Element aus 9 einen Automorphismus von Y, Hier ver-
wenden wir die bekannte Tatsache fiir die Ordnung der Automorphismengruppe
der p-Gruppe, die fiir beliebige endliche p-Gruppe angegeben worden ist und fiir
%, so lautet, dass die Ordnung der Automorphismengruppe von Y, ein Teiler
der ganzen Zahl %(p) ist:
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W)= (=D =p) -+ (=)

wo e durch hg ,/h;,=p° d.h. die Ordnung von 1), erkldrt ist und p den Range
von §,, d.h. die Anzahl der zyklischen direkten Faktoren bezeichnet. (vgl. [1])
Nun seien q,,gs, * - », q, alle verschiedenen im m aufgehenden Primzahlen und
sei f die Minimalzahl von allen f;, i=1, 2, - +,7, die die Ordnung der Restklasse
# mod g; bedeuten. Ist p < f, so ist m zu 5(p) prim. Daraus folgt wegen der
obigen Tatsache, dass alle von jedes aus < induzierten Automorphismen von f),
trivial operieren und daher folgt, dass alle in §, mit jedem Element von 2
vertauschbar sind. Damit ist gleichzeitig gezeigt, dass 84/ elementwise invariant
bei jedem Element der Galoisschen Gruppe von K/% ist. Aber dies ist unmdoglich,
da die ambige p-Klassengruppe von K in bezug auf % mit (51 ibereinstimmt.
Also ist p= f. Damit ist die folgende Aussage gewonnen:

SATZ 2. Es sei K/k ein relativ-Galoisscher Zahlkorper vom Relativgrade
m und es sei p eine nicht im Grade m aufgehende Primzahl. Ferner seien
41,95 * * q, alle verschiedenen in m aufgehenden Primzahlen und sei f die
Minimalzahl von allen f,, i=1,2,++-r, die die Ordnung der Restklasse p
mod g; bedeuten. Ist dann hg,/h., durch p teilbar, so gilt fiir den Rang p
des Normabbildungskerns Ny, € x—C,

f=e
Aus diesem Satz folgt sofort:

KOROLLAR. Es sei K/k ein relativ-Galoisscher Zahlkirper vom Relativ-
grade m und es sei p eine nicht in m aufgehende Primzahl. f habe dieselbe
Bedeutung wie in Satz 2. Ist dann hg,/hy,, durch p teilbar, so gilt fiir die
Rénge p,,p, der p-Klassengruppen von K bzw. k die Ungleichung

pet+f = pi

Im Falle K/k ein relativ-zyklischer Zahlkérper von Primzahlpotenzgrad
ist, gilt der

ZUSATZ 2. Die Zahlkérper K, E erfiillen die Voraussetzungen von Zusatz
1; es sei f die Ordnung der Restklasse p mod [ und es sei s die ganze Zahl
derart, dass p’ —1 durch I°, aber nicht durch I**! teilbar ist. Ist dann hg ,/hg,
durch p teilbar, so ist

nf/s = p,

wobei p den Rang des Normabbildungskerns Ng,. ©x—C; bezeichnet.
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BEWEIS. Wie oben, zerfillt die p-Klassengruppe € x von K in das direkte
Produkt

Cx= Es kX RK/IC (direkt)

und der Klassenkorper K,, in das Kompositum
I?( )™ L 1 L 25

wo L, bzw. L, die zu €, bzw. R/ isomorphe Galoissche Gruppe §,, ), iiber
K Dbesitzt. Auch L, ist relativ-Galoissch {iber %2 und seine Galoissche
Gruppe ® eine zerfallende Erweiterung von 0, zur Galoisschen Gruppe von
K/k. Daher konnen wir die Vertreter so wihlen, dass sie eine zur Galoisschen
Gruppe von K/k isomorphe Gruppe bilden. Diese Vertreter induzieren dann
die Automorphismen von §,, die eine Untergruppe # der Automorphismengruppe
von f), bilden. Nun sei F der minimale Unterkérper: von K, dessen p-Klassen-
gruppe zu Ex isomorph ist. Weil Ay, ,/hg, durch p teilbar ist, sieht man ein,
dass E ein Unterkdrper von F ist und folglich die Galoissche Gruppe von L,/F
den Zentralisator von Y, in ® enthilt (vgl. [1]). Also gibt es in % mindestens
I™ voneinander verschiedene Automorphismen von §, und daher muss die im
Beweise von Satz 2 behandelte ganze Zahl #7(p) mindestens durch [" teilbar
sein, da die Ordnung der Automorphismengruppe von §), ein Teiler der ganzen
Zahl 7(p) ist. Damit ist die Ungleichung nf/s = p gewonnen.

BEMERKUNG. Statt der Bedingung iiber die Relativklassenzahl hx ,/hg,
ist dieser Zusatz richtig unter der Bedingung, dass die Anzahl der Divisoren-
klassen des Hauptgeschlechtes von K/E durch p teilbar ist.

Fiir den Rang der [-Klassengruppe von K, wobei / im Kérpergrad aufgeht,
ist der

SATZ 3. K/k sei ein relativ-zyklischer Zahlkorper von Primzahlpotenzgrad
derart, dass es wenigstens ein zwischen K und k verzweigtes und zwar
reinverzweigtes Primideal von k gibt. Ferner sei E ein in K enthaltener
relativ-zyklischer Korper vom Relativgrade ™! iiber k. Wenn die Anzahl der
Divisorenklassen des Hauptgeschlechtes von K/E durch [ teilbar ist, dann gilt
fiir den Rang p bzw. den Exponent e der Ordnung l° der l-Klassengruppe
von K die Ungleichung

B = p brw. B)+1=e,

wo B(n) gleich —;— (—1+4/1+8n) ist.



324 A.YOKOYAMA

BEWEIS. Es sei p ein Primteiler eines reinverzweigten Primideals in K,
und es sei T, die Trdgheitsgruppe zu p fiir K,/k; es bezeichne ® bzw. ¥ die
Galoisschen Gruppen von K,/k und K /K. Dann sieht man leicht aus der
Hilbertschen Theorie des Galoisschen Kérpers, dass @=T,% und T,NA=1
sind; und wir bemerken, dass die Ordnung von 7, mit dem Relativgrad von
K/k iibereinstimmt. Ist o eine erzeugende Substitution der Galoisschen Gruppe
von K/E, so ist bekanntlich das Hauptgeschlecht von K/E identisch mit der
Gesamtheit aller symbolischen (1—o)-ten Potenzen von Divisorenklassen aus K
(vgl[2]). Ist nun & diejenige Untergruppe der Galoisschen Gruppe von K/%,
die alle Divisorenklasse aus der /-Klassengruppe von K festldsst und ist weiter
F der zur Untergruppe & gehorige Teilkérper von K, so folgt dass F ein
Oberkérper von E ist, weil die Anzahl der Divisorenklassen des Hauptgeschlechtes
von K/E durch I teilbar ist, d.h. stimmt die /-Klassengruppe von K mit der
ambigen /-Klassengruppe von K in bezug auf E nicht iiberein. Jedes Element
aus Ty induziert einen Automorphismus von %. Wie im Beweis von Zusatz 2
folgt also die Teilbarkeit der gleichartigen ganzen Zahl #(!) wie im Beweis
von Satz 2 durch /" Andererseits ist der Exponent von / in 75(I) gleich

ple—p)+ %P(P—l),

dessen Maximalbetrag% plp+1) (= % e(e—1)) ist. Daher haben wir die Un-

gleichung B(n) = p (bzw. B(n)+1 = €) in unserem Falle.
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