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I sei eine fixierte Primzahl und k ein endlicher algebraischer Zahlkδrper,
der als Grundkδrper behandelt wird. Durch die Klassenkδrpertheorie wird der
Zusammenhang zwischen der Klassenzahl von k und eines zyklischen Erwei-
terungskδrpers von Primzahlgrad ziemlich klar gemacht. In dieser Arbeit werden
eine Aussage fur die Teilbarkeit der Relativklassenzahl eines Galoisschen
Erweiterungskδrpers von Primzahlpotenzgrad iiber k durch eine beliebige
Primzahl gemacht und eine grobe Abschatzung des Ranges der ^>-Klassengruppe
eines solchen Korpers angegeben. Zur Vereinfachung gebrauche ich die folgenden
Ausdrϋcke:

Unter der p-Klassengruppe von k versteht man die Gruppe Q£fc der Divi-
sorenklassen von ^-Potenzordnung aus der Divisorenklassengruppe (im weiteren
Sinn) von k, wo p eine beliebige Primzahl bezeichnet. Die Ordnung der
^-Klassengruppe von k wird mit hktV bezeichnet.

Es sei K ein relativ-Galoisscher Zahlkδrper iiber k und Q seine Galoίssche
Gruppe. Dann operiert g auf der vollen Divisorengruppe D und der ^>-Klassen-
gruppe (&κ von K und daher werden diese Gruppen zur 8-Gruppen. Es sei H
die Unter gruppe aller α ̂  D mit α m ^ l fur einen zu p primen geeigneten
Exponenten m. Die Faktorgruppe

ist dann g-isomorph zur ^-Klassengruppe &κ von K. Der H zugeordnete Kla-
ssenkδrper K ( p) (dieses Bezeichnung werde auch weiterhin festgehalten) ist
relativ-Galoissch iiber k. Es sei © die Galoissche Gruppe von K^/k und §
die Fixgruppe des Kδrpers K. Dann ist ® eine Erweiterung von § zur Faktor-
gruppe a,

®=

wobei die Summe iiber alle σ £ Q zu erstrecken ist, und § wird zur Q-Gruppe
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vermoge

S?ASσ=Aσ fur A € ξ>, σ € g.

1st (β : 1 ) ^ 0 mod >̂, so zerfallt die Erweiterung, d.h. kδnnen die Vertreter so
wahlen, dass sie eine zu S isomorphe Gruppe bilden,

SσSτ=Sστ fur σ,τ£g.

Nach dem Artinschen Reziprozitatsgesetz ist ξ> g-isomorph zur Faktorgruppe 3)
und daher ist sie 9-isomorph zur ^>-Klassengruppe (&κ von K.

Die Untergruppe aller Ce(&κ mit (y~C fur alle σ£9 heisst die ambige
p-Klassengruppe von K in bezug auf k.

SATZ 1. Es sei K ein relativ-Galoisscher Zahlkorper vom Primzahl-
potenzgrade ln uber k. Ist dann p eine von I verschiedene Primzahl, so ist
hκ,p teilbar durch hKv und ferner gilt

hκjhκv=l (mod ΐ).

Anders gesagt ist der Exponent von p in hK)P/hkfP das Vielfache von f, wo
f die Ordnung der Restklasse p mod I bezeichnet.

BEWEIS. ES bezeichne (&κ bzw. (£fc die ^>-Klassengruppen von K und k.
Es sei C eine von der Hauptklasse verschiedene Divisorenklasse aus (&k und α
ein Nichthauptideal in C Nehmen wir an, dass α in ein Hauptideal von
K ϋberginge, so ware auch Nκ/ka = alΏ in k ein Hauptideal. Aber dies ist
unmoglich, da α zu C gehδrt. Also sind die zwei Ideale von k> die in k
nicht Equivalent sind, auch in K nicht Equivalent. Daher wird (£fc bei der
Einbettung in (&κ monomorph abgebildet. Die Normabbildung auf den
Divisorengruppen induziert einen Normhomomorphismus der ^-Klassengruppen
Nκ/k: ©x—>(&k, der ein Epimorphismus ist, da (&κ und die Galoissche Gruppe
teilerfremde Ordnungen haben. Es bezeichne $κ/k den Kern des Normho-
momorphismus Nκ/k> (&κ—

>(Sfc Man sieht leicht ein> dass $κ/k keine von der
Hauptklasse verschiedene Divisorenklasse aus (&k enthalt, wo ©fc bei der
Einbettung in (&κ das monomorphe Bild von (£fc bezeichnet. Also gilt

<S,κ=<&*xRκ/t (direkt).

Daraus folgt ersichtlich, dass (&k mit der ambigen ^>-Klassengruppe von K in
bezug auf k ubereinstimmt und hKiP teilbar durch hkiP ist. Im Falle hκJhKp — \
ist, ist die Behauptung richtig. Also sei hκjhκvφ\, d.h. ist &K/k nichttrivial.
Nun sei Cλ eine von der Hauptklasse verschiedene Divisorenklasse aus &K/&
Dann existieren mindestens / von einander verschiedene mit Cx konjugierte
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Divisorenklassen,. die in Bκ/k enthalΐen sind, weil Q£fc mit der ambigen ^>-Klass-

engruppe von K in bezug auf k ϋbereinstimmt. Wenn keine von Hauptklasse

verschiedene Divisorenklasse C2 aus $£κ/k zu Cι konjugiert ist, dann sind die zu

C2 konjugierten Divisorenklassen von der Hauptklasse und von den zu Cx

konjugierten Divisorenklassen verschieden. Dies sieht man leicht aus der

Tatsache ein dass die Galoissche Gruppe von K/k auf die konjugierten Divi-

sorenklassen transitiv wirkt. Daher ist die Ordnung von $K/k kongruent zu 1

modulo ly folgt somit, dass hKiP/hktJ)=l mod I.

KOROLLAR. Es set K ein relativ-Galoisscher Zahlkδrper vom Prim-

zahlpotenzgrade ln uber k und es set hκ bzw. hk die Klassenzahlen von

K und k. Wenn hκ und hk zu I prim sind, dann gilt

hκ/hk=l (mod I).

Zum Beweise beachte man, dass hκ, wenn hk zu I prim ist> teilbar durch

hk ist und dass der ^-Betrag von hκ/hk mit hK)V/hKv ϋbereinstimmt. (vgl. [4])

BEMERKUNG. i) Die Voraussetzung, dass hκ nndhk zu I prim sind, kann man

durch etwas derartiges ersetzen, zum Beispiel, dass kein in K enthaltener

unverzweigter Abelscher Kδrper ίiber k existiert und dass hκ zu I prim ist.

ii) Dies ist eine Verallgemeinerung des Resultat von S.N. Kuroda [3].*)

Wenn K ein relativ-zyklischer Zahlkorper ϋber k ist, gilt der

ZuSATZ 1. K set ein relativ-zyklischer Zahlkδrper von Primzahlpotenz-

grad und E set ein in K enthaltener relativ-zyklischer Kδrper vom

Relativgrade ln~ι ilber k. Ferner set p eine von I verschiedene Primzahl.

Dann gilt

hκJhE)V=l (mod ln).

Anders gesagt ist der Exponent von p in hκ>p/hE)P das Vielfache der Ordnung

der primen Restklasse p mod ln.

BEWEIS. ES bezeichne (&κ bzw. (&E die ^>-Klassengruppen von K und E.

Wie im Beweise von Satz 1 erhalt man die direkte Zerlegung

&κ= &E x ®K/E (direkt),

wobei (&E bei der Einbettung in (&κ das monomorphe Bild von (£# und $K/E

den Kern der Normabbildung Nκ/E: (&K-^&E bezeichnet. Ferner, wie leicht

*) Zusatz bei der Korrektur (10.20,1966) : Siehe etwa H. Yokoi, On the class number of a
relatively cyclic number field. Erssheint in Nagoya Math. Journ.
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einzusehen ist, stimmt die ambige ^>-Klassengruppe von K in bezug auf E mit
&E ϋberein. Im Falle ^K/E—l ist, ist die Behauptung richtig. Also sei &K/E^~L>

Wenn eine Divisorenklasse C (Φl) aus $K/E bei einer Substitution σ von der
Galoisschen Gruppe von K/k invariant bleibt, so ist C auch bei der von σ
erzeugten zyklischen Gruppe {σ} invariant. Es sei F der in K enthaltene
Oberkδrper Z-ten Grades von E. Es ist dann leicht zu sehen, dass die zyklische
Gruppe {σ} eine Untergruppe der Galoisschen Gruppe von K/F ist, da die
ambige ^>-Klassengruppe von K in bezug auf E mit (ξ,E ϋbereinstimmt. Daher
hat jede von Hauptklasse verschiedene Divisorenklasse aus $K/E mindestens ln

von einander verschiedene mit ihr konjugierte Klassen. Wie im Beweise von
Satz 1 folgt also hKtJ)/hEiP^l mod ln.

Es sei K/k ein relativ-Galoisscher Zahlkδrper vom Relativgrade m und es
sei p eine nicht im Grade m aufgehende Primzahl. Wie zuvor, besitzt die p-
Klassengruppe (&κ von K die direkte Zerlegung

(£*=<£* X ^ V (direkt).

Es bezeichne Q bzw. ξ> die Galoisschen Gruppen von K/k und Kw/K.
Dann ist § 9-isomorph zur ^>-Klassengruppe &κ von K. Dementsprechend zerfallt
ξ) in das direkte Produkt

§=ΐ)iXί)2 (direkt),

wobei ΐ)i und ί)2 die Bilder der entsprechenden Faktoren (£*;, Bκ/k der ^>-Klass-
engruppe &κ von K bezeichnen. Nun sei Lt (i=l, 2) der Invariantenkorper des
KomplemeDtarfaktors von ί)t in §. Dann zerfallt der Klassenkδrper iC ( p ) in das
Kompositum

und wir bemerken, dass LιΓ\L2 = K. Auch Lt ist relativ-Galoissch ϋber k und
seine Galoissche Gruppe &t eine zerfallende Erweiterung von \ zur Faktor-
gruppe 9 (z = l, 2). Daher kδnnen wir eine Untergruppe 9̂  von ©2 so finden,
dass sie die folgenden Bedingungen erfϋllt:

Dann induziert jedes Element aus ϋβ einen Automorphismus von ή2. Hier ver-
wenden wir die bekannte Tatsache f ϋr die Ordnung der Automorphismengruppe
der ^-Gruppe, die fiir beliebige endliche p-Gruppe angegeben worden ist und fur
ί)2 so lautet, dass die Ordnung der Automorphismengruppe von £)2 ein Teiler
der ganzen Zahl η(p) ist:
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v(ρ)=ρp{e-p)(ρp-i)(ρp-ρ) (P'-P9'1),

wo e durch hκJhKp=p\ d.h. die Ordnung von ΐ)2 erklart ist und p den Range

von §2 > d.h. die Anzahl der zyklischen direkten Faktoren bezeichnet. (vgl. [1])

Nun seien qλ,q2,
 m % qr alle verschiedenen im m aufgehenden Primzahlen und

sei / die Minimalzahl von alien fiy i=l, 2, ,r, die die Ordnung der Restklasse

p mod qt bedeuten. Ist p < f so ist m zu η(p) prim. Daraus folgt wegen der

obigen Tatsache, dass alle von jedes aus 50: induzierten Automorphismen von t)2

trivial operieren und daher folgt, dass alle in ΐ)2 πiit jedem Element von ΐfl

vertauschbar sind. Damit ist gleichzeitig gezeigt, dass β#/A: element wise invariant

bei jedem Element der Galoisschen Gruppe von K/k ist. Aber dies ist unmόglich,

da die ambige ^>-Klassengruppe von K in bezug auf k mit (5^ ϋbereinstimmt.

Also ist p^f. Damit ist die folgende Aussage gewonnen:

SATZ 2. Es sei K/k ein relativ-Galoisscher Zahlkδrper vom Relatίvgrade

m und es sei p eίne nicht im Grade m aufgehende PrimzahL Ferner seien

<7i>#2> % qr (Me verschiedenen in m aufgehenden Primzahlen und sei f die

Minimalzahl von alien fί9 i—\,2y ,r, die die Ordnung der Restklasse p

mod qt bedeuten. Ist dann hK)P/hk>p durch p teilbary so gilt fur den Rang p

des Normabbildungskerns Nκ/k: (&κ->(&k,

Aus diesem Satz folgt sofort:

KoROLLAR. Es sei K/k ein relativ-Galoisscher Zahlkδrper vom Relativ-

grade m und es sei p eine nicht in m aufgehende PrimzahL f habe dieselbe

Bedeutung wie in Satz 2. Ist dann hκJhKv durch p teilbar, so gilt fur die

Range /vp2 der p-Klassengruppen von K bzw. k die Ungleichung

Im Falle K/k ein relativ-zyklischer Zahlkδrpεr von Primzahlpotenzgrad

ist, gilt der

ZUSATZ 2. Die Zahlkδrper K, E erfullen die Voraussetzungen von Zusatz

1; es sei f die Ordnung der Restklasse p mod / und es sei s die ganze Zahl

derart, dass pτ — 1 durch 1% aber nicht durch ls+ι teilbar ist. Ist dann hKjP/hE}P

durch p teilbar, so ist

nf/s ^ p,

wobei p den Rang des Normabbildungskerns Nκ/k\ (&κ—*(S'k bezeichnet.
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BEWEIS. Wie oben, zerfallt die ^-Klassengruppe (&κ von K in das direkte
Produkt

&κ= (£* X Rκ/t (direkt)

und der Klassenkδrper K ( p ) in das Kompositum

wo Lx bzw. L2 die zu (&k bzw. &κ/k isomorphe Galoissche Gruppe ϊji, ϊj2 ϋber
K besitzt. Auch L2 ist relativ-Galoissch ϋber k und seine Galoissche
Gruppe ® eine zerfallende Erweiterung von ΐ)2 zur Galoisschen Gruppe von
K/k. Daher konnen wir die Vertreter so wahlen, dass sie eine zur Galoisschen
Gruppe von K/k isomorphe Gruppe bilden. Diese Vertreter induzieren dann
die Automorphismen von ΐ)2, die eine Untergruppe 9£ der Automorphismengruppe
von 2̂ bilden. Nun sei Fder minimale Unterkorper von K, dessen ^>-Klassen-
gruppe zu (&κ isomorph ist. Weil hκ>p/hE>p durch p teilbar ist, sieht man ein,
dass E ein Unterkorper von F ist und folglich die Galoissche Gruppe von L2/F
den Zentralisator von ΐ)2 in © enthalt (vgl. [1]). Also gibt es in 5Ji mindestens
ln voneinander verschiedene Automorphismen von ϊ)2 und daher muss die im
Beweise von Satz 2 behandelte ganze Zahl η(fi) mindestens durch ln teilbar
sein, da die Ordnung der Automorphismengruppe von ί)2 ein Teiler der ganzen
Zahl 7]{β) ist. Damit ist die Ungleichung nf/s ^ p gewonnen.

BEMERKUNG. Statt der Bedingung ϋber die Relativklassenzahl hKίP/hEtP

ist dieser Zusatz richtig unter der Bedingung, dass die Anzahl der Divisoren-
klassen des Hauptgeschlechtes von K/E durch p teilbar ist.

Fϋr den Rang der Z-Klassengruppe von Ky wobei I im Korpergrad aufgeht,
ist der

SATZ 3. K/k sei ein relativ-zyklischer Zahlkδrper von Primzahlpotenzgrad
derarty dass es wenigstens ein zwischen K und k verzweigtes und zwar
reinverzweigtes Primideal von k gibt. Ferner sei E ein in K enthaltener
relativ-zyklischer Kδrper vom Relativgrade ln~ι uber k. Wenn die Anzahl der
Divisorenklassen des Hauptgeschlechtes von K/E durch I teilbar ist, dann gilt
fur den Rang p bzw. den Exponent e der Ordnung le der l-Klassengruppe
von K die Ungleichung

β(n) ^ p bzw. /3O) + l ^ e,

wo β(n) gleich ~γ (-1 + Vl + 8w) ist.
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BEWEIS. ES sei p ein Primteiler eines reinverzweigten Primideals in K ( O

und es sei Tp die Tragheitsgruppe zu p fur K^/k; es bezeichne © bzw. 21 die
Galoisschen Gruppen von K{t)/k und K^/K. Dann sieht man leicht aus der
Hilbertschen Theorie des Galoisschen Korpers, dass © = Tj,2l und Tj,ΠSί = l
sind; und wir bemerken, dass die Ordnung von Tp mit dem Relativgrad von
K/k ubereinstimmt. 1st σ eine erzeugende Substitution der Galoisschen Gruppe
von K/Ey so ist bekanntlich das Hauptgeschlecht von K/E identisch mit der
Gesamtheit aller symbolischen (1—σ)-ten Potenzen von Divisorenklassen aus K
(vgl.[2]). Ist nun @ diejenige Untergruppe der Galoisschen Gruppe von K/k,
die alle Divisorenklasse aus der Z-Klassengruppe von K festlasst und ist weiter
F der zur Untergruppe © gehorige Teilkorper von K, so folgt dass F ein
Oberkorper von E ist, weil die Anzahl der Divisorenklassen des Hauptgeschlecht es
von K/E durch I teilbar ist, d.h. stimmt die /-Klassengruppe von K mit der
ambigen I -Klassengruppe von K in bezug auf E nicht uberein. Jedes Element
aus Tp induziert einen Automorphismus von 2ί. Wie im Beweis von Zusatz 2
folgt also die Teilbarkeit der gleichartigen ganzen Zahl η(l) wie im Beweis
von Satz 2 durch ln. Andererseits ist der Exponent von I in η(l) gleich

p(β-p)+ ηjrp(p-ϊ)>

dessen Maximalbetrag-73— ρ(p + ϊ) (= -75— e(β—1)) ist. Daher haben wir die Un-

gleichung β(n) ^ p (bzw. β(n) + 1 ^ e) in unserem Falle.
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