Tohoku Math. Journ.
23(1971), 621-639.

DAS ANFANGSWERTVERHALTEN VON EVOLUTIONS-
GLEICHUNGEN IN BANACHRAUMEN
TEIL II: ANWENDUNGEN

W. KOHNEN
(Received January 27, 1971)

4. Einfuhrung und bekannte Resultate. Diese Arbeit ist der zweite Teil
der Abhandlung “W.Kohnen: Das Anfangswertverhalten von Evolutionsgleichungen
in Banachrdumen, To6hoku Math. Journ. 22(1970), 566-596.” Den Inhalt dieser
Arbeit setzen wir im folgenden als bekannt voraus. Formal ist der Zusammenhang
mit dem ersten Teil dadurch gekennzeichnet, dass die Numerierung der Abschnitte
sowie der Literaturzitate an diesen anschliesst.

Wir wollen nun -wie in Abschnitt 1.1 schon angedeutet- aufbauend auf den
Ergebnissen von Teil I, das Verhalten der Gréosse |u(t;f)—f| fir £-0+ in
Abhingigkeit von f untersuchen. Dabei ist #(t; f) starke Losung des Anfangswert-
problems fiir die abstrakte inhomogene Evolutionsgleichung

w Ju’(t) =2 _ APy 0<:=T, T>0)

lu0) = £, feX

mit linearem, abgeschlossenem, im allgemeinen unbeschrinktem Operator A(t) in
einem komplexem Banachraum X mit der Norm ||-|. Die erzielten Resultate
wenden wir dann auf konkrete Anfangswertprobleme fiir Differentialgleichungen
vom parabolischen Typ an. Damit kénnen physikalische Aussagen iiber Ausgleichs-
vorginge, also z. B. iiber gewisse Probleme der Warmeleitung, der Diffusion und
anderer dhnlicher Prozesse gewonnen werden.

Unsere approximationstheoretischen Untersuchungen betreffen L6sungen des
Problems (4. 1), welche durch den nachfolgenden Satz geliefert werden.

SATz 4.1(H. Tanabe [28] und P.E. Sobolevskij [24]). Erfillt die Schar
der Operatoren A(t) (0=t ="T) die Voraussetzungen von Satz 1.1 wund ist F(t)
eine auf [0,T| definierte Funktion mit Werten in X, die holderstetig ist, d.h.
(4.2) |Fe)— Fr)| =C'|lt—r|]" (0<Y=1Ltre[0,T]),

dann hat das Problem (4.1) eine eindeutige Losung
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(4. 3) Ut f) = f Ult, v) f (v)dv,

wobei U(t, s) der Evolutionsoperator aus Satz 1.1 ist.

BEMERKUNG. Satz 4.1 gilt unveréndert, wenn wir die Schar der Operatoren
A(t) durch die gestdrte Schar (A(¢)+ B(t)) aus Satz 3.1 ersetzen und den Evolutions-
operator U(t, s) durch den entsprechenden Evolutionsoperator V¢, s) (sieche H. Tanabe
[28]). Bei unseren Anwendungen beschrinken wir uns auf die Untersuchung von

(4. 3), weisen aber von Fall zu Fall auf Verbesserungen hin, die durch die Benutzung
der gestdrten Gleichung ermoglicht werden.

Wir bezeichnen im folgenden mit Lga, T)(a<[0,T)) die Menge der nume-
T

rischwertigen Funktionen A(t), fiir die f | h()]‘dt/(t—a) (L=g<oo) bzw. wes sup|A(z)|

a a<tsST
(g=o0) im Lebesgueschen Sinne als endliche Zahl existiert. Das fiir unsere
weiteren Untersuchungen wichtigste Resultat der voraufgegangenen Arbeit geben wir
nun noch einmal in einer etwas anderen, fiir die folgenden Betrachtungen zweckmadssige-
ren Form wieder (vgl. Satz 2.12).

SATzZ 4.2. Fiir beliebige a,b,c,d<c[0,T) und 0<a<1l,1=g< oo bzw.
0<a=1,q= o sind die folgenden Teilriume von X gleich:
(1) Xegaw = {f: feX;t7"|exp(tAla))t —f € LL(0, T)};
(ii) XﬂqA(b) = {f: feX;t'7"| Alblexp(tA(b)).f] € L&(0, T)};
(i) Xegque = (1 X5t —c)*|U® ) f=f1l € Lile, T)};
(iv) Xogva = (f: feX;(t—d)||AQUE d)f)| « Lild, T)} .

Satz 4.2 ermoglichte es auch zu zeigen, dass das Approximationsverfahren
{Ult, a), t—a+; a<[0,T)} die Saturationseigenschaft besitzt. Dabei stellte sich
heraus, dass der Nullraum von A(a) der “triviale” Unterraum von X war und die

Saturationsklasse mit MX identifiziert werden konnte (siche Satz 2. 7).

Im einzelnen zeigen wir nun im ndchsten Abschnitt, dass fiir £—0+ U(¢, 0)f und
u(t; f) dasselbe Verhalten aufweisen, das ausserdem durch die Ableitung #'(; f) von
u(t; f) charakterisiert werden kann (Satz 5.1). Beziehungen, die zwischen dem
Approximationsverhalten von #(¢ f) und dem von (eventuell vorhandenen) héheren
Ableitungen u™\¢; f)(n=2,3,---) bestehen, stellt Satz 5.2 auf. In Abschnitt 6
untersuchen wir dann konkrete Beispiele, bei denen A(t) ein gewdhnlicher Differen-
tialoperator ist. Es gelingt, fiir Operatoren der Form

AR)f = alx, t)f" + bz, t)f + clx, 8)f
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mit relativ allgemeinen Koeffizienten das Approximationsverhalten der Losung u(z; f)
von (4.1) auf das des singuldren Integrals von Gauss-Weierstrass (periodisch wie nichtperi-
odisch) zu reduzieren, iiber das uns bekannte Resultate zur Verfiigung stehen (Satz
6.5 und 6.6). Dies ermiglicht es unter anderem, Aussagen iiber die Wéirmeleitung
in einem inhomogenen unendlich langen Stab auf solche fiir einen homogenen Stab
zuriickzufithren. Schliesslich zeigen wir in Abschnitt 7, dass sich fiir geeignete
partielle Differentialoperatoren entsprechend das Approximationsverhalten von u(z; f)
iiber das n-dimensionale singulidre Integral von Gauss-Weierstrass beschreiben lisst.

Bevor wir nun die angekiindigten Resultate beweisen, zitieren wir noch einen

Satz von P. E. Sobolevskij [24].

SATZ 4.3. Es seien die Voraussetzungen wvon Satz 1.1 erfillt. Es sei
Serner A(t)A(0)! k-mal stark stetig differenzierbar auf [0, T), und A®(t)A(0)!
sei holderstetig in der gleichmdssigen Operatortopologie auf [0,T]. Ist dann
F(t) k-mal stark stetig differenzierbar auf [0, T] und F®(t) holderstetig in der
Norm von X auf [0, T), so ist u(t; f) (k+1)-mal stark stetig differenzierbar auf
(0, T, und es gilt

lu®(t; fN=Crat™ EHV (¢€ (0, T).

5. Das Anfangswertverhalten von u(f; f) und seinen Ableitungen. Der
nun folgende Satz zeigt, dass wir das Approximationsverhalten von #(t; f) auf das
von Ul¢, 0)f und damit (wegen Satz 2. 4) auf das von exp(tA(0)) reduzieren konnen.
Dariiberhinaus klért er durch die Aquivalenz ii)é&=>iii) den Zusammenhang zwischen
dem Approximationsverhalten von #(t; f) und dem von (¢ f), gibt also fiir das
Verhalten von u(t; f) eine “Charakterisierung vom Zamanskyschen Typ”. Diese
Charakterisierung enthélt als Spezialfall (F(¢)=0) die (allerdings rein algebraische)
Aquivalenzbeziehung des Satzes 2. 10.

SATZ 5.1. Fiir ein feX sind die folgenden Aussagen fiir 0<a<l,
1=g< oo bzw. 0<a=1, g= oo untereinander dquivalent :
(i) =|U& 0)f —fll € L0, T);
(ii) ¢"lledt; f)—f1 € L&(0, T');
(i) #7"e (&5 f) € L&l0, T)).

BEWEIS. Die Aquivalenz der Aussagen (i) und (ii) ergibt sich sofort mit
Lemma 3.4. Nun ist weiter in 0=s=¢t=T

Alt) f t exp|(t — v)A(v))Flv)dv = (exp((t — s)A(£)) — I)F(¢)

s

+ [ Aleexslie — v)Ato) — explle— v)Ale)) Foldo
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+ f Altlexpl(t — v)AENF(v) — Flt)dv

(siehe H. Tanabe [28]). Daraus ergibt sich wegen der Holomorphie der Halbgruppen
{exp (TA(t)); 0=7 < oo}(t€[0,T]), Lemma 2.8 und der Holderstetigkeit von F(t)

HA(t) [ exple — v)Aw) ol = C.

0

Auf Grund der Abgeschlossenheit von A(t), Lemma 2.8 und der Holderstetigkeit
von Fl(¢) folgt ferner

HA(t) fa t Wit, v)Flo)dv|| = C.

Die beiden letzten Abschitzungen ergeben nun zusammen mit Satz 4. 2 die Aquivalenz
der Aussagen (ii) und (iii).

Wir bemerken, dass die Aquivalenz (i)&=(ii) in Satz 5.1 offenbar giiltig
bleibt, wenn wir U(¢, 0) durch Vi¢, 0) ersetzen und #«(¢; f) nicht mit U(¢, s) sondern
mit V(¢ s) in (4. 3) bilden. Dies ldsst eine Verschirfung spiterer Aussagen zu, weil
wir dadurch auf Grund von Satz 3.7 und 3.8 auch Approximationsaussagen fiir die
Losung einer gestérten Gleichung auf solche fiir die Halbgruppen {exp(tA{a)); 0=¢
< oo} (a€[0,T)) zuriickfiihren kénnen.

Es ist klar, dass die Aquivalenz der Aussagen (i)und (ii) in Satz 5.1 auch fiir
—o<a<0, 1=g<<oo und —oo <a=0, ¢ = oo erhalten bleibt, wihrend sie fiir
die anderen Werte von @ und g im allgemeinen nicht erfiillt ist. Da

lim
-0+

(1/2) f Ul o) Flojdy — F(O)H =0

gilt, haben wir fiir ein f< X die Aquivalenz der Aussagen l|z(¢; £)—fl=o(t) (t—0+)
und |U(t, 0)f—f1| = o(t) (¢(—0+), die natiirlich nicht erfiillt ist, wenn F{0)7 0 ist.

Das Approximationsverhalten der hSheren Ableitungen von u(t; f) untersuchen
wir nun lediglich fiir den Fall der zweiten Ableitung. Entsprechende Resultate
gelten auch fiir die h6heren Ableitungen, sollen aber hier nicht explizit aufgefiihrt
werden, weil sie fiir konkrete Anwendungen von geringem Interesse sind.

SATZ 5.2. Unter den Voraussetzungen von Satz 4.3 fiir k=1 sind fiir
0<a<1 und ein feX die folgenden Aussagen untereinander dquivalent:
(i) 27l £ « L0, T);
(ii) 27l f) € Lg(0, T).
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BEWEIS. Man iiberlegt sich leicht, dass fiir jedes feX und alle z¢(0, 7]
der Grenzwert

lim —h_— u(t; f)

h—o

in der Norm des Raumes X existiert; wir bezeichnen ihn mit A'(tkdt; f). Es gilt
damit weiter fiir jedes 7€ (0, ¢]

{ t
(5.1) u't f) = A(t){U(t, T (t; f) + f Ulto) F'(v)+ A (v)ulv; f))dv}

+ A'(thdt; f)+ F(2)

(siche) P. E.Sobolevskij [24]). Es gelte nun Aussage (i). Wir setzen in der letzten
Formel 7=1¢/2. Wegen Lemma 2.8 und der Holomorphie der Halbgruppen
{exp(TA(t)); 0 =7 < oo}(te [0, T]) bekommen wir dann

2| AU t/2)d (8 £l € L0, T).
Die Abschédtzung der anderen Terme in (5.1) bereitet keine Schwierigkeiten. Die
Funktion F'(v)+ A'(vklv; f) ist ndmlich auf [£/2,£](0<t=7T) holderstetig in der

Norm von X (siehe P.E.Sobolevskij [24]). Folglich erhalten wie genau wie im Beweis
von Satz 5.1 (man setze dort anstelle von Flv) die Funktion F'(v)+ A'(vju(v; f))

=C.

“A(t) f / Ult, o) F'[o) + A'oldw; f)do

Damit erhalten wir Aussage (ii), da die Abschdtzung der beiden letzten Terme in
(5.1) evident ist. Umgekehrt ist fiir 0<z<T

w(t; f)—u(T; f)= ft (v f)dv,

woraus sich [«(t; f)| =Ce* =T Y+ «(T; f)Il, also Aussage (1), ergibt.

Wir weisen nochmals darauf hin, dass sich durch Kombination der Sitze 5.2,
5.1 und 4.2 das Approximationsverhalten von #”(t; f) auf das der Halbgruppe
{expltA(0)); 0=t < oo} zuriickfiihren lésst.

Bevor wir nun die bisherigen Resultate, insbesondere die Sitze 5.2, 5.1, 4.2
und 2.7 auf konkrete Differentialgleichungsprobleme anwenden, sei noch eine Bemer-
kung gemacht, auf die wir schon im Anschluss an den Beweis von Satz 2.7
hingewiesen hatten. Erfiillt nicht A(¢), sondern der Operator (Alz)+kI), wobei %
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eine beliebige komplexe Zahl ist, die Voraussetzungen von Satz 1. und B(t) die
Voraussetzungen von Satz 1.3 beziiglich (A(¢)+%I), dann ist offensichtlich u(# f)
die Losung von

u(t) = (At) + Blt) + kD)ult) + Fltle*, w(0)=f, feX (0<t=T);
genau dann, wenn u«(t; f) = e *u,(t; f) Losung von
u(t)= (Alt) + B(t)ult) + Flz) wl0)=f, feX (0<t=T);

ist. Daraus erkennt man, dass alle bisherigen Approximationssdtze unveridndert auch
fiir u(t; f)=e*ult; f) Giiltigkeit haben, wobei jedoch beachtet werden muss, dass
der “triviale” Unterraum in den Saturationssdtzen 2.7 und 3.8 nun der Nullraum

von (A(a)—kI) bzw. von (A(a)+ Bla)— k1) ist.

6. Beispiele mit A(t) als gewohnlichem Differentialoperator. Wie ange-
deutet, wollen wir nun zuerst in geeigneten Banachriumen von Funktionen das
Approximationsverhalten von u(t; f) fiir Operatoren A(t) diskutieren, die durch

(A)f \z) = alz, )" (x} + bz, ) f (x) + |, £) flx)

mit noch zu spezifizierenden Funktionen a(x.t), b(x, t) und c(x,¢) definiert sind. Zu
diesem Zweck muss als erstes nachgewiesen werden, dass bei geeigneter Wahl einer
Konstanten %, die Operatoren (A(¢)—k,I) die Voraussetzungen von Satz 1.1 erfiillen.
Diesen Nachweis erbringen wir in den nachfolgenden Sétzen 6.3 und 6.4. Zuvor
benttigen wir noch einige Hilfsmittel.

Es sei A Erzeuger einer beziiglich £ < (0, oo) stark stetigen Halbgruppe {exp(zA);
0=1?¢< oo} von Operatoren. Wir bezeichnen dann mit P(A) die Klasse der linearen
Opevatoren B in X mit den Eigenschaften: (i) D(B)= D(A), (ii)BAI—A)! € §(X)

fiir ein A € p(A) und (iii) f | B expl(tA)ll«dt < oo (]|« ll4 ist die Norm der Restriktion
0

des Operators Bexp(tA) auf D(A)).

Es sei ferner der Winkel ¢ mit 0 << ¢ = /2 fest vorgegeben. Mit CH(¢, M)
bezeichnen wir die Klasse aller Halbgruppen {exp(zA); |arg z|<<¢} von Operatoren,
die holomorph in allen Punkten z mit |arg z| <¢ sind und die der Ungleichung
lexp(zA)| = M fiir alle 2 mit |arg 2| <¢ geniigen. Eine Halbgruppe der Klasse
CH(¢, M) ist eine Halbgruppe der Klasse (H—¢, ¢) im Sinne von E. Hille und
R.S.Phillips [12, S. 325] mit der zusitzlichen Eigenschaft |exp(zA)l| =M fiir |arg 2|
<¢. Ist {exp(zA); |arg z| <¢} aus der Klasse H(—¢, ¢), so ldpt sich zu jedem
&>0 eine positive reelle Zahl o(€) finden, so dass fiir die Halbgruppe {exp(z{A — «(&)]));
larg 2| <¢} die Abschitzung |lexp(z(A—o(&)I)| =M, in |arg z| <¢p—¢& erfiillt
ist (sieche E.Hille-R.S.Phillips [12, S.359 u. S.384]). Wir brauchen nun noch zwei
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wichtige Ergebnisse.

LEMMA 6.1 (E.Hille-R.S.Phillips [12, S.418]).  Gehort die Halbgruppe
{exp(zA); |arg 2| <¢} von Operatoren zu der Klasse H(— ¢, ¢) und ist B B(A),
dann erzeugt der Operator A+ B mit D(A)=D(A+B) auch eine Halbgruppe
{exp(z(A+ B)); |arg 2| <¢} von Operatoren der Klasse H(—¢, ¢).

LEMMA 6.2 (R.T.Moore [34]). Ist A Erzeuger einer Halbgruppe der Klasse
CH($, 1), dann ist A ¢-sektorial beziiglich jedes halbinneren Produktes auf X,
d.h. fiir jedes halbinnere Produkt [+,-] auf X gilt

tg ¢|Im[Af, f1l = —Re[Af, f1Z0 (0=¢ <=/2),
Im [Af, f1=0, Re[lAf, f1=0 (¢ ==/2)

fir alle fe D(A). Ist wumgekehrt A linear und abgeschlossen, D(A) dicht in
X, plA)N Ay nicht leer (Ay= {z: |arg z| <x/2+¢}) und A ¢-sektorial beziiglich
eines halbinneren Produktes auf X, dann ist A Erzeuger einer Halbgruppe der
Klasse CH(¢, 1).

In der Folge bezeichnen wir nun mit L,, 1=p=oco, den komplexen Banach-
raum der auf der reellen Zahlengeraden definierten, komplexwertigen, zur p-ten
Potenz Lebesgue-integrierbaren bzw. wesentlich beschrinkten Funktionen unter der
Norm

00 1/p
f |ﬂx)|”dx} bzw. fle = weszsup | flx)]

—oo

1£1, = |

und mit C[—o0, 0] den Banachunterraum von L., der aus den gleichmissig
stetigen Funktionen besteht. Mit LAC bezeichnen wir die Klasse der auf
(— o0, 00) lokal absolut stetigen Funktionen. Im folgenden sei X stets einer der
Réume L,, 1=p <o oder C[—o0, ]. Wir haben dann

SATZ 6.3. Es sei der Operator A in X wie folgt definiert: DA)= {f: f
¢X, f, f < LAG, > f <X} und

(Af\z) = alx)f"(z) + blz)f (x) + c(z)1z),

wobei im Falle X=C[— o0, oo] a(x), b(x), c(x)e C[— o0, o] und im Falle X=L,
alx), b(x), c(x)e L.. sind. Ferner sei alx)>8 >0 fiir alle xe(—oo,0). Bei
hinreichend grosser Wahl der Konstanten k, gibt es dann einen Sektor 3, der in
Satz 1.1 genannten Art, so dass ZCpPA—FkI) gilt und fiir alle ne3 die
Abschdtzung
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[N+ &)I — A) Y| = M/(1+ [A])

erfiillt ist.

BEWEIS. Der Beweis stellt, wie die vorangegangenen Hilfssétze andeuteten,
eine Anwendung der St6rungstheorie fiir Halbgruppen von Operatoren dar. Der
Operator A, f=f" mit D{A,)=D[A) ist Erzeuger der Gauss-Weierstrass Halbgruppe

fsplt Al ko) = i [ o= ) it >0,

—o0

fiir die [exp(tA4,)|=1 (0=t <<oo) und | Asexp(tA,)|=1/t (0<t<<oo) gilt. Aus diesen
beiden Bedingungen folgt, dass die Gauss-Weierstrass Halbgruppe eine holomorphe
Erweiterung {exp(zA,); |arg z| <<1/e} besitzt, die zu der Klasse CH(1/e—& ,M,)
fiir jedes €> 0 gehort (siehe P.L. Butzer-H.Berens [7, S.16]). Definieren wir nun
den Operator B, durch D(B;)= D(A) und

(B.f) () = 22 @)+ dz) g,

b

a

so bestiitigt man leicht, dass B, zur Klasse %3(A,) gehort. Es ist nimlich
(I=Arf)e)=1/2 [ expl— lu—zI)f luidu

(siche K.Yosida [30, S.243]), woraus sich offenbar

B(I—A)) 1< EX) ergibt. Ferner gilt

|BiexpltA)f] = (weszsup

=
a(x)

()
g(;)\)nfn,

1
«/E + wes,sup

1
was unmittelbar f | B, exp(tA))]s dt<oo zur Folge hat. Wegen Lemma 6.1
0

erhalten wir damit, dass es zu jedem &>0 ein wy€) gibt, so dass der Operator
Ay &) = (A;+B,—w(&)I) mit D(A,&)=D(A) eine Halbgruppe der Klasse CH(1/e
—& M) erzeugt. Wir wihlen nun ein £€=§&, fest und setzen A,= A,&,) und
1/e—& = ¢,. Auf X fiihren wir dann durch

WA= sup_ lexplzAs)f]
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eine neue Norm ein, die zu | -| offenbar &quivalent ist und unter der {exp(zA,);
|arg z| =¢,} eine Halbgruppe der Klasse CH(¢,, 1) wird. Es gilt nimlich

l explzd,) I = suplexplzA) Sl

Al
sup |exp(zA,) exp(ANA,)f]
= sup ¥ _larg A[=¢o
7 Sup_ UCXP(NA )/l

sup  Jlexp(AA,)f]

larg A{=do

T s TexphALf]

larg A[=d,

Das bedeutet nach Lemma 6.2, dass A, ¢,-sektorial beziiglich jedes halbinneren
Produktes [-,+] auf X (versehen mit der Norm {|-||l) ist. Daraus folgt, dass der
Operator A;, definiert durch (A, f)(x)=a(x)f ' (x)+b(x)f (x)+ clx) fx)— 0 & )alx) f(x)
mit D(A;)= D(A) ebenfalls ¢,-sektorial ist, denn es gilt fiir alle fe D(A;)=D(A4,)

tg ¢olIm[Asf, f1] = alx)tgd, | Im[A,f; f1] = — a(x)Re[A, f; f]
= —Re[Agf,fJEO

Aj; ist ferner abgeschlossen, und D(A4;) ist dicht in X. Mit Hilfe eines allgemeinen
Satzes von K. Gustafson [32] findet man weiter sofort, dass p(A;)N A4, nicht leer
ist. Damit ergibt sich aus Lemma 6.2, dass A; eine Halbgruppe f{exp(zA;); |arg z|
=¢,} von Operatoren erzeugt mit |||exp(zA;)ll =1 fiir |argz| =¢,. Kehren
wir nun zur urspriinglichen Norm des Raumes X zuriick, so ist [exp(zA;)| =M,
fiir |arg 2|=¢,. Da die Operation der Addition von wy(&,)a(x) sicher ein Operator
der Klasse PB(A;) ist, folgt, analog wie vorher, dass es zu jedem &>0 ein w,(€) gibt,
so dass der Operator A,(&) mit D(A,(&)) = D(A) und [A,8)f])(x) = a{x)f"(x)+b(x)f (x)
+c{x)f(x)~(€)f(x) eine Halbgruppe der Klasse CH(¢,—& M) erzeugt. Wir
wihlen ein festes €= & und setzen ¢, = ¢,—& und A &)= A, Fir alle z mit
larg 2| = ¢, und alle fe D(A,) ist

lim [fexplzA ) f~f)/z—Auf 1| = 0

(sieche E.Hille-R.S.Phillips [12, S.487]). Daraus folgt, dass fiir jedes @€ (—¢; ¢1),
wenn wir exp(zA,)=T(z) setzen, {T(re*?); 0=r<oo} eine beziiglich r € [0, co) stark
stetige Halbgruppe von Operatoren ist, die ¢?A, als Erzeuger hat und fiir die
|T(re)|| =M., 0=r <oo, erfiillt ist. Nach T.Kato [15, S.490] erhalten wir
weiter : Alle A mit |arg A| <m/2+ ¢, gehbren zu p(A,), und fiir jedes €> 0 gilt
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M —=A) N =M"/In  (larg M =#2/24+ ¢, —8).

Wihlen wir nun wieder & =&, fest, so bestiitigt man durch eine leichte Rechnung,
dass ein Sektor 3 und Konstante 2, und M, wie gefordert, existieren. Also ist
der Satz vollstindig bewiesen.

Im Zusammenhang mit Satz 6.3 machen wir auf eine Arbeit von C.T.Taam
[36] aufmerksam, in der unter wesentlich stirkeren Bedingungen an die Koeffizienten
alx) und ¢(x) fiir den Fall X=C[— o0, o] und fiir andere Banachrdume von stetigen
Funktionen Satz 6.3 mit g#nzlich anderen Methoden bewiesen worden ist. C.T.Taam
kann zwar zusitzlich zeigen, dass die Halbgruppe {exp(tA); 0=¢<<oo} positiv ist,
benotigt dieses Ergebnis aber weiter nicht. Wir bekommen nun

SATZ 6.4. Fiir jedes t<[0,T], T>0, sez der Operator Alt) in X wie
Jolgt definiert: Es ist D(A(t))= {f: feX, f, f «LAGC, f, f" X} und

(A@)fNx) = alz, £)f"(x) + bz, t)f () + clz, 2)f @),

wobet fiir jedes feste t im Falle X=C[—o0,0] a(x,t), blx,t) und cl(x,t)
€ C[—o0, 00] und im Falle X =L, alx,t), b(x,t) und c(x,t)e L. sind. Es sei
Serner a(x,t)>38>0 fiir alle xe(—o0,0) und alle t<[0,T). Fiir alle ts
€ [0, T gelte weiter

la(+;t)—al+; 9. =C [t —s]|™
16(+,8) = &(+> M =C, |t—s]"

le(+st) =l s)le =Gy [t=s|"  (0<p,=1,¢=123).

Gehort dann fiir jedes t< [0, T) die Funktion F(-,t) zu X und ist sie hélder-
stetig in der Norm von X auf [0,T), d.h. gilt

”F(‘,t)— F(',S)”x éC[t-—SP (t,SE [OaT], 0 <" é 1)7
dann hat das Problem (4.1) eine eindeutige Losung u(t; f) in X.

BEWEIS. Zunichst zeigen wir, dass die Operatoren (A(¢)—kI) bei geeignet
gewidhlter Konstanten % die Bedingungen aus Satz 1.1 erfiillen. Wir verfolgen
dazu den Beweis von Satz 6.3 fiir den Operator A(¢) fiir jedes feste z<[0,7] und
zeigen, dass die zunichst von ¢ abhingigen Grossen 3 und M unabhingig von ¢
gewidhlt werden konnen. Durch die erste Storung, die Addition von
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_ blz,¢)
T oz, t)

Fila)+-42l g,

(B{e)fY) anl
sind Halbgruppen {exp(z(A,+ Bj(t)); |arg 2| <<1/e} entstanden, die sdmtlich aus der
Klasse H(—1/e,1/e) sind. Fiir alle £€ [0, 7] und alle >0 ist aber

IB(t)exp(rAi)| = AL + 1/+/77),

wobei C unabhingig von £ und = ist. Diese Abschitzung liefert, wie man aus dem
Beweis von Lemma 6.1 bei E.Hille-R.S.Phillips [12, S.417-419] direkt entnehmen
kann, dass fiir jedes €> 0 der Operator A,(t, &) = (A, + By(t)— w,(€)I) eine Halbgruppe
der Klasse CH(1/e—¢&, M) erzeugt, wobei wir M, unabhiingig von ¢ wihlen kdnnen.
Der weitere Beweisgang von Satz 6.3 zeigt damit sofort, dass auch 3 und M
unabhéngig von ¢ gewihlt werden konnen. Weiter haben wir fiir alle ¢ se[0,7]
und alle fe X

I(A(e) — RINA(s) — &I — If] = [(Ale) — Als)A(s) — &I 1
= |(al-, )= al-, Nd?/d -*) (Als) — RI)'A-) |
+ (-5 ) = &+ s)\d/d - XA(s) — I)7'A- )|
+ el +5 ) = el -5 s)Als) = &I AN

Nun sind aber die Operatoren (d?/d -2 A(s)—kI)* und(d/d - ) A(s)—kI)"* auf Grund
des Graphensatzes Elenente aus &(X), und nach einer weiteren kleinen Rechnung
ergibt sich

(A(z) — RINA(s)— kI ' = I|| =Clt —s|*

mit p = min(p;, P, P;) und von £, s unabhingigem C. Daraus folgt, dass die Opera-
toren (A(¢)—kI) die Voraussetzungen von Satz 1.1 erfiillen. Beachten wir noch die
am Schluss von Abschnitt 5 gemachte Bemerkung, so ist der Beweis des Satzes
erbracht.

Man iiberlegt sich nun leicht weiter folgendes: Sind a(-,#), b(+,2) und (-, %)
bzw. F(-,t) auf [0, 7] holderstetig differenzierbar in der L.-Norm bzw. der
Norm von X, so ergibt sich wegen Satz 4.3, dass u(t; f) zweimal stark stetig
differenzierbar auf (0, 77] ist.

Das Resultat von Satz 6.4 konnen wir unter schwicheren Voraussetzungen
erhalten, wenn wir Satz 1.3 und die im Anschluss an Satz 4. 1 gemachte Bemerkung
beachten. Eine unmittelbar zu erkennende Verbesserung ist die folgende: Es sei
h(t) eine beliebige, stetige, notwendig holderstetige, —numerischwertige Funktion
auf [0, 7). Wir setzen fiir £<[0,T] B(t)f=h(t)f mit D(B(¢)=X, dann sind
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offenbar die Operatoren B(t) Operatoren der in Satz 1.3 geforderten Art.

Wir haben nun die Grundlagen bereitgestellt, um die Approximationssitze der
vorangegangenen Abschnitte auf die Losung «(¢; f) aus Satz 6.4 (bzw. auf die durch
die zusitzliche Stérung erhaltene Losung) anwenden zu konnen. Zuvor sei noch
erkldrt, was wir unter dem verallgemeinerten Lipschitzraum Lip(a,7,q; X) fiir
0<a<r X=L,(1=p< ) bzw. 0=a=r, X = C[— oo, oo] verstehen wollen :

(6.1) Lip(a.7, ¢; X)={f: feX; £ ALf] € L4(0, o)} .

Dabei bezeichnet A} die 7-te rechte Differenz des Elementes fe¢ X mit dem
Inkrement £>0, d. h.

r

(6.2) =22 (1R 4 nt).

n=0
Fur die Losung u(t; f) aus Satz 6.4 erhalten wir nun folgenden Approximationssatz:

SATZ 6.5. a) Fiir ein f<X sind fiir 0<a<l, 1=q9q=c die folgenden
Aussagen dquivalent

(1) tllult; £)—f1 e Li(0, T);

Jf ¢ Lip(2a, 1, ¢; X) 0<a<1/2)
(ii) ¢ feLip(1,2, g X) (@ =1/2)

Ife LAC und f < Lip(2a—1,1,¢; X) 1/2<a<1).

b) Fiir ein f<X sind dquivalent :

(1) 7wt f)—fll € L(0, T);
(ii) fe LAC und f" € Lip(1, 1, oo; X);

)/fiir X =C[—o0,]: f,f €« LAC und " <L.;

(iii) { fiir X =L,: fe LAC und f* ist von beschrinkter Variation auf (— oo, o),
lfiir X=L(1<p<oo) f,f e LAC und f"eX.

BEWEIS. Nach Satz 5.1 und Satz 4.2 ist bas Problem der Charakterisierung
der Elemente fe X, fiir die ¢ °||u(t; £)—f) € LL(0, T") gilt, zuriickgefithrt auf die
Frage, fiir welche Elemente fe X ¢ “|exp(tA(0))f—f| € Li(0, T) erfiillt ist. Nun
gilt folgendes Theorem (siche P.L.Butzer-W.Kohnen [ 8 ]): Sind{exp(tA); 0 =¢< oo}
und {exp(tA’); 0=¢ < oo} zwei beziigliclh #¢ [0, o) stark stetige Halbgruppen von
Operatoren mit D(A)c D(4’), so folgt fiir 0<a<l, 1=¢<o bzw. 0<a=l,
q=oc aus ¢ °[lexp(tA)f—f| € Ly(0,7T) die Aussage t “lexp(tA’)f—f) € Li(0,T).
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Damit konnen wir das Problem der Charakterisierung der Elemente fe X, fiir die
t~llult; f)—f1 € LL(0, T') gilt, schliesslich auf Approximationsaussagen fiir das singu-
lire Integral von Gauss-Weierstrass zuriickfiihren. Fiir das letztere sind aber die
oben angegebenen Charakterisierungen a) (ii) und b) (ii), (iii) in der Literatur
wohlbekannt. Wir verweisen diesbeziiglich auf P.L.Butzer-H.Berens [7, chapter 1V]
und die dort zitierte Literatur.

Es ist klar, dass wir mittels Satz 5.1 nun auch sofort Approximationsaussagen
iiber das Verhalten der Ableitung «'(t; f) von u(t; f) erhalten und ferner, wenn wir
noch die oben erwdhnten Differenzierbarkeitsbedingungen an die Koeffizienten a(z, t),
b(x, t) und c(x, t) bzw. an die Funktion F(x,¢) stellen, mittels Satz 5.2 Aussagen
iiber das Verhalten von #«”(¢; f) gewinnen.

Wenn F(-,0)=0 ist, liegt, wie wir in Satz 2.7 und Satz 3.8 gezeigt haben,
Saturation vor. Die Saturationsklasse wird in unserem Beispiel durch Satz (6.5 b)
angegeben. Zur Bestimmung des “trivialen” Unterraumes von X, d. h. der
Elemente f<X, fiir die lut f)—t) =olt) (¢—0+) gilt, miissen wir mnoch die
Elemente aus X angeben, fiir die A(0)f =0 gilt. Diesen Unterraum ohne weitere
Bedingungen an die Koeffizienten a(x,t), b(x, t) und c(x,t) einfacher zu charakte-
risieren, ist aber nicht moglich, - wie wir an dem folgenden Beispiel sehen. Ist
X=C[—o0, =], alx,t)=1, blx,t)=0, c(x,t)=(1+¢) und Flx,t)=0 sowie T =2,
dann gehort flo) =sinx zum Nullraum von A(0). Ist aber a(x,t)=1 und b(x, )
=c(x,t)=F(x, t)=0 sowie T'=2, so gehdren nur die Funktionen f{x)= const. zum
Nullraum von A(0).

Das letzte Beispiel bestitigt, modifiziert, dass die Rdume X, ; vay und X. o vea
fira=1, 1=¢<o bzw. a>1, ¢=oco im allgemeinen nicht #quivalent sind.
Bezogen auf die Bemerkungen in Abschnitt 3, brauchen wir nimlich dort nur
Af=f"—f und Bf = 2f zu setzen, um sofort zu erkennen, dass die Nullrdume von
A und (A+B) im allgemeinen nicht zusammenfallen. Es gehért ndmlich f{x)= sinx
zum Nullraum von A+ B, jedoch nicht zu dem von A.

Fiir physikalische Anwendungen von Interesse ist nun noch die Frage, inwieweit

u(t; f) “klassische Losung” des konkreten Differentialgleichungsproblems

u(x, t)
ox?

oul(zx, t)
ox

= alx, t) + b(x, t) + oz, thulx, t) + Flx, t)

J Su(x, t)
ot

(6.3)

uz, 0) = flz)

ist, und somit eine Approximationsaussage entsprechend Satz 6.5 fiir die “klassische
Losung” formuliert werden kann. Dabei wollen wir unter einer <“klassischen
Losung” des Problems (6.3) eine Funktion u(x,t) verstehen, die stetig fiir alle
xe(—o0,00) und £e [0, 7] ist, fiir die partiellen Ableitungen Su(x, £)/9t, Su(x, t)/ox
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und S%u(x, t)/ox® existieren und stetig sind fiir alle xe (—o0,0) und z€(0, T
und die (6. 3) erfiillt. Es ist nun im allgemeinen schwierig zu entscheiden, wann
u(t, f) eine klassische Losung des Problems (6.3) ist, ausgenommen im Falle
X =C[—o0,00]. Dann ndmlich ist die starke Losung u(t, f) auch klassische
Losung des Problems (6. 3), die allerdings nicht notwendig eindeutig zu sein braucht.
Eine eindeutige klassische L&sung erhalten wir aber, wenn wir das periodische
Analogon zu dem bisher betrachteten Beispiel untersuchen. Dies soll im folgenden
geschehen.

Mit L, 1 = p= oo; bezeichnen wir den komplexen Banachraum, der auf der
reellen Zahlengeraden definierten, komplexwertigen, 27-periodischen, zur p-ten Potenz
auf [0, 27] Lebesgueintegrierbaren bzw. auf [0, 27] wesentlich beschrinkten Funk-
tionen unter der Norm

1 27 1/p
5 = o [ e a1z = e

C?* sei der Banachunterraum der stetigen Funktionen von L¥*und AC?** die Menge
der auf [0, 27] absolut stetigen Funktionen. Es gilt nun:

SATZ 6.6. Ist X einer der Raume C?** oder L1 =p <o), sind fiir jedes
te[0,T] a(x,t), blx,t) und c(x,t) Funktionen aus C*(m Falle X = C*) bzw.
aus L¥(im Falle X =LY), die holderstetig in der Norm wvon L beziiglich
t< [0, T] sind, dann gilt, wenn zusdtzdich a(x,t)>8 >0 fir alle xe(— oo, o)
und alle te[0,T) ist und F(-,t) in der Norm von X holderstetig auf [0,T1] ist,
dass das Problem (4.1) mit

(AR S )x) = alz, t)f" (@) + blz, 1) () + clx, 1) flz)

DAR) = {f: feX, £, fcAC?>, f', f"eX} und F(t)=F(-,t) eine eindeutige
starke Losung u(t; f) besitzt, fiir welche die folgenden Approximationsaussagen
gelten:

a) Fir ein feX sind fiir 0<a<l, 1=r=co dquivalent:

(1) e*ult; £)—f1 € Lg(0, T);
feLip(2a, 1, g¢; X) <a<1/2)
(i1) { fe Lip(1, 2, g; X) (@a=1/2)
feAC* und f e Lip2a—1,1,¢; X) (1/2<a<1).

b) Fiir ein fe X sind dquivalent :



DAS ANFANGSWERTVERHALTEN 635

(i) 7ult; £)—f1 € L3(0, T);

(i1) fe AC?* und f < Lip(1, 1, oo; X);
Sfiir X=0C? f, f ¢ AC* und " < L,

(i) ¢ far X =L~ fe AC* und f° ist von beschrinter Variation aut [0, 2x];
Sir X=Lx1l<p<oo) f, f e AC* und f~ <X.

BEWEIS. Der Beweis der Existenz und Eindeutigkeit von u(t; f) ldsst sich
ganz analog zu dem Beweis von Satz 6.4 fiihren. An die Stelle des singuldren
Integrals von Gauss-Weierstrass tritt jetzt lediglich das periodische singulire Integral
von Weierstrass

[exp(tA,)]1flx) = 1/(2x) f ) Oy(x — u; t) flu)du (t>0)

mit D(A,)=D{A(#)) und A,f=f", wobei 0y-;t) die Jakobische Thetafunktion

; e~ Kletks — \/___ 2 xp( (_ZZ%_L)A) (t > 0)

ist. Es gilt llexp(zA,)| =1 (0=z<<o0), |AexptA,)|=1/t (0 <t <o) sowie die
Resolventendarstellung

(M = A fom) [ iz —dfidde (>0
mit
7 cosh A/N(u—n)
/AN sinh /A7

rivu) = 0=u< 27

(siche P.L. Butzer-H.Berens [7, chapter 1.5]). Damit iiberzeugt man sich, dass alle
Beweisschritte des Satzes 6.4 unverindert iibernommen werden konnen, wenn man
jeweils L, durch LY bzw. C[—o0, co] durch C?* ersetzt. Unsere Approximationsaus-
sagen ergeben sich nun ganz entsprechend zum Beweis von Satz 6.5. Wir konnen
némlich die Aussagen (i) in Satz 6. 6 auf Approximationsaussagen fiir das periodische
singuldre Integral von Weierstrass reduzieren, fiir das die oben angegebenen Charak-
terisierungen wieder wohlbekannt sind. Wir verweisen auf P, L. Butzer-H. Berens
[7, chapter 1V] und die dort angegebene Literatur.

Die im Anschluss an die Beweise der Sitze 6.4 und 6.5 gemachten Bemer-
kungen iiber das Verhalten von #'(t; f) und «"(¢; f) sowie iiber die Losung bei
zusitzlich vorhandenen Stérungsoperatoren B(t) gelten selbstverstidndlich unverindert.
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Wie schon bemerkt, ist im Falle X = C?* die Funktion «(#; f) eindeutige
klassische Losung des Problems (6. 3), so dass die Aussagen von Satz 6.6 im Falle
X =C?* jede klassische, in x 2x-periodische Losung des Problems (6. 3) betreffen.

Als Beispiel fiir eine der vielen Anwendungsmoglichkeiten der Sitze 6.5 und
6.6 auf Probleme der Wirmeleitung und Diffusion sei das Fouriersche Ringproblem
erwdhnt., Satz 6.6 gestattet es, hier unter anderem bei gegebener Anfangstempera-
turverteilung, Aussagen ilber die Art des Temperaturausgleichs zu machen, wenn
der adiabatisch abgeschirmte, isotrope Ring aus inhomogenem Material besteht und
sich in ihm Wérmequellen befinden.

7. Beispiele mit A(f) als partiellem Differentialoperator. In diesem
Abschnitt soll gezeigt werden, dass sich unsere Theorie auch sinnvoll anwenden l&sst,
wenn A(t) ein geeigneter partieller Differentialoperator ist. Als Spezialfall des nun
folgenden Beispiels ergibt sich unser erstes Beispiel.

Die Punkte des reellen euklidischen Raumes E, der Dimension 7 bezeichnen
wir mit & = (2, Ly, <=+, Ly). Unter L,(E;), 1=p=oc0, sei der Barachraum der
auf dem E, definierten komplexwertigen, zur p-ten Potenz Lebesgue-integrierbaren
bzw. wesentlich beschridnkten Funktionen unter der Norm

1/p
Wi = [ 1ede] b, 151 = wesssp 1110

verstanden, Mit C(E,.) bezeichnen wir den Banachunterraum der gleichméssig
stetigen Funktionen von L.(E;). Wir verstehen in diesem Abschnitt alle vor-
kommenden Ableitungen im distributionentheoretischen Sinne. Sei X einer der
Riume C(E,) oder L,(E,) (1=p<oco). Auf X ist die n-dimensionsle Gauss-
Weierstrass Halbgruppe durch

(expltA ) (5) = g i exp(— ELL') fudu (¢ 0)

definiert mit D(A,)= {f: feX, Af= ZSQ/Bx’fEX} und A, f=f" sowie

lexp(tA;)| =1 (0=t <o) und | A,exp(tA, )I <n/t (0 <t < oo)(siehe P.L. Butzer-
H. Berens [7, chapter 4.3.2]). Fiir i=1,2,+++,n definieren wir nun den Operator
B, wie folgt: D(B,)={f: feX, of/ox, e X} und B,f = 9f/ox,, Damit gilt.

LEMMA 7.1. Fiir jedes i =1,2,+-,n ist D(B,)CD(A,), und die Restriktion
B; von B, auf D(A,) ist ein Operator der Klasse P(A,).

BEWEIS. Der Operator B, ist abgeschlossen, weil er Erzeuger der Gruppe
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der Translationen (G,(h)f)(x)=/ lx+he,) ist; dabei ist hc E, und e, der i-te
Einheitsvektor im E, (siche P.L.Butzer-H. Berens [7, S.256]). Es ist leicht zu
zeigen, dass fiir alle fe X

IBexp(tA)f]| = (C/e7)f - (6> 0)

gilt. Wegen der Abgeschlossenheit von B, erhalten wir weiter wegen

f., " e~ BexpltAL) fdt H =Cifl,

dass (I—A,)[X]1cD(B,) gilt. Also folgt D(B;)> D(A,) und B; < B(A4,).
Mit Hilfe von Lemma 7.1 konnen wir nun einen zu Satz 6.5 und Satz 6.6
analogen Approximationssatz beweisen. Zuvor noch eine Bezeichnung: Es seien

S90N2) = 101 [ flztse) do (0<s < oo)

14]

die sphérischen Mittel der Funktion f, wobei f€ X ist und Q, die Einheitskugel
im E,, |Q,| deren Oberfliche und e, deren Punkte bezeichnet.

SATZ 7.2. Sind fir jedes t<[0,T] a(x,t), bz, t)i=1,2,+++,n) und c(z,t)
Funktionen aus C(E,) bzw. L.(E,), die hélderstetig in der Norm wvon L.(E,)
auf [0, T sind, gilt a(x,t)>8" >0 fiir alle x< E, und alle t<[0,T] und ist
Sferner F(-,t) fiir t<[0,T] eine in der Norm won X hélderstetige Funktion,
dann hat das Problem (4.1) mit

(Al )z) = alz, OAR) + b () fla) + clas A1)

i=1

DA®)) = {f: feX, (0/ox;)fec X (i=1,2,+++,n), Afe X} und F(t)= F(-,t) eine
eindeutige starke Liosung ult; f), fiir welche die folgenden Approximationsaus-
sagen erfiillt sind.
a) Essei X=L,(E,)(1=p<o0) und 0<a<l, 1=q9=oo, so sind fiir ein
S <X dquivalent.

(i) e, f)—f1 € L&(0, T');

1/q

) { [ er1sr-a af <o

0
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1/q
{f (IR1=IA- +R) A" dh/|h|"} <eo 0<a<1/2),

1/q
) [ (1A +2=2A RN db/Ih] <o =2

n 1/q
_ZU (lhl“”““’llaa—i(-+h)—%€(-)ll)" dh/lhl”} <oo (1/2<a<).

b) Es sei X=L,(E,), so sind fiir ein f< X dquivalent.
(i) 27 lult, £)=f1 € Lg(0, T),

n

2 (A +2te)—2 f1- +te)+1+))

=1

(i) 27 1S —Sf1 € L(0, o).

(i) 2 < Lz(0,7),

c) Es sei X=L,(E,)(1<p<oo), so sind fiir ein f <X dquivalent :

(i) &7 Jlults f) =S « L3(0, T),
(i) AfeX.

d) Es sei X=C(E,), so sind fiir ein feX dquivalent:

(i) &7 lult, f)—=f1 € L3(0, T),
(ii) 27 IS —f1) € L0, o0).

BEWEIS. Wegen Lemma 7.1 konnen wir den Beweis der Existenz und
Eindeutigkeit von u(t, f) genauso wie in Satz 6.4 fiihren. Analog zum Beweis von
Satz 6.5 reduzieren sich unsere Approximationsaussagen auf solche fiir das 7-dimen-
sionale Integral von Gauss-Weierstrass, die an den folgenden Stellen zu finden sind.
Aussage a), die Aquivalenz (i)&=(iii) von Aussage b) und Aussage c) in P.L. Butzer-
H. Berens [7, chapter 4.3.2]; Aussage d) in W.Ko&hnen [33], die Aquivalenz
(i)é=3(ii) von Aussage b) in P.L. Butzer-W. Trebels [31].

Zum Schluss sei erwihnt, dass sich die Zahl der Beispiele fiir unsere allgemeine
Theorie noch erheblich vermehren lésst; insbesondere kénnen wir Approximationsaus-
sagen der obigen Art fiir die LOsungen einer Reihe von Integro-Differential-
gleichungen gewinnen.
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