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Introduction. Soit A un opérateur différentiel du second ordre défini
dans un ouvert borné 2 de R" (n = 2) 4 frontiére réguliére S. Supposons
que A soit fortement elliptique dans 2 mais dégénéré partout sur S en
toutes les directions. Si A est réalisable comme un opérateur auto-adjoint
strictement positif dans L%Q), il est intéressant de rechercher son spectre.
Sous une hypothése convenable sur la dégénéréssance (par exemple
I’Hypothése III dans le §1), A devient compact et donc le spectre de
A est une suite des valeurs propres dont chacune est de multiplicité finie:

0.1) D<M ENS ee SN vee ] oo

Posons

0.2) NO\) = 211, pour A >0.
Zjé

Alors, le comportement asymptotique de \; lorsque j — o se refléte dans
celui de N(\) lorsque \ — o et vice versa.
Baouendi et Goulaouic [1] donnérent un critére pour que

(0.3) N(\) ~ Cte. \*?, lorsque N— o,

c’est-a-dire, pour que N(A) croisse analoguement au cas ou A ne soit pas
dégénéré. Pour fixer les idées, soit A de la forme

(0.4) (Aue) = - 3 2 (w‘k(x)ﬂ‘:) + e(@)u(a) .

k=1 0%; 0w,
Alors, la formule asymptotique (0.3) est vraie si et seulement si
(0.5) Sa (dét(a(z))) " dw < oo .

Dans les notations de ce mémoire, ce critére est équivalente a l’intégrabi-
lité de ¢(x)~"*sur 2, et celle-ci est violée.

Le comportement exact de N(\) fut obtenu par Nordin [5]. Il a con-
sidéré la forme quadratique (Aw, ).z pour les u € D(A), et I’a approximée,
dans un voisinage de S, par des autres formes quadratiques plus concrétes.
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Et, il a réduit la question a la recherche de la distribution asymptotique
des zéros des fonctions de Whittaker.

Dans ce mémoire, nous envisageons la propriété méromorphe de la
{-fonction d’Epstein

(0.6) | Za) = 375"

sous les Hypothéses I, II et III’ dans le § 1. Cette fonction est liée avec
la fonction de Green G(t, P, Q) de l’opérateur parabolique 9/t + A. Il
s’agit d’évaluer G(t, P, P) lorsque t | 0 et P s’approche de la frontiére S.
Ce qui est trés différent du cas ou A est non dégénéré est la nature de
cette G(¢t, P, P). Les connaissances classiques sur les fonctions de Green
du cas non dégénéré ne sont plus utiles quand on considére G(t, P, P)
pour P voisin de S.

Pour concevoir intuitivement cette différence, nous comparons les
solutions fondamentales des trois opérateurs simples:

9_ 0 i_i(i.> _a__i(_a__ .
% % e ¢ w ”am)“x ’
ou x est la variable spatiale positive, et ¢ est une constante positive. La

solution fondamentale du premier est (47t)~**exp{—(x — y)*/4t}, tandis
que celles du deuxiéme et du troisiéme sont

L) (- 232)

c 2¢1/xy
Sinh (aD) IO< sinh (ct) ) exp (—c(x + y) coth (ct))
respectivement. Les deux derniéres sont certainement trés différentes
de la premiére au voisinage de (z, y) = (0, 0).

Dans le § 1, nous précisons les hypothéses sur A, citons les résultats
de Baouendi-Goulaouic et de Nordin (Théorémes 1.1 et 1.2) et énoncons
le résultat sur Z(a) (Théoréme 1.3). Dans le §2, nous construisons la
fonction de Green G(t, P, Q), et démontrons le Théoréme 1.3 dans le §3
en pleines utilisations des calculs aux §§6 et 7. Let §34 et 5 sont con-
sacrés aux préparations du § 6.

Le Théoréme 1. 3 est une réponse partielle a la conjecture que I’auteur
proposa dans [8].

1. Hypotheéses et résultat. Soit 2 un ouvert borné de R" (n = 2)
a frontiére S une hypersurface de classe C*. Supposons que 2 soit situé
4 un seul coté de 2. Soit A un opérateur différentiel du second ordre
de la forme
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L) (A = 518V T @] + @)

V(w) Z

ou les coefficients ¢(x), ¢g”*(x) et c(x) satisfassent aux trois hypothéses
suivantes:

HYPOTHESE I. La matrice (9°%(x))? .-, est symétrique réelle et définie
positive uniformément sur 2, et g(x) = dét (g7 (x))".
HYPOTHESE II. c¢(x) > 0 sur Q.

HYPOTHESE III. ¢(x) est positive dans 2, nulle tdentiquement sur S
et telle que grad ¢(x) ne s’annule jamais sur S.

Pour simplicité, nous supposons que tous les ¢(x), g?*(x) et c(x) soient
de classe C*(2), bien que le Théoréme 1.3, nmotre résultat, reste vrai si S
et les coefficients sont de classe C™™® au moins.

Munnissons a £ de la structure riemannienne définie par la métrique
= 3 gu(@dade,, od (g:(x) = (@),
i

et désignons par dv 1’élément volumique V'g(z)dx, «-- dx,. L’espace L*(Q)
est la totalité des wu(x) de carrée sommable sur 2 par rapport a dv.
Ecrivons encore par A ’extension de Friedrichs dans L*Q) de A restreint
3 C=(2). Alors, A est auto-adjoint défini positif dans L*2) du domaine

(1.2) D(A) = {u(x) e H'(2); ¢(x)u(x) e H (2)}
(H*(2) est ’espace de Sobolev d’ordre k).

Soit
(1.3) D<K MENS et NSl

la suite de toutes les valeurs propres de A dont chacune est comptée
répétamment autant que sa multiplicité. Posons

(1.4) NQ\) = 1211 , pour A >0.
is

Cette fonction est appelée la fonction comptoire. Alors, un probléme se
pose comme suit: Quel est le régle de la croissance de la j-ieme valeur
propre \; lorsque j— 2, ou ce qui est équivalente, comment croit-elle
la fonction comptoire N(\) lorsque N — o ?

Baouendi-Goulaouic [1] proposérent premiérement une réponse a cette
question:

THEOREME 1.1. (Baouendi-Goulaouic [1]). Nous avons
(1.5) lim (j7%"\;) = 0, et

j—oo
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(1.6) lim (je~H"D)\;) = oo, quel que soit € > 0.
j—rco

Ce Théoréme nous fait apprendre que la croissance des \; est stricte-
ment plus lente que celle des valeurs propres des opérateurs du second
ordre non dégénérés (par exemple, le laplacien sous la condition de Dirichlet)
mais qu’elle n’est pas moins lente, grosso-modo, que l’ordre j*»,

Ensuite, la réponse compléte fut donnée par Nordin [5]:

TutorBME 1.2. (Nordin [5]). Lorsque A1 oo, N(\) se comporte comme
suit:

a.7n Sin=2, NN ~d)log\,
1.8) Sin=3, N\ ~dA™,
ou les constantes d, sont données par

¢./4 , pour m =2,
1.9 d, = w
e {(n - 1)0,,_1& [éizr—l]é"”dé , pour m =3,

0
avec
_ Wy éfé (i=mis — o(a—1))2 n + 1\

(110)  ewy = 22 1, ( 28)""dS ot @, = meorp(2 1),

pour m = 2,

0/oy désigne la dérivée comormale @ S par rapport @ la structure rieman-
nienne ci-dessus, et [z] est la partie entiére de z.

Nordin obtint ce Théoréme par le principe du min.-max. des valeurs
propres dii 4 H. Weyl et par de certaines connaissances sur les distri-
butions des zéros des fonctions de Whittaker.

Dans ce mémoire, nous voulons établir un résultat analogue a ceci
mais sur une propriété méromorphe de la {-fonction d’Epstein

(1.11) Z(a) = S: AV ANQ) = S5, aeC.

i=1

La série est convergente si Rea > n — 1 griace au Théoréme 1.1. Et
elle est liée avec la fonction de Green G(¢, P, Q) de ’opérateur parabolique
d/ot + A comme suit

1.12) Z(a) = _1%7) S:’ teid Sa G(t, P, P)dv, .

Notre résultat s’énonce comme le Théoréme 1.3. ci-dessous, mais nous
avons di remplacer I’Hypothése III par une autre beaucoup plus restreinte:

HyroTHESE III'. ¢(x) satisfait a I’ Hypothése III, et de plus
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(1.13) é(x) = dis. (x, S), st dis. (x, S) <0, pour un 6 >0,
ou dis. (x; S) est la distance géodésique de x & S par rapport @ la métrique dl.

REMARQUE. Au lieu de (1.138), nous pouvons considérer une situation
ou ¢(x) n’est pas exactement égale 4 dis. (z, S), mais elle est une fonction
de la dis. (x, S) seule et satisfaisant 4 I’Hypothése III. Alors, le Théoréme
1.3 qui suit reste variable avec le facteur |S| convenablement modifié
selon le Théoréme 1.2. Ce qui est essentiel dans notre méthode est que,
comme nous verrons dans le §2, la variable dis. (x, S) et les variables
tangentielles d S sont presque séparées dans 1’ opérateur A.

Si (1.18) a lieu, nous avons dans (1.10), d¢/oy | = 1, done
a¢ (1—m) /2 . T
L(a—”) ds = | S| = aire de S .

THEOREME 1.3. Sous les Hypotheses 1, 11 et III', mous avons
(i) Sin =2, alors

(1.15) Z(a) — %(a — 1

— _1_{(4 log 2 + 7) | S| + Pt. S ¢(P)~1dvp}(a — 1)
AT Q2

est une fonction holomorphe dans Re a > 3/4, ou v est le nombre d’Euler
et Pf. signifie la partie finie de Uintégrale au sens de L. Schwartz
(voir [6]);

(ii) St n =38, alors Z(a) — A, (¢ — n + 1)~ est une fonction holo-
morphe dans Rea > n — (3/2), ou

1.16) A, = 2(n — 1)(47:)(1-")/21*(&;_1)"1 S| S“[E - 1 ]5~"d5( —(n—1)d,),

ou [z] est la partie enticre de z.

Admettons ce Théoréme pour le moment. Si » =3, on redémontre
la partie correspondante (1.8) du Théoréme 1.2 d’aprés le théoréme
tauberien d’ITkehara. Mais si n = 2, 'auteur n’est pas certain si la partie
(i) du Théoréme 1.3 entraine (1.7) du Théoréme 1.2 ou non. Nous pro-
posons alors une question:

QUESTION. Soit f(t) une fonction non-négative et non-décroissante sur
t = 0. Supposons que

[ ewdr®) - @— 17 =~ Cla — 1)

soit une fonction holomorphe de @ dans Rea > 1 — ¢ avec un ¢ > 0, ou
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C soit une constante. Alors, quelles restrictions en plus sur f(¢) sont-elles
nécessaires pour en conclure que

1im{ﬂ} -1

t-e (el

Revenons au Théoréme 1.3. La démonstration se divise en quelques
étapes, elle sera finie dans le § 3. Dans la reste de ce paragraphe, nous
terminons une moitié qui est relativement facile.

LEMME 1.1. On ajoute, st nécessaire, KI @ A avec un K grand. Alors,

1 S'” a1
(1.17) T ), e SgG(t, P, Pydv,
est ume fonction entieére de a.

PREUVE. La théorie générale du semi-groupe holomorphe nous dit
que, si t > 0, ¢7*4 applique L*Q) dans D(A*) pour tout £k =1,2, --- et

e || 2@ympuaty = Cte.t7%¢™*, avec un ¢ >0.

Mais on sait que D(A*)c H¥Q) avec l’injection continue (voir [1]).
Prenons k = k, = [n/2] + 1 par exemple. Alors, par le lemme de Sobolev,

[l €7 || r2@rmco@ = Mt *oe™" |

Done, e7t4 = (e~*4/%)(e~*4%)* a la représentation par noyau continu G(¢, P, Q)
sur 2 x 2, et

|G(t, P, Q)| < M t™*e—* quels que soient (P, Q)e2 x 2.
D’otu le résultat. C.Q.F.D.

LEMME 1.2. Soit C un compact quelconque dans lintérieur de Q.
Alors,

(1.18) "t gy Sc G(t, P, P)dv,

@)
I'(a) Jo
est méromorphe dans a-plan complexe tout entier. Le pble le plus d droite
est & = n/2, il est simple et le résidu est égal a

1
1.19 ———\ {47g(P)}"*dvp .
(1.19) T3y )o 4B,

PREUVE. A n’est plus dégénéré sur C, mais A est uniformément
fortement elliptique sur C. La construction d’Eidelman ([2]) ou plutdét de
Minakshisundaram-Pleijel ([4]) nous garantit l’existence d’une solution
fondamentale 5(t, P, Q) de d/ot + A telle que
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(¢, P, P) = (4nt)~"*g(P) ™" + ta,(P) + «++ + t"ay(P) + O(t"*")}
uniformément sur C. Nous verrons d’autre part, dans le § 2, que
G(¢, P, P) — (¢, P, P) = O(e™*'"")

avec une constante ¢’ > 0 dépendante essentiellement a dis. (C, S). D’ou
I’énoncé du Lemme. C.Q.F.D.

Prenons ¢ dans I’Hypothése III’ et écrivons
(1.20) 0, ={Ped; dis.(P,S)<d), et 2, =0\Q,.

Et prenons, par exemple, 2, comme C dans le Lemme 1.2. Et posons

(L.21) Z(a) = 7(15 S teid Sa,,, G(t, P, P)dv, .

Alors, nous avons déja vu les faits suivants:
(1.22) Si n =38, Z(x) — Zy«) est holomorphe dans Rea > n — (3/2) .

Si par contre n = 2, alors

(1.23) Ze) — Zfe) - 47r(a'1— 1) Saén ¢(11’)va

est holomorphe dans Rea > 1/2 .

Nous avons ainsi réduit la question au comportement de G(t, P, P) dans
2,,,. La fonction Z(«) sera étudiée dans le § 3.

2. Fonction de Green. Dans ce paragraphe, nous allons construire
la fonction de Green G(t, P, Q) pour l’opérateur parabolique 0/0t + A avee
A défini par (1.1). La construction est faite d’abord dans un voisinage
de la frontiére S, et ensuite dans 2 tout entier.

Q2 est munie de la structure riemannienne définie par la métrique dl* =
S k=1 gin(w)da;da,.  Notons

2.1) Q, ={Pe?; dis.(P,S) < 8} et 2, = 2\2,, pour 6 >0,

ou la distance est celle par rapport a dl. Nous bornons d’abord la con-
sidération 4 un voisinage d’un point sur S.

Soit P, un point quelconque fixe de S et prenons un voisinage V
dans S de P, ol un systéme de coordonnées locales s = (s, 8, *++, 84_y)
a lorigine P, est défini. Soit d’autre part P un point quelconque de Q,.
Si 0 est petit, il existe une et une seule ligne géodésique L issue de P
qui pénétre S & un point P A la direction conormale a S. Désignons, de
nouveau,

(2.2) x = dis. (P, S) = dis. (P, P), donc 0<x<94.
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La correspondance de P2, — P e S est unique (c’est une projection). Posons
donc

(2.3) U={Pec®,; PeV}.
Pour Pe U, soient s = (s, 8, *++, 8,-,) les coordonnées de P. Ainsi, chaque
point Pe U est identifié avec le point (s, ) de R par un difféomorphisme,
et l’on écrit P = (s, ).

Nous allons construire une paramétrix de 9/6t + A dans un tel U.
A s’éerit par ce nouveau systéme comme suit:

@4 (Au)s, o) = (1/— G x)"’“)

1/9(, @) o

parce que ¢(s, ) = « dans U si 0 > 0 est petit grace a l’Hypothese IIr
dans le paragraphe précédent.

Soit G(t, P, Q) la fonction de Green cherchée, c’est-a-dire, pour les
u(P) suffisamment réguliére, nous ayons

(2.5) (¢~*u)(P) = Sg G, P, QuyQ)dve, t >0,

ou dv, est 1’élément volumique de 2 par rapport i dl. Supposons que
le support de %, soit contenu dans U, et regardons (2.5) seulement pour
Pe U. En posant

(2.6) v(¢, P) = g(P)"(e™“u)(P) et v(P) = g(P)"'u(P),
(2.5) devient
v(t, P) = SU G'(t, P, Qv (Q)ds'dy, t >0, avec Pe U, Q= (s,v),

et G'(¢, P, Q) = G(¢, P, @{a(P)g(@)}" .
v(t, P) est une solution du probléme de Cauchy (d/0t + A")v(t, P) =0
(0, P) = v(P), ou A’ est donné par
(A)(P) = 9"‘A(g“"v)(P)

Ainsi la recherche de G est équivalente a celle de G’ localement dans U
via la formule (2.7). Dés maintenant, nous écrivons toujours

P = (8, x)’ Q = (8’, y)’ R = (S”, z) (8, 8', 8" € R"—l; x, y’ ? g 0) ’
dP = dsdx, dQ =ds'dy et dR =ds"dz, si P,Q, ReU,

(2.7)

(2.9)
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donc dP, dQ et dR sont les mesures de Lebesgue ordinaire dans R".
Prenons un Qe U, alors l'opérateur A’ peut étre approximé par A)

défini comme suit:

(2:10) wP) = = 22 — 0 5 gu(@) LY

2,
ox\ ox ap=1 08,08,

La différence A’ — A, ne contient plus de dérivée par rapport i =z
(I’Hypothése III’ y est essentielle):

@11 @ ApuP) =2 §_.= (0Q) — g (P22 + o 2 bu(P)

Bsaasp
+ {b(P) — =z}v .
Q étant fixe dans R", la solution unique du probléme de Cauchy

+ av.

ov
08,

(gt- + 4w, P)=0, t>0 et PeRt; w(0, P)=u(P)

est exprimée par
w(t, P) = | 0, P, Ry (R)R ,
RY
ou le noyau @u(t, P, R) est défini comme suit:
Ouft, P, R) = Oq(t, s — §", ©, 2) = (21)™ S (8, 8, , 2)ds
R"—
avec Dy(t, 8, x, 2) = O(¢, 0, ©, 2) lo=og »

212) 5 __o 20/ %2 3
o(t, 0, x, 2) = T (at)Io( <h (00) ) exp {—o(x + 2) coth (at)},

n—1 1/2
et oo = { %‘, 9°H(Q)3.8; + 1} ;
a,f=1

ou I, est la fonction de Bessel modifiée d’ordre 0.

Cela posé, nous adoptons comme une paramétrix dans U le noyau
O4(t, P, Q). Pour estimer ceci et ses dérivées, nous introduisons une
fonction auxiliaire

E(t9 P, Q; 7\" ﬂy Y; C) = tl_llz(APQ + t)#—ll2
(2.13) X (Bpe+ |8 — 8|+ ¢+ Vidp) " " exp{—c("Bpe + |s — &' |)},
ol Ape =% +VY) et Bee=@WT —VY).
Le lemme suivant a été démontré dans [8] (I’estimation de (3/0x)®, est
un peut améliorée que dans [8] car p = —1 dans le cas présent):

LEMME 2.1. Soient 0 <t<1let(P,Q, R)eUXx Ux U. Alors, nous
avons
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2\* . ) . .
(2.14) ’(a_) O.(t, P, Q)[ < KE(t, P, 0,0, — |£);¢), 80 |£]| < 2;

(2.15) 'a O.(t, P, Q)l < KV AmqsE(t, P, @ — 1,0, 0; ¢) ,

avec des constantes K et ¢ positives indépendantes des (t, P, Q, R).

On ne reproduit pas ici la démonstration, les K et ¢ dépendent
essentiellement 4 la positivité de la matrice (g**(R)).

Comme A’ — A} est de la forme (2.11), | (A" — AL)D(t, P, Q)| est plus
petite que Cte. E(t, P, Q; — 3/4, 8/4, 0; c¢), et done, par une modification
triviale, nous avons le

LEMME 2.2. Soient 0 <t <1 et (P,Q)ec U x U. Alors, nous avons
(A" — A2, P, Q) |

(2.16) < KE(t, P,Q; — 3 1’ € §Z_8, ’;, c), pour 0=e=x1.

Nous aurons besoin aussi du
LEMME 2.3. Soint 0 <t=<1et (P,@QecUx U. Alors, nous avons
2.17) | Do(t, P, Q) — @x(t, P, Q)| < KE(t, P, Q;0,1/2,1/2;¢) .
PREUVE DU LEMME 2.3. Comme @.(t, P, Q) = @x(¢, Q, P), on a
Do(t, P, Q) — 0:(¢, P, Q)
= @my (o oo sa@
0 R™

1

aa(o)

55 b 9(0), %, )

avec 0(0) = 0poru-np. On suit le méme raisonnement que dans la
démonstration du Lemme 2.1, et ’on a (2.17). C.Q.F.D.

Maintenant, nous passons 4 la construction d’une paramétrix dans 2
tout entier. Soit {V;, &(P)}., une partition d’unité finie suffisamment
fine de la frontiére S: Chaque ouvert V; soit un voisinage de coordonnées
locales s = (s, s§?, «++, 82)) 4 l’origine P;e V;, §,(P) soit une fonction
de classe C=(S) a support compact dans V; tels que

(2.18) QV,:S ot SEP) =1 sur S.

Définissons U; par V; comme (2.3). Alors, {U;, &(P)}Y, est une partition
d’unité de 2,, ot chaque &,(P) est considérée comme constante le long des
géodésiques conormales & S (c’est-i-dire, indépendante de la variable ).
Notons par @§'(t, P, Q) le noyau @y(t, P, @) obtenu comme ci-dessus dans
U; par rapport au systéme de coordonnées (s, x). Alors,
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(2.19) 7t P, Q) = Zli} 7(P)D (¢, P, Q%AQ{9”(P)g (@)}

est une paramétrix dans 2,, ou chaque 7;(P) est une fonction de classe
C> indépendante de x (donc une fonction de s seules) 4 support compact
dans U; et vaut 1 sur un voisinage du support de &,(P), et g*'(P) =
dét (g*(s", @)™

D’autre part, nous regardons l’opérateur A dans 2], par exemple
(voir (2.1)). A n’y est plus dégénéré, mais A est uniformément fortement
elliptique d’ordre 2. Soit A un opérateur uniformément fortement elliptique
dans R* tout entier (i coefficients constants en dehors de 2},,) qui est
égal 3 A dans un voisinage de ©2],. Nous faisons appel 4 1’aide de la
solution fondamentale 7(t, P, @) d’Eidelman (voir [2] p.23) dans R* de
o/t + A.

Alors, comme une paramétrix dans 2 de d/0t + A, nous employons le
noyau suivant:

(2.20) G{t, P, Q) = B(P)¥(t, P, Qa(Q) + B(P)(t, P, QA(Q) ,

ou les a(P), @(P), B(P) et B(P) sont des fonctions de classe C~(Q) de x
“seule ayant les propriétés suivantes:

1’ —) —
Ut Qum mpy =1 - a(P);

P) =
(F) {0, sur Q5

2.21 —
( ) 19 sur Q;alh

AP 2{ 0, sur 2.

Done, B(P)(resp. B(P)) vaut 1 sur le &/7-voisinage du support de

a(P)(resp. a(P)).
Nous pouvons maintenant chercher la fonction de Green G(t, P, Q)

en question sous la forme
Gt, P, @ =Gt P, @ - | at | Gt - ¢, P, BEC, B, Qv ,
pour 0<t<1l et (P,QecxQ,

ou H(t, P, Q) est une fonction a choisir. Elle doit satisfaire a 1’équation
intégrale de Volterra

1, sur Qg

’

0, sur 60/79

et B(P) = {

(2.22)

H(t, P, Q) + SO dt’ ga F(¢t — t, P, R)H(, R, Qdvs = F(t, P, Q) »
2.23
@) e F(t, P, Q) = (ait + A)Go(t, P, Q).

Nous allons voir que (2.23) se résoud comme
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HE, P, @) = 3,(~1}"F¥(t, P, @), ob F=F

(2.24) et F(k)(t’ P, Q) _ Y dt's F(k—l)(t — t’, P, R)F(t" R, Q)d”UR
0 Q2

pour k=2,8, ««-
Nous effectuons 1’approximation successive.

LEMME 2.4. Supposons que 0 <t <1 et que P et Q appartiennent 3
un U, commun. Alors, nous avons

|F(t, P, Q)|

3+¢ 3—c¢
< KE(t, P, Q; — , s
- (’ 9 4 4

(2.25)

%;c), pour 0=e<sl,
uniformément par rapport a (t, P, Q).

PREUVE. Récrivons F(t, P, Q) en tenant compte de (2.14) et (2.20):

F(t, P, Q) = 3 Fi(t, P, Q), avec

Fi(t, P, Q) = é B(PIN(PY(A" — AQYP{'(t, P, @)}a(Q)/(Q)(grg0) ™" »

@-26) | F(t, P, Q) = 3 B(PHIA, 7(P)-10§(t, P, Q)aUQE(Q)(000™" ,

Fyt, P, Q) = é n(PH[A', B(P)-19¢'(¢, P, Q)}(Q):(Q)(9200)"

et F(t, P, Q) = {4, B(P)-17(t, P, Q)a(Q) ,

ou les A’ et A, sont définis par (2.8) et (2.10) respectivement dans U;
au moyen du (s, x), et g, signifie ¢g*’(P) dans (2.19).

D’abord, F, est majorée comme (2.25) grice au Lemme 2.2. Pour
F,, le commutateur [A’, 7,(P)-] est un opérateur différentiel d’ordre 1
seulement par rapport 4 s, donc par le Lemme 2.1, nous avons |F,| <
Cte. E(t, P, Q; — (2 + €)/4, (8 — €)/4,¢/2;¢). Ensuite pour F, [A’, B(P)-]
est un opérateur différentiel d’ordre 1 seulement par rapport & z, et de
plus, sur le support de F; P et Q s’éloignent de l’'un de ’autre a 4/7
au moins. La situation est la méme pour F,. Douc, par le Lemme 2.1
et par une estimation de ¥ d’Eidelman (loc. cit.),

|Fy(t, P, Q) + Fi(t, P, Q| < Cte. eIt

uniformément par rapport i (¢, P, Q)(c’ dépend 4 & mais elle est d’ordre
6* au moins). En somme, nous avons le résultat. L’Hypothése III’ dans
le paragraphe précédent est essentielle dans ce lemme. Notons que
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F(t, P, Q) s’annule si P n’est pas dans £2,, et que les F; pour 1<7 <38
le font aussi s’il n’existe pas d’indice ¢ tel que P et Q appartiennent au
méme U,. C.Q.F.D.

LEMME 2.5. Sotent 0 <t<1 et (P,Q)cR x 2. La série de Neumann
de (2.24) converge absolidment et uniformément, et ’on a

(2.27) |H(t, P, Q)| < KB(t, P, @; — 252, 32 2.0)

pour un 0 < e <1 convenable.

PrREUVE. La fonction E se prolonge pour tous (P, Q) €2 X 2 par une
maniére naturelle. Pour éviter de singularités logarithmiques, nous fixons
un 0 < € < 1 irrationnel, et posons

(2.28) k, = Max {k(entier) = 1; (1 —e)k < 2 et ¢k < 2(n — 1)} .

Alors, en utilisant le Lemme 6.1, nous avons par récurrence sur k
I’inégalité suivante

| F®(¢, P, Q) |
(2.29) < KkE(t, P, Q; 1— °k — 1, 3—Z—ek, 6—215; c) pour 1<k<k,.
Posons provisoirement
1—c¢ 3 3 —¢ 1 ek
= E— =, pu = kF——= et =1- =
(2.30) & 1 D) M 1 D) et o, n + 5

pour k=123, ..,

et continuons I’itération de F pour k > k,. Choisissons ¢ de sorte que
n—1 2n — 1
SE< 2 +1°
Alors, k,=2n — 1, My < Mpn < — L < Ngpyy €6 02,y <0< 0,,. Par un
calcul analogue a ci-dessus, nous avons

|Fem(t, P, Q)| < Kthn(Apq + t)*:» exp (—cBpo/t), et

| Féni(t, P, Q) | = Kt'n+1(Apg + t)an+1 exp (—cBpolt) .
Posons maintenent F,(¢, P, Q) = F¢*(t, P, @), Ny = Agurs €6 [, = sn4,, alors
I’inégalité ci-dessus devient
| F\(t, P, Q) |

< Kth(Apg + t)rexp(—cBpe/t), o1 N> —1 et f, >1.

Soit F'® 1’itéré de k fois de F, = F". §8i ’on applique la Proposition
4.1, (F) et le Lemme 5.1, on a

(2.31)

(2.32)
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(2.33)  |F{¥(t, P, Q) |< Kit™(Apq + 1) exp (—Bpo/t), k =1, 2,3, -+

ol N, = k(3/2 +X) — 8/2 et 7, = k(1/2 + f£) — 1/2. Cette (2.83) nous fait
apprendre que, si k est suffisamment grand, F{®¥ = F(@n+uk egt bhornée.
Et donc la série de (2.24) converge absoliment et uniformément et nous
obtenons (2.27). C.Q.F.D.

La fonction G(t, P, Q) définie par (2.22) avec cette H(t, P, Q) est
précisément la fonction de Green pour /6t + A. Pour le voir, il suffit
de vérifier que, pour toute u,(P) suffisamment réguliére,

ut, P) = | G(t, P, Qu@dve

est une solution suffisamment réguliére du probléme de Cauchy (9/ot +
A)u(t, P) = 0,t > 0 et u(0, P) = uy(P). Alors, par I'unicité des solutions,
nous voyons que u(t, P) = (e~*“u,)(P). Donc, G(t, P, Q) représente le semi-
groupe e*4, La démonstration détaillée est ommise.

3. Deémonstration du Théoréme 1.3. A la fin du §1, nous avons
réduit la considération de la {-fonction d’Epstein Z(a) i celle de Z,(a)
définie par (1.21).

Par (2.22), nous avons

G(ts-P)P):GO(t’P’P)_G,(t)PrP)’

3.1
®-1) od Gt P, P) = S‘ dt’g G(t — ¢, P, R)H(t', R, P)dv, .
0 2

LEMME 3.1. Nous avons, pout 0 <t <1 et Pe 2y,
3.2) | G'(t, P, P)| < Cte. t—¥(g 4 )BMI—na) |
PrREUVE. Comme nous avons vu,
|Gt —t', P, R)| < Cte. Et — ¢/, P, R; 0,0, 0; c)
<Cte. E(t — t, P, R; —¢/4, —¢/4,¢/2;¢) , et
|H', R, P)| < Cte. E(t', R, P; — (3 + €)/4, (83 — €)/4, €/2; ¢)
avec un 0 < ¢ < 1. Done, par le Lemme 6.2 avec
A= —¢/d,p=—¢e/4,y=¢2, N =—-B+¢e)4 ! =B —¢)d etV =¢/2,
nous obtenons (3.2). C.Q.F.D.

COROLLAIRE 3.1. La fonction S t"‘ldtS G'(t, P, P)dvp est holomorphe

dans Rea > 3/4 si n = 2, dans Rea > 5/4 sz n=3etdans Rea>n — 2
st m= 4.

Ainsi, la recherche de Z(a) est réduite a celle de
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_ 1
3.3) Zu(a) = F—(a)—got dt ng Gy(t, P, P)dv, .

Maintenant, nous nous rappelons de la structure riemannienne sur 2
induite par la métrique dl. En utilisant ’application P — P expliquée au
début du § 2, nous pouvons écrire

3.4) dvy = m(P)dSsdx ,

ol dSz est I’élément volumique induit par la métrique dl sur S et m(P)
est une densité positive telle que m(P) =1 sur S. Donc, (3.3) s’éerit
encore

r@zefe) = | tat | iett, P) + ¢, Pass
(3.5) avee k(t, P) = SL(F) Gy(t, P, P)du

et K(t P)= gm Gy(t, P, P){m(P) — 1}dz ,

ol L(P) désigne la ligne géodésique du longueur /7 issue de PecS a la
direction conormale.

LEMME 3.2. Soit Pe 2,,. Alors, G(t, P, P) est une fonction de (¢, x)
seules et égale a Y(t; x) définie par (7.1) et (7.2).

PREUVE. Avec les notations de (2.19) et (2.20), nous avons
G(t, P, P) = gNl £(P)oi(t, P, P)V9O(P), si Pey .
Si done on voit que
(8.6) o¥(t, P, P))V'g®(P) = v(t; ) pour PeU;N 2y,

il vient G(t, P, P) = «(t; x), car 3¢; (P) = 1. Mais (3.6) se voit facilement
si l'on effectue dans (2.12) la transformation affine § = T3’ ou

Tr = (g*/(P))a 1. C.Q.F.D.
LemMME 3.3. Soit n = 3. Alors, lorsque t | 0, nous avons

(8.7 t"k(t, P) = (n — 2)! (4,/|S]) + O(¢t), et,

(3.8) t"k'(t, P) = O(/t),

o A, est celle définie dans le Théoréme 1.3.

PREUVE. Considérons la différence entre k(t, P) _et £(t) définie par
(7.2). Comme |[v(t; x)| < Cte. {t(x + £)} ™2 on a |k(t, P) — k(t)| = O(t*™),
d’ot (8.7), car {t"k(t)},.o = (n — 2)! A,/|S| d’aprés la Proposition 7.1.
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Ensuite, | G(t, P, P){m(P) — 1} | < Cte. a{t(x + t)}~"?, car m(P) = 1. Done,
[k'(t, P)| est O(t™*?) si m =38, OF*(L + log (1/t))) si n =4 et O(* ™) si

n = b. C.Q.F.D.
LEMME 3.4. Soit n = 2. Alors, lorsque t | 0, nous avons
@3.9)  th(t, P) = log L + L {log (169/T) + v} + OV L), et,
4z t 4r
(3.10) th(¢, P) = -1 S”"l”_@"—l s + OV T) .
4 Jo T

PREUVE. k(t, P) n’est autre que k(¢ 20/7) définie par (7.3), d’ol
(8.9) d’aprés la Proposition 7.2 et le Corollaire 7.4. Ensuite, ¥'(t, P) est
précisément l’intégrale traitée dans la Proposition 7.8 avec a(x) = m(P) — 1
et 6 remplacé par 6/7, d’ou (3.10) par le Corollaire 7.4. C.Q.F.D.

Fin de la démonstration du Théoréme 1.3:
Par (3.5), nous pouvons écrire

r@)Za) = S to-idy gs k(t, P)dSs + S:t"“dt SS K'(t, P)dSs
+ I'(@){Za) — Zu(a)} + I'a){Z(a) — Z(a)} .

Soit premiérement m = 3: Alors, chaque terme & droite de (3.11)
sauf le premier est holomorphe dans Rea > n — (3/2) par les Lemmes
1.1, 1.2, 3.3 et le Corollaire 3.1. Et le premier est égal a (n — 2)! A, (a —
n + 1)~ + (une fonction holomorphe dans Rea > n — 2), d’aprés le
Lemme 38.3. D’ou la partie (ii) du Théoréme 1.3.

(3.11)

Soit ensuite nm = 2: Le premier terme a droite de (3.11) est
181 — 1y + L8 L {10g(165/7) + v} — 1)
Am Am

+ (une fonction holomorphe dans Rea > 1/2).

Le deuxiéme est égal a
=] asz [ P = Lo — 1y
4Am Js 0 x
+ (une fonction holomorphe dans Rea > 1/2).
Le troisiéme est déja holomorphe dans Rea > 3/4. Et le dernier terme
4 droite de (8.11) est égal a
1 § 1 _
_— —d — 1)
1% a3y T Y
+ (une fonction holomorphe dans Rea > 0),
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d’aprés le Lemme 1.2. En somme, nous avons

M

r@ze = Lka -+ + L@ -y

(3.12)
+ (une fonction holomorphe dans Rea > 3/4) .

Calculons maintenant le coefficient M.
M—|S|{41log2 + 7} = | S|log (6/7)

(3.13) (T m(P) — 1 1
+ Ssdsp So R dx+.gnéh¢(P)dvp.

Le membre a droite de (8.13) est égal a

18| log b + Ssds;sbﬁ(%‘_ldwr S ,¢—(11;)va,
0 2y

quel que soit 0 < b < 6. Ceci est donc un choix de la partie finie de
I’intégrale Sq&(P)“d'vP qui est divergente. Nous pouvons 1’écrire aussi
2
s dx 4
Pf. m(P)dSzt — + | , ¢(P)'dvs ,
0 S @ 25
ou la derniére Pf. est prise pour l’intégrale par rapport & x au sens de

Schwartz [6].
Le Théoréme 1.3. est maintenant établi. C.Q.F.D.

4. Intégrales dependantes aux parametres. Le but de ce paragraphe
est d’estimer I’intégrale suivante:

I=I4, B, P;a, B, )
A_ B

4.1) _ S:ta(l — t)¥(P + t)~° exp <__7 — i——t>dt ,

ot A>0,B>0,P>0,acR,gcR et pcR sont des paramétres. Sup-
posons de plus que

4.2) a+Da—-—p+1)(B+1)+#0 etque p=0.
Posons

C=WA+VBy, D=1+VAC, E=1+1VBC
et F=1+7V AB .

Alors, le résultat se résume comme la proposition suivante:

(4.3)

PROPOSITION 4.1. Sous la restriction (4.2), nous avons les inégalités
sutvantes:
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(A) Si a<—1letpg<-—1,

@y  ersce(P+d)” (Afl);“ + (P + 1)_”(%//%3} ;

(B) Sta<—-1e g> —1,

4.5) &’ < Cte. (P + %)""(%)“H( Cf - )W

(C) Si —l<a<p—1et B<—1,

(4.6) ¢°I < Cte. {(P+ %)_P(_—(Cfl])_)_;ﬁ D)aﬂ-l/% +(P+1) (B/E)Eﬁ+l} ,

(D) Si—l<a<p—letg>—1
@n  erscee(p+ A (2EEA N E VT

D) \t+yp+D/ \Cc+1
(E) Sta>p—-1e g< -1,
D \*/ D \*Y/B\t*, =
. oI < Cte. s ;
(4.8) &I < Cte (P+C+1> <c+1) (E) WEF

(F) Sta>p—1et > —1,
D \* D \**/ E \/*
4.9 ‘I < Cte. ( P V'F;
wo)  ersce(P+o29) (g37) (o57)
Les constantes dépendent aux («, B, 0) mais elles sont indépendantes des
(4, B, P).
Posons d’abord

(4.10) a=vVZAC, b=VEBIC et s=“72+TLt—1,

donc 0 <a,b<1 et a+ b=1. Lorsque t varie de 0 & 1, la fonction s
atteint son minimum 0 & ¢ = a, et elle prend chaque valeur positive
exactement deux fois. Résolvons la derniére équation de (4.10) par
rapport 3 t, elle admet les deux racines t,(s) et ty(s):
4.11) t(s) = M(s)/(s + 1) et t(s) = a’/h(s),

’ ol h(s) =a+ (s + D(s))/2 et D(s) =1V s(s + 4ab) .
Alors, £,(0) = t,(0) = a et 0 < t(s) < a < t(s) <1 si s >0. Nous écrivons
I comme la somme de deux intégrales par rapport 4 s:

eI=J=J +J, avec

Ty = [T 6O = o P + o gdss G =12,

(4.12)
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ol nous avons tenu compte de la relation dt/{t(1 — £)} = F ds/D(s) suivant
O<t<aoua<t<l

Dés maintenant, nous écrivons g, ~ g, (ou g, < g,) pour les deux
fonctions ¢; = g(A, B, +-+;a, b, +++,8, +++; @, B, +-+) positives quand il
existe des constantes K, et K, (resp. K;) positives telles que

K, < 9/9. = K, (resp.g = K1),

ou les K, et K, (resp. K;) peuvent étre dépendantes aux quantités en

caractéres grecs («, 8, - - -) mais elles doivent étre indépendantes des quanti-

tés en caractéres latins (4, B, +++;a, b, -+-, s, --+). Ainsi, les notations~

et < signifient ’équivalence et majoration en ignorant des constantes.
Nous introduisons de quelques fonctions auxiliaires:

U(a, 7; x)

413) _ 1 rt““(t + 1y~=te=*tdt, pour @ >0, YeR et ©>0;
(@) Jo

4.14) F(C, Q;a) = SQs“e“C’ds, pour C>0, Q=1 et acR;

G(C, pia, B) = S: (s + p)*ttB(s 4 1)7o b2 € ds |

(4.15) P
pour C>0, 0<p=<1, acR et BeR;
HC, p,qa B,7) = r(s + p)*tB(s + g)TH(s + 1)FeT2 e s,
(4.16) 0 V's

pour C>0, 0<p=<q=£l, acR, BcR et YeR.
Nous allons comparer les J, et J, avec ces fonctions.

LEMME 4.1. (1) Soit 0 < a <1/2. Alors,

J, ~ (P + 1H(C, a,2 T % o 0, 8), et

P+1
(4.17) 7 ~P—p<_ﬁ_>a+lG( Ca(P"‘ a/) P ;0 —a— 2 a) .
: P+ta P 'Pra Y

(2) Soit par contre 1/2 < a < 1. Alors,
J, ~ (P + 1)*bt+¥(1/2, —B; Cb) , et

418) ; _ poo(_P \HgC(P+1) Pb _P o
Js (P+1> < P PrLUPLLOATAT p’“)‘

Les équivalences sont wuniformes par rapport a (C, P, a, b) chaque fois
qu’on fize les (o, B, P).
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PREUVE. Nous voyons facilement par (4.11) que

~S+a —_— f'v—_b2 M ~ az 1—t ~8+b,
tl(s) S+1 ’ 1 tl(s) s+ b ’ tz(s) s+ a ’ 2(8) 8+1 ’

et que D(s) ~ V's(s + ab) .
Done nous avons

(P+ 17T, ~ 597 " (s + @) +i(s + by 55 + (s + B2 LD

P+1/) Vs(s+ab)’
~ q2a+? i —a—1 B+1 —p—1 gf TP e %ds
PiJ, ~ a S (s + @)P~=(s + b)P*i(s + 1) (s fa+ P) s

Sio<ax1/2,alors s+ ab~s+a,s+b~s+1. Sil/2=<a<]1, alors
s+ab~s+bs+a~s+(P+a))(P+1) ~s+ 1. Dou (4.17) et (4.18).
C.Q.F.D.

Ainsi, D’estimation de J est réduite a celle des fonctions auxiliaires.
LEMME 4.2. Soit v #1 et « > 0. Alors
“4.19)  ¥(a,v;w) ~(

Min(1—y,0)
z+ 1™, pour x>0,
r + 1) ( ) P

Uéquivalence étant uniforme par rapport @ x pour les (a, v) fixes.
Pour la démonstration, voir [3], Vol. 1, Chap. 6.

LEMME 4.83. Soit a« = —1. Alors, pour C >0 et Q = 1,
(4.20) FC@a) = e—cw(l, a+2C+ %) ,

la majoration étant uniforme par rapport d (C, Q) pour a fixe.

PREUVE. Soit d’abord CQ <1. Alors ¢ ~1 pour 1 <s=<Q, et
donc

F~ SQ stds ~ QUEri) L T a + 2;1/Q) .
Soit ensuite CQ = 1. Alors
CoHF < S“sae-eds — ¢9CT(L, @ + 2; C) . C.Q.F.D.
c

LEMME 4.4. Soit (@ + 1)(8 + 1) = 0. Alors, pour C>0et 0 < p =<1,
(4.21) G(C, p; a, B) ~ p*"'¥(1/2, @ + 2; (C + 1)p) + e°¥(1, —B; C),
uniformément par rapport @ (C, p) pour les (&, B) fixes.

PREUVE. Partageons l’intégrale de (4.15) en deux parties: G =
+ S; = @G, + G,. D’abord, G, ~ ¢ °¥(1, —B; C). Pour G,, soit premiére-

1

0
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ment C < 1. Alors, G, ~ p"»@tb9 ~ poHP(1/2, a + 2; p).
Soit ensuite C = 1. Alors,

G~ o (6 + D omE s ~p T2, @ + 2 Cp) . C.QF.D.
0 8

LEMME 4.5. Soit (@ + 1)@ — B + 1)(v + 1) = 0. Alors, pour C>0
et 0 < p=q=1, nous avons

_ 1 - 1
H(C, p, ¢ a, B, 7) = p*"'q? *¥(1, e +2;(C
(4.22) (€, p,0a B )= p"q {_]7=Cp+1+e ( a+ ( * q>p>}
+ ¢*Ee (1L, ¢ — B + 2; (C + 1)q) + erQa, —v; C),

uniformément par rapport @ (C, p, g) pour les (a, B, v) fixes.

PREUVE. Partageons l'intégrale de (4.16) en quatre parties:

H=SF+S"+SI+S“EH1+H2+H3+H,.
0 » q

1

Alors, H, ~ p**q*\/Cp + 1, H, ~ p**'¢~*F(Cp, q/p; @), Hy ~ ¢**'~*F(Cq,
1/g; & — B) et H, ~ eU(1, —; C), d’ou (4.22) d’aprés le Lemme 4.3.
C.Q.F.D.

COROLLAIRE 4.4. Sous les hypothéses du Lemme 4.4, nous avons les
suivantes:

(1°) Si a+1>0 e B+1>0,

a+1 e
G, p;a, P = (%) NVCp+1;

(2°) Si a+1>0 e B+1<0,

(4.23) G= (C f_ T )“‘(Cg_:—ll >a+1/1/C'p +1;

3) Si a+1<0 e B+1>0, G=Zp*/VCp+1;
(4°) Si a+1<0 e B+1<0,

B+1 —C
G =@+ Tp+ 1)+ (Ci 1) —

PREUVE. Dans chaque cas (1°) ~ (4°), on estime le membre a droite
de (4.21) en distinguant les cas 0 < C<1,1<C=<Z1/p et C=1/p.
C.Q.F.D.

COROLLAIRE 4.5. Dans le Lemme 4.5, mous distinguons les 8 cas
suivant les signes des a+1, a— B+1 et v+1. Nous écrivons, par exemple,
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(+++) pour exprimer le cas o ¢ +1 >0, — 8 +1>0 et v+ 1>0.
Alors, nous avons les suivantes:

6°) (+++)

HC,p, 0,87 = (Cgill)w( Cé’ j;)“’/mm ,

00 ooy (G (S () e

(1°) (+—+) H= q“‘ﬂ+‘<%§)—j__—ll-)a+l/l/_0p 1

®8°) (+--)
apiif CD 4 1\*H Vo +1 C V' e¢ |
H g <W+—1‘) / Cp+1}+<c+1> Ct+1’
(9°) (—++4) H={p*"¢ V' Cp+ 1 + (C+ 1)pte™0;
(10°) (—+-) '

_ o/ C N
a+1,—8 1 1)t Cq;
H= {p™q*V/Cp ¥ 1} + (C + 1) (c+1> ¢

(4.24)

A1) (-—+) H=pq?V'Cp+1;
(12°) (-==) H={p+q?VTp+ 1) +

C )’“ e~°

C+1/ C+1°

Les majorations sont uniformes par rapport aux (C, p, q) quand on fixve
les (o, B, 7).

PREUVE. On estime le membre a droite de (4.22) suivant les cas
0<C=<1,1=<C=1/q,1/g<C=<1/p et C=1/p. C.Q.F.D.

Démonstration de la Proposition 4.1: Nous avons vu dans le
Lemme 4.1 que les J, et J, sont majorées par les ¥, G et H. Et, ces
fonctions auxiliaires viennent d’étre évaluées dans les Lemme 4.2,
Corollaires 4.4 et 4.5. Done, il n’y a qu’a appliquer ces informations
aux J, et J,. Le tableau suivant signifie, par exemple, que 1’inégalité
du cas (A) dans la proposition est une conséquence des (12°), (2°), (10°)
et du Lemme 4.2:

(A)—(12°),(2°), (10°) ; (B)—(11°),(2°), (6°) ;
(C)«—=(8),(1°), (9°); (D) —=(7°),(1°), (5°);
(E) —(6°), (3°), I1°) 5 (F) —(5°), (3°), (7°) . C.Q.F.D.

5. Integrales dépendantes aux paramétres (Suite). Dans ce para-
graphe, nous allons évaluer les deux intégrales dépendantes aux para-
métres.

Soit, premiérement,
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f@)=flz L, a, b;a, ', 5, B')

=2{L(z+a) + 1}{L(z+ b))+ 1}*|z—a|?|z— b
X {L*|z—al|(lz—a]+ |z—0b]) + 1}
X{L*|z—0b|(lz—a|+ |z — b]|) + 1}&r
X{Llz—a|l+]|z2—0b) +(L|z—al)}+ (L|z— b))}
x exp [L{(a - b — (|z —a|+ 2=},

ot les (L, a, b, o, ', B, B') sont des paramétres réels satisfaisant 3

(5.1)

2
-2) a=0, ad=0; 0=8<1 et 0=/ <1.

LEMME 5.1. Sous l'hypothese de (5.2), mous avons
(5.3) S” fz L, o, b a, &, B, B)dz < Cte. Li+#—Y(L + Ly+a+ |
0
ou la constante dépend aux (c, ', B, B') mais elle est indépendante des
(L, a, b).

PREUVE. Remarquons d’abord que la fonction f est invariante par
I’échange simultané des (a, «, B) et (b, @', 8). On peut donc supposer
que

(5.4) 0<a<l2<b<l.

On partage l’intégrale de (5.3) en quatre parties:
oo a b 2 o
(5.5) [[r@ae =+ ++ [ =r+n+15+1,

on pose de plus I, = I, + I, + I,

Majoration de I,: Si z= 2, on a f(z) < Cte. LfF+#(Lz + 1)xt«g 22",
parce que (|z —a|+ |2 —b])* — (@ — b)*= 27°. On a donc

(5.6) ' I, < Cte. L#+#—2g1% |
Magjoration de Iy lorsque L<1: Si0<z2z<Z2, ona
flz) =Cte.(L¥ |z —a|* + Lf|z—b|), d’ou
(5.7) I, < Cte. (L* + L¥) .
Par (5.6) et (5.7), nous avons (5.3) lorsque 0 < L < 1.

Majoration de I, lorsque L =1: 8i a = b, alors I, = 0 par définition,
supposons donc que b >a. Soit a <z<betposonsc=b—a,x=2—a
et y =b— 2 On voit que
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f(z) =< Cte. La+a'+ﬁ+ﬂ’—10—1{(c/x)(ﬂ+1)lz(c/y)(ﬁ’ﬂ)/z + (c/y)(p/-u)/z + (c/x)‘ﬁ+"/2} .
On a donc
(5.8) I, < Cte. Loto+b+e—t |
Magoration de I, lorsque L =1: Soit b <z =<2, et posons ¢cL = M et
w=(z— a)(z — b)L*. Alors,
Li—e«=#=# [, < Cte. SaL Mw)e™*dw , avec
[}
h(w) — w—ﬁ'(w + 1)(5'—1)/2(,“) + M2 4 1)(,9—1)/2(w + Mz)(,g'—,e—l)/z
—_— N w? )ﬁ’/2 .
x{l/w—l—M + (w + M) +<—w+M2 }
On voit, sans difficulté, que Sw h(w)e™**dw est majorée par une constante
0
indépendante de M > 0. Done, on a
(5.9 I, < Cte. Lote+pta—t

Majoration de I, lorsque L =1: Posons également w = (z — a)(z — b) L2
On a alors

abL2
L= ], < Cte. g “ W(w)edw
0
ou h'(w) est égale a h(w) ci-dessus mais avec les B et B8 permutés. Donc,
on a
(5.10) I, < Cte. Letw+es=1 |
Le Lemme 5.1 est maintenant établi. C.Q.F.D.

La deuxiéme intégrale que nous considérons dans ce paragraphe est
la suivante: Posons

9(2) = 9(z; M; a, B, 7, 6, 0)
(5.11) =z|lz—11*@+1D(M|z— 1|+ 1y{Mz+ 1) + 1)°
X {M*z — 1)’ + M(z + 1) + 1} exp {— M*(z — 1)%},
ou les (M, a, B, 7, 9, p) sont des constantes satisfaisant & la suivante:
(512) M>0; a> -1, a+B8+2%0; yeR, 6cR et pcR.
LEMME 5.2. Sous I’hypothése de (5.12), nous avons

(5.13) S: 9z M; @, B, 7, 9, p)dz < Cte. (M A’; 1

)Max(a+p+2,0)

(M + 1)5—a—p—1 R

ou la constante dépend aux (a, B,, 7, d, 0) mais elle est indépendante
de M.
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PreEUVE. Partageons l’intégrale de (5.13) en trois parties:
(5.14) S" 9(@)dz = S
0

on pose de plus J, = J, + J,.

1/2

2 o
+S +S =J1+J2+J3,
1/2 2

0

Majoration de J,: Si z=2, on a
Me+i+1g(z) < Cte. (Mz)*"+* X (Mz + 1)+~% exp (— M*#*/4), done

(5.15) J; < Cte. MMex=+8+2.9 exp (— M?*/8) .

Majoration de J, lorsque M <1: Si 0<z=2, on a g(z) < Cte. |z—1]%
donc
(5.16) J, < Cte.

Magjoration de J, lorsque M =1: Si 0<2z=1/2, on a

9(z) < Cte. M7+~* exp (— M*/4) , donc

(5.17) J, < Cte. M7+** exp (— M*/4) .

Magjoration de J, lorsque M =1: Si 1/2<2<2, on a

9(z) < Cte. M’~*v*(v + 1) (v* + M)~* exp (— %)
avec v=M|v—1|. Donc,

(5.18) J, < Cte. M—e—e—t,

Le Lemme 5.2 est maintenant établi. C.Q.F.D.

6. Fonction auxiliaire E(t, P, Q; \, &, v; ¢). Soit ¢t > 0 et désignons
par P=(s,2), Q@ =(s,y), R=(s"2) etec. des points génériques de
R ={(s,x); s€c R et =0} et par dR la mesure de Lebesgue ds”dz
dans R", ou n = 2. Définissons
E(t, P, @, 93 ©) = 60 (Ag + £y

(6.1) X (Bpg+|8— 8|+t +VitApy )t "exp{—c(t™Bpo + |8 — &)}
avec App=WV e +Vy) e Bp=V2—-Vy),

ol ¢ est une constante fixe positive et les A, # et v sont des constantes

réelles. Le but de ce paragraphe est de donner des inégalités de type de

composition par rapport a (f, P) des E utilisées dans les §§ 2 et 3.

LEMME 6.1. Supposons que
©.2) —1<an< =12, —1<NV<-12; p=z1/2, =21/2;
v>0, V>0 e vy+y<n-—1.

Alors, nous avons l'inégalité suivante:
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63) S dt’SR” E(t— ¢, P, R\, 1, v; OB, R, Q; N, 12, V'; 0)dR
. +

SK-Et,P,@M+N+1Lp+v+y50),

ou K est ume constante positive dépendante a (\, ft, v, N, t, v, ¢) mais
indépendante des (t, P, Q).

Démonstration: Nous effectuons les intégrations d’abord par rapport
a §”, ensuite a4 ¢ et finalement a4 2. Premiérement, nous savons le fait
suivant: Soient (v, V') satisfaisant d& (6.2), alors

Skn_l (] s — SH[ + M)»+1—n(]sn — sll + N)v'+1—-ne—c(|s—-s"|+ls"—-s'[)dsn
< K(s—¢§|+ M+ Ny+w+-ng—cle=s'l = quels que soient s, s’ € R*™*,

ou K >0 est indépendante des (M, N, s, s’) (Vérification facile). Nous 1’appli-
quons pour M= Bpp+t—t +V'({t—t)Apz et N = Bpo + t' +V T AL,, pour
0<t <t et remarquons que 4(M+ N)=Bpo +t+ V tAs. Alors,
grace a ’hypothése (6.2) sur (g, ¢'), nous avons

(Beog+ |8 =8|+t + VitAp) el ! S E(-«)E(---)ds"”

R?1
(6.4) < Cte. (App + £)"UD(Ape + )~ "OF @, ', 2, y,2), ol
F(t t', x, Y z) — (t _ t/)z—u/z)tw—uﬂ) exp {_c( BPR ) + (BRQ )} .
e t—t ¢

Pour intégrer par rapport a #’, nous appliquons la Proposition 4.1, (A)
avec a =N — (1/2), B8=N —(1/2), p =0, A = Bpp/t, B= B/t et P=1.
Alors,

St F(t, tl’ x’ y’ Z)dt, é Cte. t1+2’+(1/2JBPRZ+(1/2)BRQR'+(1/2)
0 S—
X {]/BPR(]/BPR + VBRQ) + t}_x_l{L BRQ(L BPR + I/BRQ) + t}-l’_l
X {V'Bpr + V Brg + V' & (Bpa/t) 7P + VT (Bgo/t) ™17}
X exp{—c(V Bpr + V Bgo)/ t}.
Derniérement pour intégrer par rapport i 2z, nous faisons appel 4 1’aide
du Lemme 5.1aveca =21 — 1, o’ =2t/ — 1, 8= —-2n—1, 8 = =2\' -1,
L =V'cApft, La = V'ex]t et Lb=1"cyft. Alors, nous avons

oo t
So (Apg + )= (A o + )Wy S Ft, ¢, o, y, 2)d¢
0
=< Cte. t*¥+UB(Apg + t)**#' =" exp (— cBpo/t) ,
ce qui démontre (6.3). C.Q.F.D.
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Nous pouvons poser P = @ dans (6.3):

S' dt Sm_l E(t —t, P, R;\, 1, v; OE(t, R, P;\, 1, '; 0)dR

é Kt1+1'+1(x __]_ t)#+#’{t(x _|_ t)}(u+u'—n)/2 R
si (6.2) a lieu.

LEMME 6.2. L'inégalité (6.5) reste vraie sous U'hypothése suivante au
lieu de (6.2):
—l<V < —12< N, p<125y,

(6.6) MFUu<0, N4+ <0, MN+N+p+p+1>0,
v>0, V>0 e v+vy<n-—1.

(6.5)

PREUVE. Analoguement a (6.4), nous avons d’abord

{t(x + t)}(n—l—u—y’)ﬂg
R™
< Cte. G, t', x,2), ou

_E(t— ¢, P, B; -+ )E(t', R, P; ++-)ds"

6.7
CD G, v, 0,9 = ¢ — ey, + t— pyoe

Nous utilisons la Proposition 4.1, (C) avec 0 < A = B = ¢Bpp/t < P = cApg/t,
0=@Q/2)—p, a=x—1Q/2),et =N+ —1ou =N —(1/2). Alors,

t
So G(t, t', @, 2)dt’ < Cte. tH¥+UR B, X+ A | Lhptw =012

X (App + )7 UP(Bpg + t)™¥ " exp (—4cBpg/t) .

Derniérement pour intégrer par rapport i 2z, nous utilisons le Lemme 5.2
avee M=2Vex/t, a=2V+1, B=20+p+¢)—1, v= -2\ —2,
0= —-2n—1et p=0. Alors,

S“ dz S‘ G(t, ', &, 2)dt’ < Cte. t+0m(g 4 gyutw—am
0 0
Celle-ci n’est autre que (6.5). C.Q.F.D.

7. Préparation du calcul du trace. Soient ¢t >0, §e R"'(n = 2) et
x# = 0. Définissons

[y I( 202

— 20z coth (ot)} ,
sinh (o7) "\ sinh (0t)>exP{ ow coth (a0))

2(t; 8, x) =
(7'1) n—1 12
avec 0 = {Z §§+1} ;
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1.2) K@) = S” Yt o)de, od vt w) = (1) Sm_l A(t; 8, ©)ds -

Dans ce paragraphe, nous allons obtenir le développement asymptotique
de «(t) lorsque ¢ | 0. En particulier pour » = 2, nous allons considérer
également le comportement de la fonction

(7.9) kot ) = |+t 2)da

ol & est un paramétre positif. Il s’agira du cas ou 0 est petit et ¢ tend
vers zéro. Commencons par k(t).

PropoSITION 7.1. La fonction k(t) admet le développement suivant
sur le segment 0 < t < 1:

Vo(t) , st m=1impair=3,
_ 1 . .
7.4 () + ¢ 1 , — pair =4,
(7.4) " (t) = Pi(8) + £ ro(2) log ; st n o= pair =
1

= log-%- + 4rg(t) + t*yri(t) log -t— , 8sin=2,

oU les Ar(t), «+-, ¥ t) sont des fonctions holomorphes de t d t = 0.
Si n = 3, nous avons

(e = (0 — D [ TEE L feva
(7.5)

avec k, =(n — 1)@2n)"w,_, e @, = n‘"*"’zl’(n—ﬂ>_l )

2
ou [2] désigne la partie entiére de z.

Démonstration. Dans la définition de £(¢), nous échangeons 1’ordre
d’intégrations par rapport a 8 et #. D’aprés la formule de Lipschitz
S" I(y)e v 4dy = 1/sinh A, pour A >0,
0

nous avons
ds
r=1 ginh (at)

k() = (271')1‘"8

Passons aux coordonnées polaires:

p=15%)

”27 Ca=§a/.0, l1fasn-1.

Alors, d§ = p**dodS; et S dS; = (n — 1)w,_,. Done, £(t) est représentée
p=1

par une intégrale unie-dimensionnelle:
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ol ”—zdp
)=k, | 2%
o) =k | 2 sinh (07)

Posons de plus r = gt = tV/0* + 1. Nous avons finalement

n—1 o

(7.6) tkn £(t) = S, Mot = B, od M) = =T
M) est une fonction holomorphe de 7* dans || < 7/2 et 0 <r < o et
de décroissance rapide i r — co.

Soit d’abord n = impair = 3. Alors, l’intégrand de (7.6) est holo-
morphe par rapport a (r, t), d’ou (7.4).

Soit ensuite n = pair = 4. Posonsn =2p +4(p=0,1, -..). Alors,
le membre a droite de (7.6) devient

SZ )\‘(’r)(/rz — t2)p+(1l2)d,r + Sm)\l(,r)(/'d _ t2)p+(1/2)d/r .
t 2

Le dernier terme est évidemment holomorphe sur 0 < ¢ < 1. Quant au
premier terme, il est la série convergente des termes

2 . . a(t) X
S P — gy — tmwg (cosh 6)%(sinh 8)d0
t 0

avec j=0,1,2 ... et 6(¢t) = arc. cosh (2/t), d’ot ’on a (7.4).

Soit derniérement m = 2. Alors, k, = 1/7 et le membre a droite de
(7.6) est

10 dr (1) — N(0) = Mr)dr
2 Sn/frz—t2 + St Vi dr + S._) Vi—¢"

Le premier est égal a (1/2)arec. cosh (2/t) = (1/2)log {(2 + V 4 — t*)/t}.
Pour les autres termes, le raisonnement est analogue & celui aux cas
précédents.

Si » = 8, il existe la valeur de t" k() 4 t = 0 et elle se donne
T () o = S“x(r)w-adr = (n—2)! 3 (% + 1)
0 =0
= (n— 1) S“’[‘f_il]s—"de . C.Q.F.D.
0 2

Maintenant, soit n = 2 et considérons la fonction £ (t; 6) définie par
(7.3). Nous allons démontrer la suivante

PROPOSITION 7.2. Fliwons un 6 >0. Alors, lorsque t | 0, mous avons
une formule asymptotique
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7.7 Eo(t; ) = %mlog% + ‘—;1- + 0V t), pour m=2,

ou A est ume constante dépendante d 9.

0 est fixe dans la proposition, mais dans la démonstration, nous le
regardons comme une variable parcourant un intervalle (0, J,], parce que
nous aurons besoin du comportement & é — 0 dans la proposition suivante.
Posons d’abord

(7.8) Feas 3) = 1(t) = Fiolt; ) = | 7(ts a)ds .

Grace a (7.4), il suffit de vérifier la formule asymptotique

B

1.9) kw0 =-Llgl + B yoanT), B=Cte (),
47t t t

lorsque ¢ | 0. Pour commencer, nous utilisons une représentation intégrale
1
Iz) = % S (1 — O)de
-1

et effectuons ’intégration par rapport 4 x. Alors, nous avons

27K )(t;0) = Sl_l _I/_J.E‘Z—E—E Sj (chr — O™

* eXD {_%6<Ch7‘ B slf'r'>}1/7l";ali ¢’

Soit maintenant 0 < ¢t € 1/2, et partageons le membre & droite en trois
parties:

11 2R 0) = S/ dc S dr + S_’ dc S dr + S_ dc de'r
= fi(t) + fot) + fi(t) .

On voit, sans difficulté, que

(1.12) 0 < fit) + f(t) < Kexp(—ad/t), K>0 et a>0,

ou K et a sont des constantes indépendantes de (¢, ). Il nous reste
a évaluer f,(t) qui est plus difficile. Posons

(7.10)

X = X(r, t)=£%%(chr— 1), Y=Yrt-= Zg/lfr :

et J(X, Y;0) =§ e (1- L) .

(7.13) .
o C+ X)WVC \ 1Y

On a alors
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o VY : rdr
(7.14) ﬁ(t) = St e X YJ(X’ Y, B)V—ﬁ .
Lorsque » varie de ¢ 4 1, X varie de Xy (¢) 4 X,(¢), ou

ht -1 chl -1
7.15 S Xt =32"2
(7.15) X(?) Y et X,(?) )

et Y est uniformément d’ordre 1/¢, on peut donc supposer que ¢ soit si
petit que Y soit toujours plus grand qu’l. Posons

(1.16) J(X;0) = J(X, + ;8) et J(X, Y:0) = J(X, Y30) — J(X; 9) .
LEMME 7.1. Soient X >0, Y=1 ¢t 6 > 0. Alors,

(7.17)  (1°) J(X;0) =V T/XT(1/2,1/2; 6X) = OU/VX(GX + 1)),

(7.18) 2°) J(X, Y;0) = OV Y(GY + 1)),

ou les O sont uniformes par rapport d (X, Y, d).

PrREUVE. Pour (1°), voir [3] Chap. 6 du Vol. 1 et (4.13). Pour (2°),
J'(X, Y; 0) est égale a

I, me—;;)T/—le -5 Y- ﬁ

dont chaque intégrale est O(1/VY(0Y + 1)). C.Q.F.D.
Nous posons

7.19 () = S - T 80

(7.19) flt)y =\ e ( )1/7'2——15_2

alors, le Lemme 7.1 entraine tout de suite le suivant

LEMME 7.2. Nous avons
(7.20) £ - f)| S KVEINT+ ¢,
ou K est une constante indépendante de (t, 0).

Nous avons vu jusqu’ici que
(7.21) | 2Tt (£ 0) — () | S KVIVE T 2,
avec une K’ > 0 indépendante de (¢, 0). Pour évaluer maintenant fy(t),
nous allons la transformer en une intégrale par rapport 4 X. Posons
(7.22) z=1r" et & =1tX(r,t) = ¢(), donc ¢(2) = r(chr — 1)/shr.
#(2) est holomorphe en z sur la demie-droite z = 0, positive si z > 0,
#'(z) > 0> ¢"(z) si 2>0, ¢(0) =0, ¢’(0) = 1/2 et ¢”"(0) = —1/12. On peut
donc résoudre I’équation & = ¢(2) par rapport a z:
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(7.23) z = y(£), avec '(0) =2.
Posons encore
(7.24) NE) =V'2Y = Vr/shr, (8 =)/

et 7.(8) = n(E)'() -

Ces fonctions sont holomorphes et positives. Les 7,(§) et 1/4,(£) sont
bornées lorsque & varie de 0 a4 ¢(1) et de plus 2rdr = ty'(§)dX. Cela
posé, nous avons

14 o3 ax t X8
(7.25) LAY = § AT 3)1/X yi(§) — ¢ {Xo(t) + 81
= fi(t) + fi(?) .

Nous traitons d’abord f,(t). Posons &, = tX(t). Alors la fonction

P&, &) = {¥(§) — v(E/(E — &)
est holomorphe par rapport a (&, &) et +.(0,0) = 2. Comme & = (&),
nous avons par (7.25), Xv(&) — t = {X — Xy()I(§, &). Done,

=| X J( X aX
aay PO L 1 DI O s avee

7u(t, X) = 7.(E)/V¥:(E, &) (en particulier 7,(0,0) =Vv'2) .

Partageons 'intégrale de (7.26) en deux parties:

fHt)y=v"2 SM W{==Z=(=5J(X 0)dX

(7.27) ' ~ e
* Sm 0, X) = V2 areaes (X )X
= fo(t) + fi(t) .
LEMME 7.8. Lorsque 0 < t € 1/2, mous avons
— 1
(7.28) fit) = o(t log T)

uniformément par rapport a o.

PREUVE. 7,(t, X)— 1V 2 =0() si 0 < X <1 et donc par le Lemme
7.1,

[fot) | = Cte. tS i7‘X(XdXX )

Mais on sait que
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! dX — 2 - Xo + 2[/ 1 e Xo
(729 )., 7xr=y = s X,
et que X,(t) = O(t) par (7.15), d’ou (7.28). C.Q.F.D.

LEMM 7.4. Lorsque 0 < t € 1/2, mous avons
(7.30) F=fit) = wlog T+ git) + VTh(t, 3),
ol g.(t)(resp. h,(t, 6)) est ume fonction holomorphe de t (resp. de (i, 0))
d t = O(resp. a (t, d) = (0, 0)).
PREUVE. On sait ([8], Chap. 6 du Vol. 1, p. 266) que
e J(X; 0) = —— + V3 0(6X),
(7.31) VX
avec O(X) = —-2Vrw F\1/2;3/2; — X)
ol O(X) est une fonction entiére de X. Donc,

L 9(eX)X
Sxom VX - X(t) u(t, 9)

est holomorphe a (¢, 0) = (0,0). D’autre part, le membre a droite de
(7.29) (avecX, = X,(t)) est égal a log (1/t) + g,(t) avec une g,(t) holomorphe
i t=0, dou (7.30). C.Q.F.D.

La propriété de la fonction fy(¢) étant éclaircie, il faut maintenant
regarder fy(t) dans (7.25). Notons que 7,(0) = +4,(0) = 2, done f(t) s’écrit

sty =vE] " e 0 2%
(7.32) 11w o /2
+ Sl e rI(X; 5){W ]/;}dX
= fi(t) + fu(?) -
LEMME 7.5. Nous avons
(7.33) | fu(®) | = K"t/(6 + ¢)

ou K" est une constante positive indépendante de (¢, 0).
PreuvE. Si X=1, ona

| 9OV ZX(€) — t — V' 2[X | < Cte. tX,
done, par le Lemme 7.1, (1°),

| fult)| < Cte. t Sf“” 1/_%azx < Cte.t/( +t). C.Q.F.D.
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Derniérement, f,(t) s’écrit

(7.34) S:‘”’ U (L)2, 1/2; y)% ,

A=) =
ol & =tX,(t) = (chl— 1)/sh1, donec 0 < & < 1/2.

LEMME 7.6. Soient 0 <t <K & et 6 > 0. Alors,
(7.35) Si E0=<t, ft)=1V2rlog (./t) + OV EDE) ;
(7.36) Si 0=t 0<f0)— fi(t) = O((t/5)* exp (—£,8/%))

uniformément par rapport d (¢, 0), ou

(7.37) f{0) = V27 S:e—ku/z, 1/2; y)%y— .

PrREUVE. Il suffit seulement de remarquer que

w(1/2, 1/2% ) = {‘/_”_ +0(y), pour )0,
O1/y), pour ytoo. C.Q.F.D.

Nous résumons le raisonnement sur l’estimation de «.,(t; 6). Nous
pouvons écrire

(7.38) 2mth o (t; 8) = %{ﬁ(t) + £} + fuld)

ol fu(t) = (2°tkw(t; 0) — £i()} + {fi(®) + fu(®)}/2v/ 2. Daprés (7.21),
Lemme 7.3 et Lemme 7.5, on a

t 1
= _ —).
(7.39) 1£u)] = () s + tlog 1)
Fin de la démonstration de la Proposition 7.2: Fixons un 6 >0. Alors,
lorsque ¢ | 0, on a f,,(¢) = O(V t) par (7.39),

1

-72510gT + Cte. + O(t) par le Lemme 7.4, et

1 -
mfy(t) =
ﬁ_—? fo(t) = Cte. + O(tV' t ) par le Lemme 7.6 .
Nous avons ainsi vérifié la formule (7.9) ce qui finit la démonstration.
C.Q.F.D.

PRrOPOSITION 7.3. Soit n = 2. Nous nous donnons une fonction a(x)
de classe C' sur 0 < x < oo telle que a(0) = 0. Alors, pour un 6 > 0 fixe,
nous avons une formule asymptotique suivante:



SUR LES (-FONCTION D’EPSTEIN 129
8 C
(7.40) ‘ v(t; x)a(x)de = " + 01/ V' t), lorsque t]O0,
JO

ot C est une constante indépendante de t.

Démonstration: a'(x) = da/dxz est continue et bornée. Et d’autre
part v(t; x) = — <§x(w)>(t; 2x). Donc, nous avons
x

@41) (ot Mala)ds = — kot 20)(0) + | Kl 2000/ @)
0
Nous récrivons (7.38):

(7.38) 27K (5 22) = fi(t; @) + fo(t; )} + fut; ) .

1/—{

Nous voyons d’abord

(1.42) S Fults )a(@)de = O/ T), grace A (7.39).
Ensuite,
(7.43) 3 1/__5 fi(t; x)a’ (x)da = £ log —a(B) + Cte. + O(¢) ,

d’aprés le Lemme 7.4. Considérons troisiémement

(7.44) S: fot; ©)a' (x)dx = S:uzeu fo(t; v)a’ (x)dx + S:I(W fo(t; x)a/ (x)de .
D’aprés (7.35) du Lemme 7.6, nous avons

le premier terme a droite de (7.44) = O(t log (1/t)) .
Et, par (7.36) du méme Lemme,

le dernier terme a droite de (7.44) = S:/(zel) fi0; x)a'(z)dx + R,
o |R| < Cte. S:w (t/2)" exp (—cx/t)dz = O() (¢ = Cte. > 0)
et SZIW £40; ®)a/(@)dw = Cte. + O(t log (1/2)) ,
parce que fy(0; ) = O(log (1/x)) si > 0 est petit. Done, en somme,
(7.44") g: fi(t; @)’ (@)da = Cte. + O(t log (1/t)) .

Par (7.42), (7.43) et (7.44'), nous avons
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27t S: K (t; 2x)a’(z)dx = 12[-11(5) log (1/¢) + Cte. + OV t)

= 2tk (t; 20)a(d) + Cte. + O(V't),
d’ot le résultat. C.Q.F.D.

COROLLAIRE 7.4. Soit n = 2. Désignons par A(d), B(d), et C(0) les
constantes A, B et C dans (7.7), (7.9) et (7.40) respectivement. Alors,
noUS aAVONS

(7.45) A@G) = L {log (85) + v} ,
47

(7.46) B() = L {log (2/5) — 7},
4T

(7.47) ce) = L S =) gy
A Jo g

ou v = —1I"(1) est le nombre d’Euler.

PREUVE. Comme +40) = A(0) + B(9), il suffit de savoir les valeurs
¥3(0) et B(0). (7.47) est une conséquence de (7.41) qui implique C(d) =

—286 B'(2x)a(x)dx. D’abord, (7.4) et un calcul simple donnent
0

(7.48) ¥(0) = 71{ log 2 .
D’autre part, (7.20), (7.25) (7.29), (7.31) (7.33) et (7.37) nous donnent

4nB(O) = —2=fi0) + {2 — log 2} _

VvV 2rx =0
_ % S:’ IU(L)2, 1/2; X)% +log 8
- 1/2_.?_ S F(1)2; 3/2; — X)%
Mais on sait que
X:’e-wa/z, 1/2; X)i'l-)‘%f —2 S: Fu(1/2,82; — X )%
- S“ e (log %)% = I"(1/2) — VT logd = —V (v + 2log 2 + log §) ,

d’od (7.46). C.Q.F.D.
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