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Voisinage d'une feuille compacte dans
un feuilletage Lagrangien :
Le probléme de linéarisation symplectique

Carlos CURRAS-BOSCH(*) et Pierre MOLINO
(Received July 8, 1993)

Soient (M, w, &) une 2n-variété symplectique munie d'un feuilletage
Lagrangien, et L une feuille compacte de <. On sait que [ est
munie d'une connexion affine plate V, et que d’autre part un voisinage
ouvert Z de L dans (M, w) S’identifie symplectiquement 3 un voisinage

ouvert 7, de la section nulle L < (T*L, a)o>. La connexion plate V

définit a son tour dans T*L un feuilletage Lagrangien ¥, qui sera regardé
comme le linéarisé de & le long de la feuille L. On remarque que la
connexion de Weinstein définie sur L par le feuilletage linéarisé est encore
V. Comme la dualité symplectique identifie la connexion de Weinstein a
celle de Bott [Da], ceci implique en particulier que !’holonomie
infinitésimale de L dans les deux feuilletages est la méme. On dira que &
est symplectiquement linéarisable au voisinage de L si l'on peut (quitte 2
restreindre % et %,) trouver un difféomorphisme symplectique ®
(7%, w)—(Z,, wo) respectant [ et transportant & sur &, D’aprés la
remarque précédente, ceci suppose que l’holonomie de [ dans & soit
linéarisable, car la méme propriété est trivialement vraie pour %,.
Ceci étant, il est naturel de s’intéresser au probléme suivant :

Probléme de linéarisation symplectique: Si ["holonomie de I dans & est
linéarvisable, % est-il symplectiquement linéarisable au voisinage de [? On
remarque que, si [ n’a pas d’holonomie dans ¢, la réponse est affirmative
en vertu du théoréme d’Arnold-Liouville [Ar].

Dans on a observé que la réponse est affirmative pour n=1
(c’est Elémentaire) et proposé comme étape suivante d’étudier le cas ol
n=2, L étant le tore T? et V la connexion affine plate compléte non
triviale Vyy construite par N. Kuiper et T. Nagano-K. Yagi [Na
-Ya]. Dans cette situation, un premier exemple a été décrit dans
ol la réponse est négative.

Dans le présent article on construit une famille - paramétrée par une
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fonction arbitraire d’une variable w - de feuilletages Lagrangiens ad-
mettant (Tz, VNY> comme feuille, et qui ne sont pas symplectiquement

équivalents au voisinage de cette feuille.

Pour cela, on fait varier la forme symplectique naturelle w, sur 7*T?
sans changer les feuilles du feuilletage Lagrangien linéaire ¢, défini par
Vxy. Plus précisément, on travaille sur la variété de Poisson (P, A) des
orbites de l’action hamiltonienne naturelle de S* qui respecte les feuilles de
&, Sur la feuille symplectique de (P, A) qui contient la projection de la
section nulle, on obtient un feuilletage Lagrangien réduit sans holonomie,
qui est donc muni d’'un paramétrage “action” naturel w transverse aux
feuilles. En faisant varier le tenseur A, on fait apparaitre une fonction
arbitraire de w.

La signification de ces résultats est la suivante: on sait [Hae]
que l'holonomie d’une feuille compacte dans un feuilletage détermine, a
équivalence différentiable prés, un voisinage de cette feuille muni du feuil-
letage induit. Ici, pour reconstituer & équivalence symplectique prés un
voisinage feuilleté de (L,V) dans un feuilletage Lagrangien, il faut une
donnée plus précise que ’holonomie, qu’on pourrait appeler glissement La-
grangien le long de la feuille. Si l'on veut, notre construction met en évi-
dence une variation de ce glissement Lagrangien pour un feuilletage dont
’holonomie reste fixe.

On voit qu’il s’agit seulement d’'un exemple significatif dans le cadre
d’'une étude systématique - a faire - du voisinage feuilleté d'une feuille
compacte dans un feuilletage Lagrangien.

1. Construction de la famille de feuilletages Lagrangiens.
a) On considére sur R*, les relations d’€quivalence

{(x, v, u, 0)~(x+1, v, u, v)
(2, v, u, V)~(x+y, y+1, u, v—u)

L’espace quotient, dont les points seront notés comme des classes d’équiva-

lence [x, y, u, v], est muni par la 2-forme dx A du+dyA\dv d'une structure
symplectique affine.

En identifiant (TZ, VNY) au quotient de R? par la relation d’équiva-

(x, y)~(x+1, y)

(x, V)~(x+y, y+1)
de sa forme symplectique standard w, et de la structure affine associée a
Viy. Le feuilletage Lagrangien linéaire &, est défini par du=dv=0.

lence{ on identifie la variété précédente a 7*T? muni
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b) Le groupe S'=R/Z agit de fagon hamiltonienne sur 7*T? par:
0 [x, v, u, v]=[x+6% v, u, v]

Le moment de cette action est la fonction .

L’espace des orbites est une variété de Poisson (P, A), qui s'identifie a
S'X R?, paramétrée par (0% w, w), la projection 7: T*T?- P étant
donnée par :

n([x, ¥, w, v])=(y mod 1, u, v+ uy)

Les feuilles symplectiques de (P, A) sont définies par du=0, et leur struc-
ture symplectique est induite par la 2-forme

@o=d6* N\ dw

Le feuilletage Lagrangien &, se projette sur P suivant le feuilletage
du=0
, dw—u d6*=0"

En particulier, la section nulle L, de T*T? se projette sur P suivant
la feuille L, de &, d’équations z=w=0.

Observons pour terminer que la correspondance :

Z, de dimension 1 défini par {

[x, v, u, v]b—{x—% (»®*+y) mod 1, y mod 1, u, v+uy]

permet d'identifier 7*7? 2 T?X R? muni des coordonnées (4, 8% u, w), de
maniére que, dans ces coordonnées, @, se met sous la forme:

a)ozd@l/\du+a’62/\[dw+%a’u}

La projection 7: T*T?—P sécrivant simplement (6%, % u, w)— (6% u,
w).

c) Donnons-nous une fonction différentiable ¢: R— R*, astreinte a la
seule condition ¢(0)=1 et considérons sur 7T*T? la 2-forme définie, dans
les coordonnées globales (4, 2, u, w), par

we=dO' N du +d02/\‘[¢(w)dw +% du:|

Elle est fermée, et, comme ¢ ne s’annule pas, de rang maximum. Pour la
structure symplectique correspondante, le feuilletage &, défini par
du=0
{a’w—udﬁzzo, est encore Lagrangien.
On a construit ainsi une famille de structures symplectiques pour les-
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quelles &, est Lagrangien. En outre, sur la feuille L, de &, on a u=w
=0. La forme symplectique w, coincide donc avec w, en tout point de L.
Dol il résulte que la connexion de Weinstein définie sur L, par we
coincide avec Vyy.

2. Démonstration de la non-équivalence symplectique.

a) Toutes les formes symplectiques w, sont invariantes par l'action de S,
et le moment de cette action reste égal a la fonction . Donc w, définit
un tenseur de Poisson A, sur P.

Sl existe un difféomorphisme symplectique ¢: ( %, a)¢)—>< 7, w¢1>

respectant le feuilletage %, et la feuille Ly, o % et %, sont deux
voisinages ouverts de L, dans T*T? on peut (quitte a restreindre ce
voisinage) supposer que % est S'-invariant. Mais alors ¢ transportera
’action hamiltonienne de S! sur ( %, w,) sur une action hamiltonienne de

St sur (%1, w¢,>. Comme cette action hamiltonienne est unique, ceci im-

plique que ¢ respecte l'action de S', et se projette donc en un
difféomorphisme

52 %2?/51 - ¥ \= 71/S!
transportant A, sur A,, et respectant le feuilletage projeté Z,.

b) L’application projetée ¢ devra respecter la coordonnée z (le moment
de l'action de S! n’a pas changé), le feuilletage &, et la feuille L,. En
coordonnées (62 u, w), on aura donc:

6(62 u, w)=(O% 6% u, w), u, W(0% u, w))

avec W(6% 0,0)=0.
Le fait que ¢ respecte &, se traduit par I'équation:

2 2
(1) %Igg 3(22 (6% u, w)+u2—6,%(62, U, w)

2 OW s _
(6% u, w)+u F” (6% u, w)=u

Si l'on développe W et ®? suivant les puissances de # au voisinage de y=
0, soit

@) {W= Wo( 8% w)+ uWi(6% u, w)
02= @302 w)+ u® 6> u, w), ol 83 est défini modulo Z,
il vient, en faisant =0, %Ig? =0, c.a.d. Wo=Wy(w). Ceci étant, on ré-

écrit (1) :
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oW 2 WA 083 |, 063

U+ uWi+u =u +u 2 085
06* 0 ow 06° 06°

ow

;3 003
ow

+u +u
On divise par u, et en faisant % =0 il vient :

(o5 m)
(3) T(ﬁz, 0, w)=Ws(w)

Mais, quand ¢* augmente de 1 (avec w fixé), ®— W, augmente de *1,
d’ott Wy(w)==*1 et par suite Wo(w)==+w. On a donc :

(4) 3(6% 0, w)——-<®5(¢92, w), 0, iw)

Ecrivons maintenant que ¢ induit sur la surface x=0( une transfor-
mation respectant les formes symplectiques définies par No €t Ag,, soit :

(5) T dOIN pi(w)dw=d6* A o(w)dw
d’ot la relation :

@2
® 5 wew)=p(w)

Ceci signifie que @j est affine en §?; comme |@3(§2+1, w)— O3 6% w)|=1 et

0035

W:il’ d’ol :

»1(0)=9(0)=1, il en résulte

(7) o1(w)=o(w)
ce qui est bien le résultat annoncé.

REMARQUE: La relation (4) provient du fait que ¢ respecte
I'holonomie du feuilletage ;. La relation (5) provient du fait que ¢ doit
respecter la coordonnée “action” sur le feuilletage Lagrangien réduit, c.
a.d. le feuilletage &, restreint a la surface % =0.
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